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4 Wskazane osiggniecia habilitacyjne
4.a. Wskazanym osiggnieciem jest cykl 7 prac zatytutowany

Problem trzech przestrzeni 1 metody pozaskornczone
w geometrii przestrzent Banacha.

4.b. Sktadaja sie na niego nastepujace publikacje:

[Koc13] T. Kochanek, Stability of vector measures and twisted sums of Banach spaces,
Journal of Functional Analysis 264 (2013), 2416-2456.

[KK14] T. Kania, T. Kochanek, The ideal of weakly compactly generated operators acting
on a Banach space, Journal of Operator Theory 71 (2014), 455-477.

[HKK14] K.P. Hart, T. Kania, T. Kochanek, A chain condition for operators from C(K)-
spaces, Quarterly Journal of Mathematics 65 (2014), 703-715.

[KK16] T. Kania, T. Kochanek, Uncountable sets of unit vectors that are separated by
more than 1, Studia Mathematica 232 (2016), 19-44.

[DK16] S. Draga, T. Kochanek, Direct sums and summability of the Szlenk index, Journal
of Functional Analysis 271 (2016), 642—-671.

[DK17] S. Draga, T. Kochanek, The Szlenk power type and tensor products of Banach
spaces, Proceedings of the American Mathematical Society 145 (2017), 1685—
1698.

[CDK19] R.M. Causey, S. Draga, T. Kochanek, Operator ideals and three-space proper-
ties of asymptotic ideal seminorms, Transactions of the American Mathematical
Society 371 (2019), 8173-8215.

W przypadku prac: [KK14], [KK16], [DK16] i [DK17] wkiad kazdego z wspétautorow
nalezy oceni¢ na okoto 50%. Wktad autora rozprawy w prace [HKK14] i [CDK19] to
okoto 40%. Odpowiednie o$wiadczenia wspdlautoréw zostaty dotaczone do wniosku.

4.c. Omoéwienie celu naukowego i osiggnietych wynikow

4.c.1. Wstep

Tematem rozprawy sa pewne zagadnienia teorii przestrzeni Banacha dotyczace geome-
trii i geometrii asymptotycznej, domknietych dwustronnych ideatéw w algebrze operato-
row ograniczonych, a takze wtasnosci strukturalnych — ze szczegélnym uwzglednieniem
badania rozszerzen przez krotkie ciggi doktadne i zwigzkow z miarami wektorowymi.
Wspélnym mianownikiem tych badan jest tzw. problem trzech przestrzeni oraz stoso-
wanie metod pozaskonczonych, ktore w czesci poswieconej geometrii opieraja si¢ gtownie
na uzyciu indeksu Szlenka, jednego z najwazniejszych indekséow porzadkowych w teorii
przestrzeni Banacha.

Ogolne sformutowanie problemu trzech przestrzeni jest nastepujace: niech P bedzie
wlasnoscia mogaca przystugiwaé przestrzeniom Banacha i zalézmy, ze X jest przestrzenia
zawierajacg domknieta podprzestrzen Y, przy czym zaréwno Y, jak i przestrzen ilorazowa
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X/Y maja wlasnosé P. Czy takze X musi mie¢ wowczas wlasnosé P? Jesli odpowiedz
jest twierdzaca, to méwimy, ze P jest wlasno$ciq trzech przestrzeni (w skrocie: 3SP od
ang. three-space property). Dla niektérych P (takich jak np. osrodkowosé, czy refleksyw-
nos¢) odpowiedz daje si¢ uzyskaé elementarnie, jednak czesto problem ten okazuje si¢
nietrywialny i prowadzi do ciekawych konstrukcji nowych przestrzeni (przeglad klasycz-
nych wynikéw mozna znalezé w monografii [21]). Pierwszym spektakularnym rezultatem
na temat problemu trzech przestrzeni byto negatywne rozwigzanie problemu Palaisa przez
Enflo, Lindenstraussa i Pisiera [37], ktérzy pokazali, ze wtasno$¢ bycia przestrzenia izo-
morficzng z przestrzenia Hilberta nie jest wtasnoscia 3SP, cho¢ juz superrefleksywnosé
taka wtasnoscia jest, podobnie jak posiadanie nietrywialnego typu Rademachera. Wynik
dla superrefleksywnosci opierat sie¢ na wyrazeniu tej wlasnosci w jezyku asymptotycz-
nego zachowania sie ciggu ,statych typowych” odpowiadajacych typow: martyngatowemu,
wprowadzonemu przez Pisiera [86], oraz na wyprowadzeniu nier6wnosci wiazacej state ty-
powe odpowiadajace przestrzeniom X, Y oraz X/Y. W podobnym schemacie przebiega
dowod wtasnosci 3SP dla typu Rademachera, oczywiscie z nieréwnoscia wiazaca state ra-
demacherowskie. Strategia ta byta inspiracjg dla dowodu jednego z gltownych twierdzen
pracy [CDK19], ktére mowi, ze mozliwosé asymptotycznie jednostajnie gtadkiego przenor-
mowania, z danym optymalnym typem potegowym p modutu asymptotycznej gtadkosci,
jest wlasnoscig 3SP. Oméwimy to doktadnie w sekeji 4.c.8.

Problem trzech przestrzeni mozna, rzecz jasna, rozwaza¢ w odniesieniu do krotkich
ciggow doktadnych w zupetlie dowolnej kategorii obiektéw. Dla lokalnie ograniczonych
F-przestrzeni (czyli przestrzeni quasi-Banacha), ktore réznia sie od przestrzeni Banacha
brakiem lokalnej wypuktosci, teoria ta zostata rozwinieta przez Kaltona [53]. Charakte-
ryzujac rozszczepialnosé krotkich ciagéw doktadnych przez pewien efekt stabilnosci dla
odwzorowan quasi-liniowych, pokazal on, ze w pewnym sensie metoda uzyta przez Enflo,
Lindenstraussa i Pisiera przy konstrukecji kontrprzyktadu do problemu Palaisa byta je-
dyna mozliwa i musiata opiera¢ si¢ na znalezieniu quasi-liniowego odwzorowania o — (5
niedajacego przyblizy¢ sie zadnym odwzorowaniem liniowym (niezbedne definicje beda
podane w sekcji 4.c.2). Rozwazajac tego typu stabilno$é, Kalton wprowadzil klase K-
przestrzeni, dla ktérych kazde quasi-liniowe odwzorowanie o wartosciach rzeczywistych
da sie odpowiednio przyblizy¢ odwzorowaniem liniowym. We wspolnej pracy z Robert-
sem [58] wykazali, ze ¢y i {o, (0gélniej: wszystkie Z,-przestrzenie) sa K-przestrzeniami,
przy czym kluczowym krokiem w dowodzie byto twierdzenie o stabilnosci dla prawie ad-
dytywnych funkeji zbioru. W artykule [Koc13] zajmujemy sie wektorowymi wersjami tego
twierdzenia uzyskujac tym samym szereg zwiazkéw pomiedzy problemem stabilnosci dla
miar wektorowych a wtasnosciami rozszerzen przez krotkie ciagi doktadne, w tym wta-
snosciami 3SP. Bedzie to trescia podrozdziatu 4.c.3.

W dwoch dalszych podrozdziatach omawiamy prace [KK14], [HKK14], dotyczace struk-
tury kraty domknietych dwustronnych ideatow w algebrze operatoréw ograniczonych na
przestrzeni Banacha, a takze prace [KK16] dotyczaca stricte geometrii sfery jednostkowej
nieosrodkowych przestrzeni Banacha. Cecha charakterystyczna tych badan jest stosowanie
metod pozaskonczonych — klasyczna indukcja pozaskonczona jest tu tgczona z metodami
kombinatoryki nieskoniczono$ciowej (takimi jak techniki ramseyowskie, czy tez kombina-
toryka na w;) oraz metodami teorii przestrzeni Banacha i operatoréw na nich (jak np.
projekcyjne rozklady jednosci, czy tez charakteryzacje stabej zwartosci w duchu twier-
dzenia Pelczynskiego). W artykule [KK14] wprowadzamy ideat operatoréw stabo zwarcie
generowalnych jako tych operatorow, ktérych obraz zawarty jest w pewnej stabo zwarcie



generowalnej (WCG od ang. weakly compactly generated) podprzestrzeni przeciwdziedziny.
Badanie przestrzeni WCG zostalo zainicjowane przez Amira i Lindenstraussa [4], ktérzy
wykazali szereg fundamentalnych twierdzen strukturalnych, m.in. to, ze na kazdej prze-
strzeni WCG dziata pewien réznowartosciowy, ograniczony operator liniowy w przestrzen
co(I"), dla pewnego zbioru indekséw I'. Wprowadzenie pojecia ideatu operatorow WCG
pozwolito zidentyfikowaé jedyny maksymalny (domkniety, dwustronny) ideat w algebrze
operatoréw na tzw. dlugiej przestrzeni Jamesa J,(w1) (dla 1 < p < 00), a takze podaé
kilka réwnowaznych jego opiséw. W pracy [HKK14] dazyliémy do podania odpowiednika
twierdzenia Pelczynskiego [84], oryginalnie odnoszacego sie do operatoréw stabo zwartych,
ktory dziatatby dla operatoréw WCG okreslonych na przestrzeni C'(K) funkeji ciggtych na
zwarte]j przestrzeni Hausdorffa K. Okresliliémy porzgdek zgodnosci < na C(K) i zapro-
ponowali$émy warunek nieodseparowywania nieprzeliczalnych <-tancuchéw. Warunek ten
lokuje sie pomiedzy stabg zwartoscia a stabg zwarta generowalnoscia, w pewnych sytu-
acjach, np. dla ekstremalnie niesp6jnej K, charakteryzuje on doktadnie operatory stabo
zwarte. Artykul [KK16], jak juz wspomnieliSémy, dotyczy geometrii sfery jednostkowej
Sx nieosrodkowej przestrzeni Banacha. Byt on zainspirowany dwoma klasycznymi wyni-
kami na temat zbioréw odseparowanych w dowolnej nieskoniczenie wymiarowej przestrzeni
unormowanej X: twierdzeniem Kottmana [64] méwiacym, ze Sx zawiera nieskonczony
clag (x,)2, o tej wlasnosci, ze ||z, — x,|| > 1 dla wszelkich m # n, oraz silniejszym
twierdzeniem Eltona-Odella [36], ktére mowi, ze istnieje takie € = ¢(X) > 0 oraz taki
ciag (x,)22, C Sx, ze ||z, — x,|| > 1+ ¢ dla wszelkich m # n. Oméwimy kilka rezulta-
tow bedacych odpowiednikami tych dwéch twierdzen w sytuacji, gdy X jest przestrzenia
nieosrodkows i zgdamy, aby moc odseparowanego podzbioru Sx byta nie tylko nieskon-
czona, ale i nieprzeliczalna. Okazuje si¢ m.in. ze dla nieosrodkowych przestrzeni reflek-
sywnych prawdziwy jest nieprzeliczalny odpowiednik twierdzenia Kottmana, podczas gdy
dla nieosrodkowych przestrzeni superrefleksywnych zachodzi nieprzeliczalny odpowiednik
twierdzenia Eltona-Odella.

Sekcja 4.c.6 poswiecona jest oméwieniu podstawowych definicji i faktéw dotyczg-
cych indeksu Szlenka, ktory jest indeksem porzadkowym przypisanym kazdej przestrzeni
Asplunda. Pojecie to wprowadzit Szlenk [95] w celu udzielenia negatywnej odpowiedzi na
pytanie o istnienie przestrzeni uniwersalnej w klasie osrodkowych i refleksywnych prze-
strzeni Banacha. Indeks Szlenka definiowany jest przez pozaskoniczony ciag derywacyi jed-
nostkowej kuli dualnej, ktére na kazdym kroku wycinajg *-stabo otwarte zbiory o matej
srednicy; jesli przestrzen jest przestrzenia Asplunda, to po pewnej (by¢ moze pozaskoriczo-
nej) liczbie krokéw otrzymamy zbiér pusty. Derywacje te przypominaja pochodna zbioru
w klasycznej topologii i, rzeczywiscie, indeks Szlenka jest analogonem indeksu Cantora-
Bendixsona, co najogdlniej wyraza niedawne twierdzenie Causeya [23] méwigce, ze dla do-
wolnej zwartej przestrzeni Hausdorffa K indeks Szlenka przestrzeni C(K) jest réwny naj-
mniejszej liczbie porzadkowej postaci w®, nieprzekraczajacej indeksu Cantora-Bendixsona
przestrzeni K.

Zachowanie si¢ indeksu Szlenka oraz pewnych wielkosci z nim zwiazanych (w szczegdl-
nosci tzw. typu potegowego Szlenka) ttumaczy sie zar6wno na wtasnosci strukturalne, jak
i geometryczne danej przestrzeni Banacha. Zwtaszcza silne sa zwigzki z wielko$ciami opisu-
jacymi geometrie asymptotyczna przestrzeni, takimi jak moduty asymptotycznej gtadkosci
i wypuktosci wprowadzone przez Milmana [79]. Co wiecej, takze pokrewne pojecie sumo-
walnosci indeksu Szlenka, zdefiniowane w pracy Knausta, Odella i Schlumprechta [61],
odgrywa wazng role w teorii przenormowan i klasyfikacji przestrzeni Banacha wzgledem



jednostajnych homeomorfizméw, co jest przedmiotem fundamentalnej pracy Godefroy,
Kaltona i Lanciena [42]. W sekcji 4.¢.7 omawiamy dwa artykuly [DK16] i [DK17] poswie-
cone badaniom nad zachowywaniem sie typu potegowego i sumowalnosci indeksu Szlenka
ze wzgledu na branie (nieskonczonych) sum prostych oraz injektywnych iloczynéw tenso-
rowych. Ten drugi aspekt daje np. ciekawe wnioski na temat asymptotycznej geometrii
pewnych przestrzeni operatoréw zwartych. Warto zaznaczyé¢, ze tego typu zagadnienia
wpisuja sie w szerszy schemat badan teorii przestrzeni Banacha polegajacy na stosowaniu
roznorodnych indeksow pozaskonczonych, majacych uchwyci¢ interesujace nas wtasnosci
strukturalne w sposéb jakosciowy (przyktadem jest ¢1-indeks Bourgaina [11] mierzacy
stopien skomplikowania ,¢;-podstruktur’danej przestrzeni). Indeks Szlenka oraz typ po-
tegowy maja tez zwigzki z teorig ideatow w algebrach operatoréw na przestrzeni Banacha.
Zwiazkom tym poswiecona jest czes¢ pracy [CDK19], ktéra bedzie tematem ostatniego
podrozdziatu, w ktérym to oméwimy rowniez gtéwny wynik tej pracy mowiacy, ze posiada-
nie typu potegowego Szlenka nieprzekraczajacego danej liczby p € [1,00) jest wlasnoscia
3SP.

4.c.2. Problem trzech przestrzeni

W dalszej czesci tekstu przez operator rozumiemy operator liniowy i ograniczony dzia-
lajacy miedzy dwiema przestrzeniami Banacha. Symbolem Z(X,Y’) oznaczamy prze-
strzen operatoréw dzialajacych miedzy przestrzeniami X i Y, a symbolem %(X) prze-
strzen (X, X). Fakt istnienia izomorfizmu dwoch przestrzeni Banacha X 1Y, czyli bi-
jetywnego operatora z #(X,Y), notujemy symbolem X ~ Y. Przez Bx i Sx oznaczamy
odpowiednio domknietg kule jednostkowsg oraz sfere jednostkowsg przestrzeni X.

Krétkim ciagiem doktadnym (w kategorii Ban przestrzeni Banacha) nazywamy dia-
gram postaci

0—Y 52795 X—0, (4.1)

gdzie X,Y,Z € Ban, i: Y — Z jest operatorem injektywnym, ¢: Z — X operatorem
surjektywnym oraz im(i) = ker(q). Wowczas Z zawiera podprzestrzen i(Y) izomorficzna
z Y, a z twierdzenia o odwzorowaniu otwartym wnosimy, ze Z/i(Y") ~ X przez izomorfizm
T:Z]Y — X spehiajacy Tom = ¢, gdzie 7 to kanoniczne rzutowanie Z na Z/Y . Méwimy,
ze ciggi doktadne 0 - Y — 73 - X — OQoraz 0 = Y — Z; — X — 0 sa rownowazne,
jezeli istnieje taki operator T' € HAB(Z,, Zs), ze nastepujacy diagram jest przemienny:

0—=Y =2 —=X——0
|
0—=Y—=Zy— =X ——0

Dla dowolnych przestrzeni Banacha X i Y mamy zawsze trywialny ciag doktadny
0—-Y—-YaeX—>X—0, (4.2)

w ktéorym rozwazamy kanoniczne zanurzenie Y w Y @ X oraz kanoniczne rzutowanie
z Y @& X na X. Mowimy, ze ciag doktadny (4.1) rozszczepia sie, jezeli jest on réwno-
wazny z ciagiem (4.2). W takim przypadku musi oczywiscie zachodzi¢ Z ~ X @Y, cho¢
nie jest to warunek wystarczajacy'. Przytoczmy tu podstawowy fakt charakteryzujacy

Kwestia ta zwiazana jest z tzw. problemem Hartego. Okazuje sie, Ze istnieje nawet przyklad nieroz-
szczepialnego ciaggu dokladnego postaci 0 — X — X & X — X — 0; tutaj oczywiscie zanurzenie X
w X @ X nie jest zanurzeniem kanonicznym (zob. [21, §1.10]).



rozszezepialnosé krétkich ciagéw doktadnych (21, §1.1]).

Stwierdzenie 4.1. Niech (4.1) bedzie ciggiem dokladnym przestrzeni Banacha X, Y i Z.
Wowczas nastepujgce warunki sg parami rownowazne:

(i) cigg (4.1) rozszczepia sie;

(i) zanurzenie i dopuszcza retrakcje, tj. taki operator r: Z — Y, Ze r oi = idy;
(iii) iloraz q dopuszcza podniesienie, tj. taki operator s: X — Z, Ze qo s = idyx;
(iv) podprzestrzen i(Y') jest komplementarna w Z.

Definicja 4.2. Przez sume skretng (ang. twisted sum) przestrzeni Banacha Y i X (kolej-
no$¢ jest tu istotna) rozumiemy dowolny ciag doktadny postaci (4.1), przy czym na ogot
mowimy o samej przestrzeni Z jako o sumie skretnej Y i X, majac na mysli, ze Z zawiera
podprzestrzen izomorficzng z Y, przy czym Z/Y ~ X. Méwimy, ze dwie sumy skretne sa
rownowazne, jezeli odpowiadajace im ciggi doktadne sg réwnowazne.

Symbolem Ext oznaczamy funktor, ktory kazdej parze przestrzeni Banacha przypi-
suje rodzing wszystkich klas rownowaznosci sum skretnych tych przestrzeni. Kazdy ele-
ment Ext(X,Y') nazywamy rozszerzeniem przestrzeni X o przestrzen Y. Stosujemy zapis
Ext(X,Y) = 0, jezeli kazda suma skretna przestrzeni Y i X jest trywialna, tj. rGwnowazna
z Y ® X.2 Mamy wiec na przyklad:

« Ext(X, M) = 0 dla dowolnych przestrzeni Banacha X i M, przy czym dim M < oo;
« Ext(X,ly) = 0 dla kazdej przestrzeni Banacha X;
(

« Ext(X, ¢y) = 0 dla kazdej osrodkowej przestrzeni Banacha;

Ext(Ly(u),Y) = 0 dla dowolnej miary dodatniej p i kazdej przestrzeni Banacha Y
komplementarnej w Y **.

Pierwszy fakt to proste zastosowanie twierdzenia Hahna-Banacha. Drugi to injektywnosé¢
przestrzeni f.,, czyli rowniez prosty wniosek z twierdzenia Hahna-Banacha méwiacy, ze
U jest zawsze podprzestrzenia komplementarng. Trzeci fakt to twierdzenie Sobczyka
o komplementarnoéci ¢y w dowolnej osrodkowej nadprzestrzeni. Ostatni to twierdzenie
Lindenstraussa o podniesieniu (ang. Lindenstrauss’ lifting principle); zob. [57, Prop. 2.1].

Podobng terminologie, jak opisana wyzej (ciag doktadny, réwnowaznosé, rozszczepial-
nos¢é, czy suma skretna), z oczywistymi modyfikacjami, stosujemy dla kategorii g-Ban prze-

strzeni quasi-Banacha lub, co na jedno wychodzi, lokalnie ograniczonych F-przestrzeni®.

2Zwréémy uwage na zmiane kolejnosci argumentéw funktora Ext w poréwnaniu z nazewnictwem sumy
skretnej. Jest to konwencja do$¢ powszechnie przyjeta w literaturze.

3Przypomnijmy, ze F-przestrzeniq nazywamy przestrzen liniowo-topologiczng, ktérej topologia dana
jest przez zupelng i niezmiennicza na przesuniecia metryke. Quasi-normg na rzeczywistej badz zespolo-
nej przestrzeni liniowej X nazywamy funkcje |-|: X — [0, 00) spelniajaca dwa pierwsze aksjomaty normy,
wraz z oslabiona nieréwnoscia tréjkata: |z +y| < C(|z] + |y|) (z,y € X) zachodzaca z pewna stala
C > 1. Najmniejsza taka stala nazywamy modulem wklestosci quasi-normy |-|. Jezeli X jest lokalnie ogra-
niczong przestrzenia liniowo-topologiczna, tj. ma baze otoczen zera ztozona ze zbioréw ograniczonych, to
jej topologia zadana jest przez quasi-norme bedaca funkcjonatlem Minkowskiego dowolnego zbalansowa-
nego i ograniczonego otoczenia zera. Na odwrdt, kazda przestrzen quasi-unormowana (X, |-|) jest lokalnie
ograniczona, gdyz baza otoczen zera jest rodzina {eU: ¢ > 0}, gdzie U jest otwarta kula jednostkowa. Co
wiecej, klasyczne twierdzenie Aoki-Rolewicza gwarantuje, ze |-| jest p-wypukla, tzn. spelnia nieréwnosé
|z 4+ y|” <|z|” + |y|” (z,y € X), gdzie 0 < p < 1 jest stala okreslong warunkiem (2C')P = 2. Na X mamy
wiec metryke d(x,y) = |v —y|” i jesli jest ona zupelna, to przestrzen X nazywamy przestrzenia quasi-
Banacha. Podsumowujac, lokalnie ograniczone F-przestrzenie to doktadnie przestrzenie quasi-Banacha.



Jezeli XY € g-Ban, to méwimy, ze para (X,Y") rozszczepia sig, jezeli dla kazdej prze-
strzeni Z € g-Ban tworzacej ciag dokladny (4.1) ciag ten rozszczepia sie. Podkreslmy,
ze dla X,Y € Ban warunek rozszczepialnosci pary (X,Y) jest (przynajmniej formalnie)
silniejszy niz warunek Ext(X,Y) = 0, bowiem w tym drugim przypadku zadamy roz-
szczepialnodei ciagu (4.1) przy dodatkowym zalozeniu lokalnej wypuktosci przestrzeni Z.
Zgodnie z tg uwaga mozna zada¢ naturalne pytanie, czy majac dwie przestrzenie Banacha
Y i X, kazda ich suma skretna z kategorii g-Ban musi by¢ tak naprawde przestrzenia Ba-
nacha, innymi stowy — czy lokalna wypuktosé jest wlasnoscig 3SP? Negatywna odpowiedz
uzyskali niezaleznie od siebie, i réznymi metodami, Kalton [53], Ribe [87] i Roberts [88].
Okazato sie, ze nawet minimalne rozszerzenia, tj. rozszerzenia o przestrzen jednowymia-
rowa R, mogg nie by¢ lokalnie wypukte. Pokazuje to, jak drastyczny jest brak twierdzenia
Hahna-Banacha w kategorii g-Ban.

Twierdzenie 4.3 (Kalton, Ribe, Roberts). Para (¢1,R) nie rozszczepia sie.

Kalton i Peck [55] wprowadzili pojecie K-przestrzeni jako takiej przestrzeni quasi-
Banacha X, dla ktérej para (X, R) rozszczepia sie. Powyzszy wynik mozna wiec wystowié
moéwiac, ze ¢1 nie jest K-przestrzenia. Dowodd twierdzenia 4.3 oparty jest na pewnym
ogélnym schemacie, ktéry — jak pokazatl Kalton w [53] — jest uniwersalng i w zasadzie
jedyna metoda konstruowania nierozszczepiajacych sie ciagéw doktadnych.

Definicja 4.4. Niech X i Y beda przestrzeniami quasi-unormowanymi. Odwzorowanie
f: X — Y nazywamy quasi-liniowym, jezeli:

(i) f(Az) = Af(zx) dla X €eR, z € X;

(i) [If(z+y) = flz) = W) < clllell+ llyl)) dla z,y € X,

gdzie ¢ < oo jest liczba niezalezna od z i y. Symbolem A(f) oznaczamy najmniejsza
mozliwa warto$¢ ¢ w warunku (ii); przez A(X,Y') oznaczamy przestrzen wszystkich od-
wzorowan quasi-liniowych z X do Y.

Odwzorowanie f: X — Y nazywamy zero-liniowym, jezeli spelnia warunek (i), a takze

(iii) Hf(z: zi) - zz:;f(xi)

n
< CY ||z dla wszelkich n € N oraz x1,...,z, € X,
i=1

gdzie C' < oo nie zalezy od wyboru 1, ..., z, € X. Symbolem Z(f) oznaczamy najmniej-
sza mozliwa warto$¢ C' w warunku (iii); przez Z(X,Y’) oznaczamy przestrzen wszystkich
odwzorowan zero-liniowych z X do Y.

Nastepujace fundamentalne twierdzenie pochodzace z [53] taczy problem rozszcze-
pialnosci z efektem stabilnosci dla odwzorowan quasi- i zero-liniowych, czyli mozliwoscig
stosownego przyblizania ich odwzorowaniami liniowymi.*

Twierdzenie 4.5 (Kalton). Niech X i Y bedg przestrzeniami quasi-Banacha i niech
Xo bedzie gestq podprzestrzeniq przestrzeni X. Wowczas nastepujgce warunki sq paramsi
rownowazne:

(i) para (X,Y) rozszczepia sie;

4Podkreélmy, ze nie zakladamy tutaj ciagloéci odwzorowan liniowych, quasi-liniowych, ani zero-
liniowych.



(i) jezeli f € A(Xo,Y), to istnieje takie odwzorowanie liniowe h: Xq — Y oraz stala
L < o0, zZe
If (@) = h(@)|| < Llz|  dla 2 € Xo;

(iii) istnieje taka stata B < oo (zalezna tylko od Xy 1Y), Ze dla dowolnego f € A(Xo,Y)
1stnieje odwzorowanie lintowe h: Xg — Y spelniajgce

|f(z) — h(z)| < B-A(f)|z]| dlaz € Xo.

W celu znalezienia odpowiednika twierdzenia 4.5 w przypadku lokalnie wypuklym, Ca-
bello Séanchez i Castillo [14] rozwazali odwzorowania zero-liniowe. Zauwazyli oni, ze bez
wigkszych zmian w oryginalnym dowodzie Kaltona otrzymujemy nastepujacy wynik.

Twierdzenie 4.6 (zasadniczo Kalton). Niech X i Y bedq przestrzeniami Banacha i niech
Xo bedzie gestq podprzestrzeniq X. Wowczas nastepujgce warunki sg paramsi rownowazne:

(i) Ext(X,Y) =0;
(ii) gezeli f € =Z(Xo,Y), to istnieje takie odwzorowanie liniowe h: Xo — Y oraz stala
L < o0, ze

1 () = h(@)[ < Lilz|| dia x € Xo;

(ili) istnieje taka stala B < oo (zalezna tylko od Xy 1Y), Ze dla dowolnego f € Z(Xo,Y)
istnieje odwzorowanie lintowe h: Xg — Y spetniajgce

If(x) = h(@)[| < B-Z(f)|lz|  dlaz € Xo.

Opiszemy teraz ogdlna metode konstrukeji sum skretnych przestrzeni (quasi-)Banacha
(zob. [56]). Zatézmy, ze X,Y € g-Ban i ze dane jest odwzorowanie f € A(X,Y). Roz-
wazmy algebraiczna sume prosta Y & X, ktérag wyposazamy w quasi-norme dang wzorem
|y, 2)|| = |l=|| + lly — f(x)]]. Otrzymana przestrzen quasi-unormowang oznaczamy Sym-
bolem Y @ X. W przypadku, gdy X,Y € Ban, przestrzenr Y ©; X jest lokalnie wypukta
(a zatem izomorficzna z przestrzenia Banacha) wtedy i tylko wtedy, gdy f € Z(X,Y),
i wowcezas Y @5 X jest reprezentantem jednego z elementéw Ext(X,Y") (zob. [14, Thm. 2]).

Wtasnosci stabilnosciowe podane w twierdzeniach 4.5 i 4.6 mozemy przeformutowaé
w jezyku odlegltos$ci miedzy odwzorowaniami quasi-liniowymi, zdefiniowanej nastepujaco:
dla jednorodnych odwzorowan f,g: X — Y niech

dist(f,g) = sup{|[f(x) — g(@)| - |[=[] < 1}.

Dwa ciggi doktadne 0 - Y - Y @&y X - X - 0oraz0 —-Y - Y @, X — X — 0
sg wowczas réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy réznica f — g jest odwzorowaniem
trywialnym w tym sensie, ze dla pewnego odwzorowania liniowego h: X — Y zachodzi
dist(f — g — h) < co. W szczegblnodci, ciag 0 — Y — Y @ X — X — 0 rozszczepia
sie wtedy i tylko wtedy, gdy f lezy w skonczonej odlegtosci od pewnego odwzorowania
liniowego.

Uniwersalnos¢ opisanej wyzej konstrukeji przestrzeni Y @y X wynika z nast¢pujacego
twierdzenia Kaltona-Pecka [56].



Twierdzenie 4.7 (Kalton, Peck). Niech X i Y bedg przestrzeniami quasi-Banacha (lo-
kalnie ograniczonymi F-przestrzeniami). Wowczas dla kazdej sumy skretnej Z przestrzeni
Y i X istnieje takie f € A(X,Y), Ze cigg 0 — Y — Z — X — 0 jest réwnowainy
zciggiem 0 =Y =Y @y X — X — 0.

W przypadku lokalnie wypuktym odpowiadajacym rezultatem jest nastepujacy wynik
pochodzacy z [17].

Twierdzenie 4.8 (Cabello Sanchez, Castillo). Niech X 1Y bedq przestrzeniami Banacha.
Wowczas dla kazdej lokalnie wypukiej sumy skretnej Z przestrzeni Y 1 X istnieje takie
f € 2(X,)Y), Ze cigg dokladny 0 — Y — Z — X — 0 jest réwnowainy z ciggiem
0—-Y =Yoo, X —X—0.

Pomimo tego, ze odwzorowania quasi- i zero-liniowe nie sg na ogot ciggle, mozliwe
jest ich przedhuzanie z gestych podprzestrzeni z zachowaniem quasi- lub zero-liniowosci.
Wynik ten jest wnioskiem z twierdzenia 4.7 (zob. [56, Thm. 3.1]).

Twierdzenie 4.9 (Kalton, Peck). Niech X i Y bedq przestrzeniami quasi-Banacha i
niech Xo bedzie gestq podprzestrzeniq przestrzent X. Wowczas kazde odwzorowanie foy €
A(Xo,Y) ma przedtuzenie f € A(X,Y). Co wiecej, dla kazdego przedtuzenia g € A(X,Y)
odwzorowania fo mamy dist(f—g—h) < oo, gdzie h: X —'Y jest pewnym odwzorowaniem
lintowym.

Zero-liniowy odpowiednik tego twierdzenia dowodzi sie podobnymi metodami, uzywajac
twierdzenia 4.8 zamiast 4.7, ale mozna tez go nieco wzmocni¢ (a takze wystowi¢ w kon-
tekscie grup unormowanych — zob. [15, Cor. 5.17)).

Twierdzenie 4.10 (Cabello Sdnchez, Castillo). Niech X i Y bedq przestrzeniami Bana-
cha i niech Xy bedzie gestq podprzestrzeniq przestrzeni X . Jezeli fo € 2(Xo,Y), to kazide
quasi-lintowe przedtuzenie X —'Y odwzorowania fo musi by¢ zero-liniowe.

Jako ilustracje twierdzenia 4.7, opiszemy konstrukcje Ribego minimalnego rozszerzenia
{1, ktére nie jest lokalnie wypukte, i ktérego istnienie jest trescia twierdzenia 4.3 (szersza
dyskusje mozna znalezé np. w [54]). Na przestrzeni liniowej coo rzeczywistych ciagow
o skonczonym nos$niku okredlamy funkcje F': co9 — R wzorem

[eS)
>
n=1

[e.9]

F(z) =) z,log|z,| — (Z xn) log
n=1 n=1

dla z = (z,)52, € coo,

przy czym przyjmujemy, ze 0-log 0 := 0. Nastepujace elementarne oszacowanie dla s, t > 0:

|f(s+1t)— f(s) — f(t)] <|slog(s+t) + slogs| + [tlog(s+t) — tlogt|
S t ‘

tl
8—|—t+ Og3+t

S S t t
<(s+t 1 ] < (s+1)log2
<S+>’s+togs+t+s+togs+t (s +1)log

slog

pokazuje, ze funkcja f(s) = slog|s| (s € R) nalezy do A(R,R) oraz A(f) < log2.
Wynika stad, ze F' € A(co, R) oraz A(F) < 2log2. Mozemy wiec rozwazy¢ przestrzen
quasi-unormowana R @ cgg (na ¢y rozwazamy norme ¢1), ktorej uzupetienie daje prze-
strzen Z € g-Ban tworzaca minimalne rozszerzenie ¢;. Na podstawie przytoczonego wyzej
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twierdzenia [14, Thm. 2| otrzymana przestrzen jest lokalnie wypukta, o ile F' jest zero-
liniowe. Nie jest to jednak prawda, bowiem dla wektoréw e, bazy kanonicznej ¢; mamy
F(e,) =0oraz F(e;+...4+e¢,) = —nlogn (n € N), a zatem zero-liniowo$¢ odwzorowania
F wymuszataby, ze nlogn < cn dla n € N z pewng stata ¢ < oo, co jest absurdem.

Wiele z klasycznych nietrywialnych sum skretnych przestrzeni Banacha konstruowa-
nych jest w oparciu o podobny schemat. Wspomniany we wstepie kontrprzyktad z pracy
[37] oparty jest oryginalnie na konstrukcji ciagu odwzorowan f, € Z( 3,632) ze stalymi
zero-liniowosci speliajacymi oszacowanie typu Z(f,) > C(logn)*/? (n € N) z pewna
stata C' > 0.

Twierdzenie 4.11 (Enflo, Lindenstrauss, Pisier). Ext({s, ¢5) # 0.
Stosujac ogdlniejsza konstrukcje, Kalton i Peck [56] otrzymali nastepujacy wynik:

Twierdzenie 4.12 (Kalton, Peck). Dla kazdego 0 < p < oo para ((,,{,) nie rozszczepia
sie. W przypadku lokalnie wypuklym, tj. dla 1 < p < oo, mamy Ext(¢,,{,) # 0.

Zaznaczmy, ze o ile lokalna wypuktos¢é nie jest whasnoscig 3SP w kategorii g-Ban, o tyle
dla takich przestrzeni jak £, (1 < p < 00) kazda suma skretna musi by¢ lokalnie wypukta.
Wynika to z faktu, ze przestrzenie te maja pewna silniejsza wtasno$¢ — sa mianowicie
B-wypukte. W konsekwencji np. kazda quasi-unormowana suma skretna przestrzeni ¢, i ¢,
(1 < p,q < 0co0) musi by¢ automatycznie reprezentantem jednego z elementéw Ext(€,, £,).

Definicja 4.13. Dla przestrzeni Banacha X okreslamy

n
Z €5
j=1

by =0,(X)= sup mi

n

Przestrzen X nazywamy B-wypuklq, jezeli b, < n dla choé¢ jednego n € N.°

Jest to jedna z mozliwych definicji. Okazuje sie, ze przestrzen X jest B-wypukta wtedy
i tylko wtedy, gdy przestrzen ¢; nie jest skoficzenie reprezentowalna w X (zob. [31, Ch. 13]).
Z kolei klasyczne twierdzenie Maureya-Pisiera [77] méwi, ze ten ostatni warunek jest réw-
nowazny temu, ze X ma nietrywialny typ.® W pracy [40] Giesy wykazal, ze B-wypuklos¢
jest wlasnoscia 3SP w kategorii Ban, a wynik ten rozszerzyt Kalton [53] pokazujac, ze
lokalna wypuktos¢ sumy skretnej przestrzeni Y i X jest konsekwencja lokalnej wypuktosci
i B-wypuktosci tych dwoch przestrzeni.

Twierdzenie 4.14 (Kalton, Giesy). Bycie przestrzeniq izomorficzng z B-wypuklq prze-
strzeniq Banacha jest wilasnoscig 3SP w kategorii q-Ban. Innymi stowy, jezeli X jest
przestrzeniq quasi-unormowang, ktora zawiera domknietq podprzestrzen Y o tej wlasno-
ci, ze zarowno Y jak 1 XY sq izomorficzne z B-wypuklq przestrzenig Banacha, to X
jest takze 1zomorficzna z B-wypuklg przestrzeniqg Banacha.

®Mozna pokazaé, ze ciag (b,)5C; jest podmultiplikatywny, tzn. by, < byby, dla m,n € N. Z zalozenia,
ze by, < n dla pewnego n > 2 (zauwazmy, ze by = 1 oraz b, < n dla n > 2) wynika wiec, ze ciag ten
zachowuje sie potegowo w tym sensie, ze istniejg takie state p > 1 oraz ¢ > 0, ze b, < en'/? dla kazdego
n € N. Uzywajac tego faktu, mozna pokazaé, ze B-wypukloéé jest réwnowazna warunkowi lim,, %" = 0.

SWiecej na temat typu, kotypu, a takze asymptotycznych wersji twierdzenia Maureya-Pisiera bedziemy
mowili w sekcji 4.c.8.
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W nastepnym podrozdziale oméwimy prace [Kocl3|, dla ktérej gtéwna inspiracja
byto twierdzenie Kaltona-Robertsa [58] o stabilnosci dla prawie addytywnych (rzeczy-
wistych) funkeji zbioru. Twierdzenie to jest $cisle zwiazane ze stabilno$cia odwzorowan
quasi-liniowych i pojeciem IC-przestrzeni, a doktadniej — pytaniem o to, czy do klasy tej
naleza przestrzenie ¢y i {o. Podsumujmy tu kilka najwazniejszych faktow dotyczacych
KC-przestrzeni:

« {1 nie jest K-przestrzenia (twierdzenie 4.3);

. dla 0 < p < oo przestrzenie ¢, oraz L,(0, 1) sa IC-przestrzeniami wtedy i tylko wtedy,
gdy p # 1 ([53, Thm. 4.9]);

. przestrzen (@2021671‘)2 nie jest KC-przestrzenia ([53]), a zatem nie kazda przestrzen
refleksywna jest IC-przestrzenia;

. kazda przestrzen B-wypukla (czyli majaca nietrywialny typ) jest KC-przestrzenia ([53,
Thm. 4.3])7;

. przestrzenie cq i ¢, sa K-przestrzeniami; ogélniej: kazdy iloraz .Z,.-przestrzeni jest
KC-przestrzenia ([58, Thm. 6.5]).

Najwazniejszym otwartym problemem w tym kontekscie pozostaje nastepujaca hipoteza.

Hipoteza (Kalton [54]). Przestrzen Banacha X jest K-przestrzenia wtedy i tylko wtedy,
gdy X* ma nietrywialny kotyp.

4.c.3. Wektorowe wersje twierdzenia Kaltona-Robertsa

Postawione przez Kaltona [53] pytanie o to, czy (4 jest K-przestrzenia, dosé¢ szybko
redukuje sie do problemu stabilnosci dla prawie addytywnych funkeji zbioru. Rzeczywi-
Scie, na mocy twierdzenia 4.5 nalezy wykazac, ze istnieje taka stala B < oo, ze dla kaz-
dego odwzorowania f € A({,R) istnieje odwzorowanie liniowe h: ¢,, — R spelniajace
|f(z) — h(z)| < BA(f)||z]|,, dla kazdego x € f. Jezeli wiec f jest jak wyzej, to okresla-
jac funkcje v na o-algebrze 2V wszystkich podzbioréw N wzorem v(A) = f(14), widzimy,
ze dla zbioréow roztacznych A i B mamy |[v(AU B) —v(A) —v(B)| < 2A(f). Gdyby v
lezata blisko addytywnej funkcji zbioru p: 2V — R, powiedzmy |v(A4) — u(A)] < 2KA(f)
(A C N) z pewna uniwersalng stalg K < oo, to okreslajac h: ¢, — R jako jedyne od-
wzorowanie liniowe spetiajace h(14) = u(A) (A C N), otrzymalibySmy odwzorowanie
quasi-liniowe g := f — h spemiajace |g(14)| < 2KA(f). Z tego warunku i quasi-liniowosci
mozna juz wyprowadzi¢ globalne oszacowanie typu |g(z)| < K'||z| (z € ¢x) z odpo-
wiednig stata K’ (zob. [58, Prop. 6.2]). Podobnej redukeji mozna tez dokonaé dla dowolnej
Zro-przestrzeni®, w szczegodlnosei dla przestrzeni g (zob. [58, Thm. 6.3]).

"Bezposredni dowéd tego faktu dla przestrzeni superrefleksywnych podat Cabello Sdnchez [13].

8 Przypomnijmy, ze przestrzen Banacha X nazywamy .%,.-przestrzenia, jezeli istnieje taka stata ¢ > 1,
ze kazda skonczenie wymiarowa podprzestrzen przestrzeni X zawiera sie w innej skoficzenie wymiarowej
podprzestrzeni F' C X spelniajacej dgm(F, {2) < ¢, gdzie m = dim F', a dgm oznacza odleglos¢ Banacha-
Mazura zdefiniowang dla przestrzeni X ~ Y wzorem

dem(X,Y) = inf{|T| - |TY|: T jest izomorfizmem X — Y}.
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Twierdzenie 4.15 (Kalton, Roberts). Istnieje uniwersalna stata K < 45 o nastepujgcej
wlasnosci: jezeli F jest ciatem zbioréw®, a funkcja v: F — R spetnia warunek

W(AUB) —v(A)—v(B)|<1 dlaAABeF, ANB =2,
to istnieje taka addytywna funkcja zbioru p: F — R, ze |v(A) — u(A)| < K dla A € F.
W pracy [Kocl3| wprowadzamy nastepujace definicje:

Definicja 4.16. Mo6wimy, ze przestrzenn Banacha X ma wlasnosé¢ SVM (ang. stability
of vector measures), jezeli istnieje taka stata v(X) < oo (zalezna tylko od X), ze dla
dowolnego ciata zbioréw F oraz kazdej funkcji v: F — X spelniajacej

lv(AUB) —v(A) —v(B)|<1 dlaA,Be F,ANB=9g (4.3)
istnieje miara wektorowa!® p: F — X speliajaca

lv(A) — p(A)|| <v(X) dlaAeF.

Definicja 4.17. Niech s bedzie liczbg kardynalng. Moéowimy, ze przestrzen Banacha X
ma wlasnosé k-SVM, jezeli istnicje taka stala v(k, X) < oo (zalezna tylko od k i X),
ze dla dowolnego ciata zbioréw F mocy mniejszej od k oraz kazdej funkcji v: F — X
spetniajacej (4.3) istnieje miara wektorowa p: F — X spelniajaca

|v(A) — u(A)|| < v(k,X) dla AeF.

Jezeli X jest przestrzenia Banacha bez wtasnosci SVM, to jej SVM-charakter defi-
niujemy jako najmniejsza liczbe kardynalng s, dla ktérej X nie ma wtasnosci xk-SVM,
i oznaczamy go symbolem 7(X).

Latwo pokazujemy indukcyjnie, ze kazda przestrzen Banacha X ma wtasnos¢ n-SVM
dla kazdego n € N, mamy wiec 7(X) > w. Réwnosé¢ 7(X) = w oznaczataby doktad-
nie tyle, ze sup, v(n, X) = oo. Jak zobaczymy ponizej, nawet jesli stale stabilnosciowe
(v(n, X)), odpowiadajace ciatom skonczonym sa wspoélnie ograniczone, stabilno$é¢ nie
musi automatycznie przenosi¢ si¢ na ciala przeliczalne — innymi stowy, przestrzen X nie
musi mie¢ wlanosci w;-SVM. Mozliwe jest zatem, ze 7(X) = wy. Jak tez w dalszym ciagu
wyjasnimy, kazda liczba kardynalna bedaca podwdjnym nastepnikiem regularnej liczby
kardynalnej'! jest SVM-charakterem pewnej przestrzeni Banacha. Odnotujmy najpierw
fakt, ktory mozna pokazaé metodami bezposrednimi.

Stwierdzenie 4.18 ([Kocl3, Proposition 2.1]). Dla dowolnego niepustego zbioru I' oraz
zwartej przestrzent metrycznej 2 mamy:

(i) 7(co(T)) > wy
(i) 7(C(Q)) > w.

9Przez cialo rozumiemy niepusta rodzine podzbioréw pewnego zbioru zamknieta na branie dopelnienia
i skoficzonych sum mnogosciowych.

0Przez miare wektorowg rozumiemy skonczenie addytywna funkcje zbioru o wartoéciach w przestrzeni
Banacha.

HTiczbe kardynalng x nazywamy regularng, jezeli jest réwna swojej kofinalnoéci: x = cf (k).
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Przeniesienie stabilnosci wynikajacej z wtasnosci w-SVM na dowolne ciata zbioréw jest
rzeczg dos¢é prosta w przypadku, gdy dana przestrzen Banacha jest komplementarna
w swoim bidualu. Méwiac doktadniej, jezeli X jest A-komplementarna w swoim bidu-
alu'? oraz ma wtasno$¢ w-SVM, to ma wlasnosé SVM, przy czym v(X) < Av(w, X) (zob.
[Kocl3, Prop. 2.2]). Poniewaz jednak ani ¢o(I") dla zbioru nieskonczonego I', ani C(f2)
dla nieskonczonej zwartej przestrzeni metrycznej nie jest komplementarna w swoim bi-
dualu (a zatem w zadnej dualnej przestrzeni Banacha), nie mamy do dyspozycji zadnej
*-stabej topologii pozwalajacej uzy¢ standardowych argumentow opartych na zwartosci.
Wyznaczenie wartosci 7(co(I")) oraz 7(C(€2)) wymaga delikatniejszych metod. Odnotujmy
w tym miejscu, ze uzywajac technik lokalizacyjnych mozna wyprowadzié silniejsza wersje
stwierdzenia 4.18: dla kazdej £ -przestrzeni X mamy 7(X) > w ([Kocl3, Corollary 2.6]).

Naszkicowana na poczatku metoda sprowadzenia problemu stabilnosci dla odwzoro-
wan quasi-liniowych do analogicznego problemu dla prawie addytywnych funkcji zbioru,
w ujeciu wektorowym, prowadzi do kilku warunkéw koniecznych na wtasnosci SVM oraz

k-SVM.

Twierdzenie 4.19 ([Kocl3, Theorems 4.1 1 4.2]). Niech X bedzie przestrzenig Banacha,
a I' liczbg kardynalng. Wowczas:

(i) Jezeli X jest komplementarna w X** oraz ma wilasnosé w-SVM, to para (Y, X) roz-
szezepia sie dla kazdej Lo -przestrzeni Y .

(ii) Jezeli X ma wlasnosé (25)*-SVM, to para ({+ (1), X) rozszczepia sig.
(iii) Jezeli X ma wlasnosé T'H-SVM, to para (co(I"), X) rozszczepia sie.

Wymienione warunki konieczne, w polgczeniu ze znanymi faktami na temat funktora
Ext, pozwalaja od razu stwierdzi¢, ze wiele klasycznych przestrzeni Banacha ma wtasnosé
SVM jedynie w najstabszej mozliwej formie, tj. ich SVM-charakter wynosi w. Wazng role
odgrywa tu nastepujace twierdzenie pochodzace z [8].

Twierdzenie 4.20 (Avilés, Cabello Séanchez, Castillo, Gonzélez & Moreno). Niech X i
Y bedq przestrzeniami Banacha, przy czym X jest osrodkowa. Zatozimy, ze X ma ogra-

niczong wlasnosé aproksymacyi lub'Y ma jednostajng wiasno$é aproksymacyi. Wowczas
Ext(X,Y) = 0 implikuje, ze Ext(Y™*, X*) = 0. W szczegdlnosci,

Ext(X™, 01) #0 implikuje Ext(co, X) # 0. (4.4)

Jak pokazali Cabello Sanchez i Castillo [17, Ex. 4.3], mamy Ext(co, (1) # 0, a wiec twier-
dzenie 4.19 implikuje, ze 7(¢1) < w;. W tej samej pracy (zob. [17, Ex. 4.1]) pokazano, ze
Ext(¢y, ¢1) # 0, a poniewaz dla kazdego 1 < p < oo przestrzen ¢, zawiera {£5}>°; jedno-
stajnie komplementarnie, wynika stad, ze Ext(¢,, ¢1) # 0. Na mocy twierdzenia 4.20 mamy
wiec Ext(co, £,) # 0, a z twierdzenia 4.19 wnosimy, ze 7(¢,) < w;y for 1 < p < co. Prosty
argument zwartosciowy (zob. [Kocl13, Proposition 2.2]) pokazuje, ze jezeli X jest komple-
mentarna w X** i spelia 7(X) > w, to X ma wtasno$¢ SVM. Mamy wiec 7(¢,) = w dla
kazdego 1 < p < oo. Proste argumenty lokalizacyjne oraz znany fakt, ze kazda nieskoncze-
nie wymiarowa .Z,-przestrzen zawiera komplementarng kopie £, pozwalaja wyprowadzi¢
stad nastepujacy wniosek.

120znacza to, ze istnieje rzut z X** na X o normie niewickszej od \.
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Whniosek 4.21 ([Kocl3, Corollary 4.4]). Jezeli X jest przestrzeniq Banacha zawierajgcg
{6302, jednostajnie komplementarnie® dla pewnego 1 < p < oo, to 7(X) = w. W konse-
kwencji, dla kazdej nieskoriczenie wymiarowej £,-przestrzeni X, gdzie 1 < p < 0o, mamy
7(X) =w.

Podane warunki konieczne pozwalaja tez rozstrzygnac, jak doktadnie wyglada sytu-
acja w tezie (ii) stwierdzenia 4.18. Przypomnijmy, ze zgodnie z klasycznymi twierdzeniami
Miljutina oraz Bessagi-Petczynskiego (zob. np. [1, §4.4 i 4.5] oraz [90]), wszystkie izomor-
ficzne klasy przestrzeni Banacha C(€2), dla przestrzeni zwartych metrycznych 2, to te
dane przez przestrzenie skoniczenie wymiarowe, a takze: ¢y — gdy €2 jest przeliczalna i ma
skoficzony indeks Cantora-Bendixsona, C[0,w*"] dla przeliczalnych liczb porzadkowych
a > 1 — gdy Q jest przeliczalna i ma nieskonczony indeks Cantora-Bendixsona, oraz
C10,1] — gdy Q jest nieprzeliczalna.

Whniosek 4.22 ([Kocl3, Corollary 4.6]). Dla kazdej zwartej przestrzeni metrycznej €2,
z wyjgtkiem przypadku, gdy C(2) ~ ¢y lub gdy C(Q) jest skonczenie wymiarowa, mamy
7(C(Q)) = wy.

W $wietle stwierdzenia 4.18, nalezy tu dowiesé, ze przestrzen C(f2) spelniajaca powyz-
sze warunki nie ma wtasnosci wi-SVM. Kluczowe tutaj sg nastepujace fakty, pierwszy
wykazany przez Cabello Sancheza, Castillo, Kaltona i Yosta, drugi to twierdzenie Foiaga-
Singera:

« Ext(co, C[0,w*]) # 0 ([18, Theorems 4.1 & 3.5));
. Ext(co, C10,1]) # 0 ([39]).

Z pierwszego wynika poprzez twierdzenie 4.19, ze C[0, w*] nie ma wlasnosci w;-SVM, a za-
tem nie ma jej tez zadna z przestrzeni C[0,w*"] (dla przeliczalnej a > 1), jako ze kazda
taka przestrzen zawiera C0,w*] jako komplementarna podprzestrzen (przedzial porzad-
kowy [0,w*] jest domknieto-otwartym podzbiorem [0,w*"] dla o > 1). Drugi z wymie-
nionych faktéw, w potaczeniu z twierdzeniem 4.19, implikuje, ze C[0, 1] nie ma wlasnosci
wl—SVM.

Satysfakcjonujace warunki wystarczajace otrzymujemy dla przestrzeni komplementar-
nych w swoim bidualu. W tym przypadku wtasnosé SVM jest catkowicie scharakteryzo-
wana przez odpowiednie wlasnodci funktora rozszerzen.

Twierdzenie 4.23 ([Kocl3, Theorem 8.2]). Niech X bedzie przestrzenig Banacha kom-
plementarng w swoim bidualu. Wowczas nastepujace warunki sg parami rownowazne:

(i) X ma wlasno$é SVM;
(i) Ext(X* ¢;) =0;
(iii) Ext(loo, X**) = 0;
(iv) Ext(cy, X) = 0.

3Niech £ bedzie pewna rodzing przestrzeni Banacha. Méwimy, ze przestrzen Banacha X zawiera £
(¢, d)-jednostajnie komplementarnie (dla pewnych ¢ > 1, d > 1), jezeli dla kazdego E € & istnieje c-
komplementarna podprzestrzen F' C X spelniajaca dim E = dim F oraz dgm(E, F) < d. Méwimy, ze
X zawiera € jednostajnie komplementarnie, jezeli powyzszy warunek zachodzi z pewnymi statymi ¢ > 1
id>1.
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Korzystajac z twierdzenia Jebreena, Jamjooma i Yosta [50] méwiacego, ze dla dowolnych
przestrzeni Banacha Y i Z mamy Ext(Z,Y*) ~ Ext(Y, Z*) (jako przestrzenie liniowe),
mozemy twierdzenie 4.23 wystowi¢ w nastepujacy sposob: X** ma wtasnosé SVM wtedy
i tylko wtedy, gdy Ext(X*, ¢;) = 0 ([Kocl3, Corollary 8.3]). Istotnie, zacytowane twier-
dzenie gwarantuje, ze warunek Ext(X™, ¢1) = 0 jest rownowazny z Ext(co, X**) = 0, a ten
z kolei — wobec twierdzenia 4.23 — jest rownowazny temu, ze X** ma wtasnos¢ SVM.

W tym kontekscie naturalnym pytaniem jest, jakie przestrzenie Banacha Y spekniaja
warunek

Ext(Y, () = 0. (4.5)

Na mocy twierdzenia Lindenstraussa o podniesieniu (zob. [57, Prop. 2.1]), warunek ten
jest spetiony przez kazda Z)-przestrzen Y. Zgodnie z wiedzg autora, nie jest jednak
znany przyktad przestrzeni Y niebedacej -Z)-przestrzenia i spetiajacej (4.5). Mozemy
natomiast stwierdzi¢, ze jezeli taki przyktad nie istnieje, to:

. kazda przestrzen Banacha X z wlasnoscig w;-SVM bytaby £, -przestrzenig, co jest
rownowazne temu, ze X* jest £ -przestrzenia, a takze temu, ze X** jest przestrzenia
injektywna (zob. [74, Chapter 5]);

. kazda przestrzen bidualna X** z wlasnoscia SVM bylaby przestrzenia injektywna.

W pracy [Kocl3] dowodzimy twierdzenia, ktére daje czeSciowo pozytywne rozstrzygniecie
hipotezy o tym, ze tylko .Z;-przestrzenie moga spetniaé (4.5).

Definicja 4.24. Niech Y bedzie przestrzenig Banacha. Kazdy cigg doktadny postaci
0 — ker(q) > P -5y — 0, (4.6)

gdzie P jest projektywng przestrzenia Banacha (czyli P ~ (1(I') dla pewnego zbioru
indeksow I'), nazywamy projektywng reprezentacjg przestrzeni Y.

We wspomnianym twierdzeniu zaktadamy, ze jadro projektywnej reprezentacji jest
2 -przestrzenia. Jest to zalozenie naturalne w swietle faktu, ze jadro kazdej projektywnej
reprezentacji dowolnej Z)-przestrzeni musi by¢ tez Z)-przestrzenia (zob. [74, Proposi-
tion 11.5.13]).

Twierdzenie 4.25 ([Kocl3, Theorem 8.5]). Niech Y bedzie przestrzeniq Banacha spel-
niajgcg warunek (4.5) i zaldzmy, Ze istnieje projektywna reprezentacja (4.6), przy czym
ker(q) jest £ -przestrzeniq. Wowczas Y jest réwniez £, -przestrzeniq.

Jak wspomnieliSmy wczesniej, ,sporo” liczb kardynalnych jest SVM-charakterami pew-
nych przestrzeni Banacha. Uzasadnienie tego faktu wymaga twierdzenia taczacego wia-
snos¢ k-SVM z k-injektywnoscia, a takze konstrukeji specjalnego ciagu doktadnego zwiaza-
nego z uogolniona przestrzenia Johnsona-Lindenstraussa. Pojecie k-injektywnosci w formie
podanej ponizej zostato wprowadzone i doglebnie zbadane w pracy [8].

Definicja 4.26. Niech x bedzie liczba kardynalna. Przestrzen Banacha X nazywamy k-
mjektywng, jezeli dla kazdej przestrzeni Banacha E o gestosci mniejszej niz k, i dowolnej
podprzestrzeni F' C E, kazdy operator t: F' — X przedtuza sie do operatora T: F — X.
Jezeli dla pewnego A > 1 mozemy zawsze znalezé przediuzenie spetniajace ||| < Al|t]],
to przestrzen X nazywamy (A, k)-injektywng.

W przypadku k = w;y przestrzen X nazywamy osrodkowo injektywng.
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Prosty argument oparty na rozwazeniu ¢;-sumy pokazuje, ze jezeli cf(k) jest nieprzeli-
czalna, to kazda k-injektywna przestrzen Banacha jest (A, k)-injektywna z pewnym para-
metrem A > 1. Nastepujace twierdzenie podsumowuje najwazniejsze wtasnosci przestrzeni
k-injektywnych.

Twierdzenie 4.27 (Avilés, Cabello Sanchez, Castillo, Gonzalez, Moreno). Niech k bedzie
liczbg kardynalng, a X przestrzeniqg Banacha. Nastepujgce warunki sq parami rownowazne:

(a) X jest k-injektywna,

(b) dla kazdego zbioru T spetniajgcego |T'| < K, kazdy operator okreslony na dowolnej
podprzestrzeni £1(I') o wartosciach w X ma przediuienie do operatora okreslonego
na ¢1(T);

(c) dla kazdej przestrzeni Banach E i dowolnej takiej jej podprzestrzeni F, Ze gesto$é
E/F jest mniejsza od k, kazdy operator t: F' — X ma przedluzenie do operatora
T:FE— X;

(d) jezeli Z jest przestrzeniq Banacha zawierajgcg X, a gestosé Z /X jest mniejsza od k,
to X jest komplementarna w Z;

(e) Ext(Z,X) =0 dla kazdej przestrzeni Banacha Z o gestoSci mniejszej od k.

Co wiecej, jezeli X jest (A, k)-injektywna dla pewnego \ > 1, to teza (c) zachodzi z dodat-
kowym warunkiem ||T|| < 3A|[t||, podczas gdy teza (d) zachodzi z dodatkowym warunkiem,
ze X jest 3\-komplementarna.

Glowng trudnoscia w dowodzie zapowiedzianego twierdzenia, taczacego k-injektywnosé
z wlasnodcig k-SVM, jest wygenerowanie odpowiedniego odwzorowania quasi-liniowego
z danej prawie addytywnej funkcji zbioru, tj. funkeji v: F — X spelniajacej (4.3). Pro-
ces odwrotny jest oczywisty i opisywaliSmy go na poczatku tej sekcji. W naszej sytuacji
kluczowa role odgrywa pewna specjalna przestrzen Banacha Xz powigzana z danym nie-
skoficzonym ciatem zbioréw F C 2% mocy mniejszej od k. Definiujemy ja nastepujaco:
niech X bedzie liniowa podprzestrzenig przestrzeni funkcji rzeczywistych na €2, genero-
wang przez zbior {14 : A € F}. Okreslamy norme na Xz wzorem

k k
H:cH]_.:inf{Z|ai|: k>0,0, € R, A; € F oraz ZC:ZOéﬂlAi}-
i=1

i=1

(Latwo sprawdzamy, ze |||z jest faktycznie norma na Xz.) Definiujemy Xz jako uzu-
pelnienie przestrzeni (Xz, ||-|| 7). Gestosé otrzymanej przestrzeni wynosi oczywiscie |F|,
wystarczy bowiem rozwazy¢ skonczone kombinacje liniowe funkcji 14, dla A € F, o wy-
miernych wspotezynnikach.

Strategia dowodu opiera si¢ na konstrukcji odwzorowania fy € =Z(Xx, X) spetniajacego
warunki fo(14) = v(A) dla kazdego A € F oraz Z(fy) < 2(1+¢) K, gdzie € > 0 jest dowol-
nie ustalone, a K oznacza stalg Kaltona-Robertsa, tj. najmniejsza stalta, z jaka zachodzi
twierdzenie 4.15.14 Sprawdzajac zero-liniowo$¢ odpowiednio okreslonego odwzorowania
fo: X7 — X w dos¢ niespodziewany sposob korzystamy z twierdzenia 4.15 o stabilnosci
w przypadku skalarnym, stad stata K w powyzszej nieréwnosci.

4Wiadomo, ze % <K< 82—9. Pierwsza nier6wnosé wynika z przyktadu Pawlika [83]; druga z oszacowan

w dowodzie twierdzenia 4.15. Zadne dokladniejsze oszacowania na K nie sa dotad znane.
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Nastepnie, kierujac sie ideg zawartg w twierdzeniach 4.7 i 4.8, rozwazamy sume skretng
Zy = X @y, Xr oraz jej uzupelnienie (Z,||-||z), ktére okazuje si¢ by¢ suma skretna
przestrzeni X i Xzr. Wezmy liczbe A > 1, dla ktérej X jest (A, k)-injektywna. Poniewaz
gestos$é przestrzeni Xz wynosi |F| < k, mozemy uzy¢ tezy (d) twierdzenia 4.27, ktéra
daje nam rzut (Z, ||-||’;) na kopie przestrzeni X. To pozwala, dla dowolnie matego § > 0,
okresli¢ odwzorowanie liniowe g: Xz — X spekliajace

dist(fo —g) < (12X +0)Z(fo) < 2(12XA 4+ 6)(1 + ¢) K.

Definiujac p: F — X wzorem p(A) = g(14), otrzymujemy zadana miare wektorowa
przyblizajaca funkcje v. NaszkicowaliSmy tutaj gtowne kroki w dowodzie nastepujacego
twierdzenia.

Twierdzenie 4.28 ([Kocl3, Theorem 5.3]). Niech r bedzie liczbg kardynalng o nieprze-
liczalnej kofinalnosci. Wowczas kazda k-injektywna przestrzenn Banacha X ma wiasnosé
k-SVM, czyli 7(X) > k. Ponadto, jezeli X jest (A, k)-injektywna (wtedy kofinalnosé k
moze by¢ dowolna), to

v(k, X) < 24)\K. (4.7)

Podamy teraz definicje rodziny przestrzeni Banacha, ktora realizuje dowolnie duze
liczby kardynalne jako SVM-charaktery. Istotng role odgrywa tu klasyczne twierdzenie
Sobczyka [94] (zob. tez [1, §2.5]), ktére mowi, ze ¢y jest 2-komplementarna w kazdej
osrodkowej nadprzestrzeni Banacha. Hasanov [48] uogélnit ten wynik w nastepujacy spo-
sob.

Dla danej liczby kardynalnej I" oraz filtru ¢ podzioréw zbioru I' definiujemy podprze-
strzen ¢o(I',¥) przestrzeni (o (I") jako

co(I',9) = {x € lo(I): liénx = 0}.

Filtr & nazwiemy k-filtrem, jezeli dla dowolnej rodziny {A; : ¢ € I} C 4 mocy |I| < k
zachodzi N;e; A € 9.

Twierdzenie 4.29 (Sobczyk, Hasanov). Niech ' i k bedg liczbami kardynalnymi i niech ¢
bedzie k-filtrem podzbiorow zbioru I'. Wowczas przestrzen co(I',9) jest 2-komplementarna
w kazdej przestrzeni Banacha Z, ktora jq izometrycznie zawiera i dla ktorej gestosé prze-
strzeni ilorazowej Z/cy(I',9) jest niewigksza od k.

Definiujemy mg(I') jako przestrzen co(I',%r), gdzie % = {A C I': '\ 4] < T'}
(w szczegdlnosci, mo(w) = ¢p). Nastepujacy wynik otrzymuje sie jako wniosek z twier-
dzen 4.28 i 4.29.

Whiosek 4.30 ([Kocl3, Corollary 5.8]). Niech I' bedzie nieskoniczong liczbg kardynalng.
Wowczas przestrzen mo(T) ma wlasno$é cf (T')T-SVM. Innymi stowy, 7(mo(T)) > cf(T')",
a ponadto zachodzi nieréwno$é

v(cf(T)", mo(T)) < 16K.

Aby otrzymaé gorne oszacowanie na 7(mg(I')), rozwazamy uogdlnienie przestrzeni
Johnsona-Lindenstraussa zdefiniowanej w [52]'®. Zamiast standardowej nieprzeliczalne;

15 Jest to fundamentalna praca w teorii przestrzeni WCG zawierajaca pierwszy przyklad na to, ze slaba
zwarta generowalnosé nie jest wlasnoscig 3SP, jak i na to, ze X* moze byé przestrzenig WCG, podczas
gdy sama X taka przestrzenig nie jest.
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rodziny prawie roztacznej, jak w oryginalnej definicji Johnsona i Lindenstraussa, uzy-
wamy ogoélniejszej konstrukeji pochodzacej od Rosenthala [89].

Twierdzenie 4.31 (Rosenthal). Niech I' bedzie nieskoriczong liczbg kardynalng. Istnieje
rodzina R podzbiorow zbioru I spetniajgca nastepujgce warunki:

(i) IR| >T;
(i) |A| =T dla kaidego A € R;
(iii) dla wszelkich A, B € R, A # B, istnieje taka liczba porzqdkowa v < T, Ze dla kazdego
a€ ANB mamy a < 7.

Zmniejszajac ewentualnie rodzing R, mozemy zatozyé, ze |R| = I'". Niech (Ay)aer+ be-
dzie pozaskonczonym, réoznowartosciowym ciggiem wszystkich elementéw R. Definiujemy
uogdlniong przestrzen, Johhnsona-Lindenstraussa, oznaczang symbolem JL. ('), jako uzu-
pehienie (wedtug normy w ¢, (I")) podprzestrzeni

span(mo(F) U {]lAa: a € F+}>.

Najistotniejszg wlasnoscia tej przestrzeni jest istnienie nierozszczepiajacego sie ciggu do-
ktadnego postaci
0 — mo(T) — JLoo(T) — co(T) — 0.

Mamy wiec Ext(co(T'"), mo(T")) # 0, a zatem twierdzenie 4.19 implikuje, ze mo(I") nie ma
wlasnosci I'"T-SVM, co w polaczeniu z wnioskiem 4.30 daje nastepujacy rezultat.

Twierdzenie 4.32 ([Kocl3, Theorem 6.2]). Dla kaZdej nieskonczonej liczby kardynalnej
I' mamy
cf(T)TF < 7(mo(T)) < T

Otrzymujemy stad, ze dla regularnej I' mamy 7(mo(I')) < T, np. 7(co) = wo.

Wspomnijmy o jeszcze jednym wyniku z pracy [Kocl3], ktérego dowdd oparty jest
na pewnej homologicznej wtasnosci, mianowicie — na istnieniu dtugiego ciggu doktadnego
w kategorii przestrzeni liniowych:

0— BXY) 2 B(%,2) 2> B(%,X) -5
2 Ext(X,Y) -5 Ext(X, Z) -5 Ext(X,X) — 0
indukowanego przez dowolny krotki ciag doktadny przestrzeni Banacha X, Y, Z
0—Y - 75X —0 (4.8)

Symbol j, oznacza operator skladania z lewej z j, ¢. to skladanie z lewej z ¢, 0(T)
jest dolnym rzedem operacji pull-back zastosowanej do (4.8) i dowolnego operatora T' €
A(X,X), natomiast « to push-out danego elementu Ext(X,Y’) i operatora j, a [ to
push-out danego elementu Ext(X, Z) i operatora ¢ (zob. [16]). Z istnienia takiego ciagu
wynika, ze przy dowolnie ustalonej przestrzeni Banacha X wlasno$¢ ‘Ext(X,-) = 0 jest
wilasnosciag 3SP. Dowodzimy pewnej iloSciowej wersji twierdzen 4.19(ii) oraz (iii), gdzie
w roli (I") 1 ¢o(I") wystepuje wprowadzona wczesniej przestrzen Xrz. Pelni ona role
przestrzeni ,testowej” X, do ktorej stosujemy zacytowany wynik na temat wtasnosci 3SP.
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Twierdzenie 4.33 ([Kocl3, Theorem 7.1]). Jezeli k jest liczbg kardynalng o nieprzeli-
czalnej kofinalnosci, to wltasnosé k-SVM jest wlasnoscig 3SP. W konsekwencyi, wlasnosé
SVM jest wtasnoscig 3SP.

4.c.4. Metody pozaskonczone a idealy w algebrach operatorow

Jak wiadomo, zbiér Z(X) wszystkich operatoréw!® z przestrzeni Banacha X w siebie
ma naturalng strukture algebry Banacha. Waznym zagadnieniem jest badanie domknie-
tych, dwustronnych (a takze jednostronnych) idealéw tej algebry, w szczegdlnosci — ba-
danie struktury kraty, ktéra one tworza. Symbolami 2 (X), #(X), 2 (X) oraz ./ (X)
oznaczamy nastepujace idealy algebry Z(X): ideal operatorow zwartych, stabo zwartych,
operatoréw o osrodkowym obrazie oraz operatoréw Scisle singularnych (tzn. niedziataja-
cych jak izomorfizm na zadnej nieskonczenie wymiarowej podprzestrzeni X ). Pod pojeciem
ideal bedziemy rozumieli ideal domkniety i dwustronny w algebrze A(X).

Calkowita charakteryzacja kraty idealéw w Z(X) jest problemem trudnym i dale-
kim od pelnego rozwigzania poza jedynie kilkoma przypadkami, do ktérych zaliczamy
nastepujace wyniki:

« K (l) jest jedynym wilasciwym ideatem Z(f3) (Calkin [19]);

« A (X) jest jedynym wlasciwym ideatem Z(X) dla X =/, (1 <p < o0) lub X = ¢

(Gohberg, Markus i Feldman [43]);

. dla dowolnej przestrzeni Hilberta H o gestosci x krata ideatow Z(H) jest zbiorem
liniowo uporzadkowanym

{0} CH(H) C AN (H)C - C A (H) C A~ (H) = B(H),

gdzie #*(H) jest ideatem operatoréw A-zwartych, tj. tych, dla ktérych obraz kuli
jednostkowej, przy dowolnym & > 0, zawiera e-sie¢ mocy mniejszej niz A (Gramsch
[45] 1 Luft [76]);

. podobnie, dla przestrzeni X = (,(I') (1 < p < o0) lub X = ¢y(I'), gdzie I' jest
dowolnym zbiorem nieskonczonym, krata ideatéw Z(X) jest zbiorem liniowo upo-
rzadkowanym

(0} ¢ H(X) ¢ A™M(X) G- ¢ AT(X) ¢ AT (X) = B(X)

(Daws [29]);
. dla X = (@Oo Eg‘) istnieja doktadnie dwa wlasciwe idealty #(X) i mamy
co

n=1

{0} & H(X) & %o (X) & B(X),

gdzie ¥,.,(X) to normowe domkniecie zbioru idealéw faktoryzujacych sie przez prze-
strzen ¢y (Laustsen, Loy i Read [70]);

. dla X = (@;’;163)@1 istnieja doktadnie dwa wtasciwe ideaty #(X) i mamy

{0} € 2(X) €%, (X) & B(X)

(Laustsen, Schlumprecht i Zsak [72]);

16Przypominamy, ze przez operator rozumiemy operator liniowy i ograniczony.
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. dla przestrzeni C(K), gdzie K jest przestrzenia Mrowki skonstruowana przez Kosz-
midera [62] (przy zalozeniu Hipotezy Continuum), istnieja doktadnie dwa wlasciwe
idealty #(C(K)) i mamy

{0} ¢ H(C(K)) & Z(C(K)) =%, (C(K)) = #¢4(C(K)) & B(C(K)),

=

gdzie #6949 (C(K)) to ideat operatoréw stabo zwarcie generowalnych (zdefiniowany
ponizej) — jest to wynik ze wspdlnej pracy z Kania ([KK14, Theorem 5.5]), otrzymany
niezaleznie, lecz nieopublikowany, przez Brookera.

Struktura kraty idealéw w ZB(X) jest takze znana w niektérych przypadkach, gdy X
jest przestrzenia o malej (czy tez bardzo malej) liczbie operatoréw!”. Przede wszystkim
dla przestrzeni Argyrosa-Haydona Xay skonstruowanej w [7], dla ktérej kazdy operator
T € B(Xan) jest postaci T = N + K, gdzie I jest operatorem identycznosciowym,
a K € Z (Xan). Poza jednak takimi ,egzotycznymi” i niezwykle skomplikowanymi kon-
strukcjami, powyzsza lista wyczerpuje wszystkie przestrzenie Banacha, dla ktorych krata
ideatow algebry operatoréw jest catkowicie opisana. Tym niemniej, sam problem istnienia i
charakteryzacji ideatéw maksymalnych w (X ) jest interesujacy. Wiadomo np. ze algebra
B, ;) dlal < p,q < oo, p#q, zawiera doktadnie dwa wtasciwe ideaty maksymalne
— operatorow faktoryzujacych sie przez £, oraz tych faktoryzujacych si¢ przez ¢,. Okazuje
si¢ rowniez, ze krata ideatéw nie tworzy zbioru liniowo uporzadkowanego (zob. [91] i [92]).
W przypadku przestrzeni X = (@p2, (7)., wiadomo, ze A(X) zawiera dokladnie jeden
ideal maksymalny ([71]).

Gléwna inspiracja dla pracy [KK14] byty wyniki Loya-Willisa [75] o ideatach algebry
operatoréw na przestrzeni Jamesa J (zob. [1, §3.4]), wzmocnione pézniej przez Laustsena
[69] i sformutowane dla J, przy dowolnym 1 < p < co. Przypomnijmy, ze dla dowolnego
ciagu (z,)%2, liczb zespolonych okreslamy jego p-te wahanie wzorem

n—l 1/p
Izl 7, :sup{( > |z, —ka+1|p) n22, 1<k <k <...< kn}
m=1

Definiujemy p-tq przestrzen Jamesa J, nad ciatem K € {R, C} jako
Ty = {x = (z,)22, € KN: [z]| ;, < oo oraz lim z, = O};
wowezas (Jp, ||| 7 ) jest przestrzenia Banacha.

Twierdzenie 4.34 (Loy, Willis, Laustsen). Dla dowolnego 1 < p < oo mamy
H(Tp) = L (Tp) © 90, (Tp) W (Ty).

Ponadto ideat operatorow stabo zwartych W (J,) jest jedynym wlasciwym ideatem maksy-
malnym w B(Jp).

17Stynna przestrzen Gowersa-Maureya Xgu skonstruowana w [44] byla pierwszym przykladem prze-
strzeni dziedzicznie nierozkladalnej (w skrécie HI, ang. hereditarily indecomposable), tj. takiej, ktéra nie
zawiera zadnej podprzestrzeni dajacej sie rozlozy¢ na sume prosta dwoch nieskonczenie wymiarowych
przestrzeni. Gowers i Maurey wykazali, ze jezeli X jest zespolona przestrzenia HI, to kazdy operator
T € #(X) jest postaci Al + S, gdzie I oznacza operator identycznosciowy, A € C oraz S € ¥(X).
Moéwimy, ze przestrzenie te maja malo operatoréw. Struktura kraty idealéw w Z(Xgm) nie jest jednak
znana — jak wykazali Androulakis i Schlumprecht, istniejg operatory Scisle singularne na Xgm, ktére nie sa
zwarte. Mamy wiec sytuacje nastepujaca: {0} C # (Xem) S ... € 7 (Xem) € #(Xem). Efekt podobnej
natury byl po raz pierwszy uzyskany przez Shelaha i Stepransa [93], ktérzy skonstruowali taka przestrzen
X o gestosci wy, ze kazdy operator T' € Z(X) ma posta¢ T = A + U dla pewnego U € Z'(X).
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Naszym celem bylto uzyskanie podobnego rezultatu dla tzw. diugiej przestrzeni Ja-
mesa J,(wy) zdefiniowanej przez Edgara [35], ktéra stanowi kontrprzyktad do kilku inte-
resujacych pytan nieoSrodkowej teorii przestrzeni Banacha. Przyktadowo, [, jest druga
przestrzenia sprzezona z wlasnoscia Radona-Nikodyma, ale nie jest przestrzenia WCG.

Definicja 4.35. Dla 1 < p < oo i dowolnej funkeji z: [0,w;) — K niech
n 1/p
zl,0 = sup{ (Z |z (cyj) — x(aj_1)|p> neENoraz0<ap<a; <...<a,< 77}.
j=1

Dtugq przestrzen Jamesa jp(o) (w1) definiujemy jako
jp(o)(wl) = {x: [0,w1) — K|z jest ciagta, 2(0) = 0 oraz ||z[|,, < oo}.
Definiujemy takze
Folen) = {w: 10.0) = K| Jim #(a) = 0 oraz [l < oo}

oraz N
Tp(w1) = {x € Jp(w1): x jest ciagta}.

Definicja przestrzeni jp(o) (w1) to oryginalna definicja Edgara. Pozostate dwie modyfikacje
sg nieco wygodniejsze dla naszych potrzeb. Okazuje sie jednak, ze wszystkie trzy wpro-
wadzone wyzej przestrzenie sg parami izomorficzne i mozemy je rozwazaé z réwnowazna
norma

n

Il 5, = 277 sup{ (1) ~ x(a0) + 3 fafey) — a(as)) m e

j=1
orazO<a0<a1<...<an<w1},

ktéra jest bardziej naturalna niz ||-||,, w tym sensie, ze [leq; =1 dla kazdego o < wy,
gdzie €a — ]l{a}.

W przypadku dtugiej przestrzeni Jamesa jedynym witasciwym ideatem maksymalnym
okazuje si¢ ideal operatoréw o obrazie lezacym w pewnej WCG podprzestrzeni swojej
przeciwdziedziny. W [KK14] wprowadzamy wiec nastepujaca definicje.

Definicja 4.36. Niech X i Y beda przestrzeniami Banacha. Operator T' € A(X,Y)
nazwiemy stabo zwarcie generowalnym (w skrocie WCG), jezeli istnieje taka WCG pod-
przestrzen'® Z przestrzeni Y, ze T(X) C Z.

Tak zdefiniowana klasa #%% operatoréow stabo zwarcie generowalnych tworzy domkniety
ideal w sensie Pietscha (zob. [85]), podobnie jak klasy £, #', 2", .. Oznacza to, ze:

. kazdej parze (X,Y) przestrzeni Banacha przyporzadkowuje liniowa podprzestrzen
W69 (X,Y) przestrzeni B(X,Y) wszystkich operatoréw WCG pomiedzy X i Y

« dla dowolnych przestrzeni Banacha X, Y, E, F' i dowolnych operatoréw T' € AB(X, E),
Se J(E,F)oraz Re A(F,Y) mamy RST € 7 (X,Y);

18Przestrzen Banacha Z jest przestrzeniag WCG, jezeli istnieje taki stabo zwarty zbiér K C Z, ze
span(K) = Z.
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. dla dowolnych przestrzeni Banacha X 1Y ideat #%6%(X,Y) jest domkniety w A(X,Y)
([KK14, Theorem 2.1]).

Klasa ta ma tez nastepujace wtasnosci idealowe rozwazane w teorii ideatéw Pietscha.

Stwierdzenie 4.37 ([KK14, Propositions 2.3, 2.4]). Ideal #69 jest surjektywnym, ale
nie injektywnym ideatem operatoréw'®. Nie jest tez ideatem symetrycznym, tzn. operator
sprzezony do operatora WCG nie musi by¢ WCG, a z zalozenia, Ze T™ jest operatorem
WCG rowniez nie wynika, ze T jest WCG.

Kluczowsa role w badaniu operatoroéw na dhtugiej przestrzeni Jamesa odgrywa nastepu-
jacy lemat, ktoéry jest analogonem uzyskanych wczesniej wynikéw dla operatoréw na prze-
strzeni Cy[0,w;] funkeji ciagtych na [0, wy] znikajacych w punkcie wy (zob. [59, Thm. 1.5]
i [2, Prop. 3]). Wyniki te méwia intuicyjnie tyle, ze przestrzen [0, w;] jest na tyle ,dtuga”,
ze kazdy operator na Cy[0,w;] musi dziala¢ jak mnozenie przez stala na sporym (do-
mknietym i kofinalnym) zbiorze liczb porzadkowych z w;. Podobny efekt zachodzi dla
operatoréow na J,(wi).

Twierdzenie 4.38 ([KK14, Theorem 3.1]). Dla kazdego p € (1,00) i dowolnego operatora
T € B(Tp(w1)) istnieje taka liczba X € K, Ze na pewnym domknietym i kofinalnym zbiorze
D C wy zachodzi

? Yo

(I(z),er) = XNz, e,) dlaxe Jy(w) oraza € D. (4.9)

W dowodzie wazna role odgrywa twierdzenie Haglera-Johnsona, ktore wobec faktu, ze
Jp(w1)* ma wlasnos¢ Radona-Nikodyma, gwarantuje, ze kula jednostkowa J,(wq)* jest
*-stabo ciggowo zwarta. Korzystamy takze z klasycznego narzedzia kombinatorycznego,
tj. A-lematu, ktory moéwi, ze dowolna nieprzeliczalna rodzina F skonczonych podzbioréw
zbioru wy ma korzen, czyli taki zbior A, ze ANB = A dla wszelkich A, B, A # B, z pewnej
nieprzeliczalnej podrodziny F. Warto tez podkresli¢, ze cho¢ dowod twierdzenia 4.38
opiera sie na metodach stosowanych w dowodach wspomnianych wyzej twierdzen z [59]
i [2], pewne istotne zmiany byly niezbedne z tego powodu, ze oryginalne rozumowania
byly mocno oparte na izometrycznym izomorfizmie C|0,a]* = ¢,([0,«a]) (dla dowolnej
liczby porzadkowej «).

Podobnie jak w [59] rozwazamy odwzorowanie A, : B(J,(w1)) — K dane jako A,(T) =
A, gdzie A € K jest liczba, dla ktorej zachodzi (4.9) (taka liczba jest wyznaczona jedno-
znacznie, bowiem przecigcie dwoch domknietych zbiorow kofinalnych jest dalej zbiorem
kofinalnym). Tak okreslone A, jest niezerowym funkcjonatem liniowo-multiplikatywnym,
a zatem ker A, jest maksymalnym ideatem w %(J,(w;)) kowymiaru 1.

Ideal ten opisujemy na kilka sposobéw. Niech L(w;) oznacza zbiér wszystkich nieze-
rowych liczb granicznych mniejszych od w;. Dla kazdego o € (0,w;) okreslamy podprze-
strzen przestrzeni J,(w;) jako

Tp(ar) = m{l[o,ﬁ]: 0<B< a}

i definiujemy

61):( @ jp(a)) :

a€Ll(w)

19Charakteryzacje idealéw surjektywnych i injektywnych mozna znalezé w [85, Thm. 4.6.9, 4.7.9].
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Jako (,-suma przestrzeni WCG (a nawet przestrzeni osrodkowych), gdzie p € (1, 00),
przestrzen &, jest przestrzenia WCG ([73, Proposition 2.4]). Okazuje si¢, ze operatory
z W69 (J,(w1)) faktoryzuja sie przez te wlasnie przestrzen, podobnie jak operatory stabo
zwarte na J, faktoryzuja sie przez przestrzen refleksywna (@, ; J,(n)) 0 ([69, Prop. 4.18]).

Twierdzenie 4.39 ([KK14, Theorem 3.7]). Dla kazdego p € (1,00) mamy
ker Ay = #6Y (J,(w1)) = Do, (Tp(w1))

i kazda z tych rodzin jest jedynym wilasciwym ideatem maksymalnym w HB(Jy(w1)). Co
wiecej, operator T € B(Tp(w1)) lezy w tym ideale wtedy i tylko wtedy, gdy jest operatorem
Tp(wr)-singularnym, tzn. nie dziala jak izomorfizm na Zadnej izomorficznej kopit J,(wy).

W istocie opis ideatu #69(J,(w1)) uzyskany w pracy [KK14] jest pelniejszy. Charak-
teryzujemy ten ideal jako ideal operatoréw kompresowalnych w sensie Loya-Willisa [75],
a takze pokazujemy, ze pokrywa si¢ on ze zbiorem .# (,,) zdefiniowanym przez Doseva
i Johnsona [33] dla kazdej przestrzeni Banacha X nastepujaco:

Mx ={T € B(X): I # ATB dla wszelkich A, B € B(X)}.

Pokazali oni, ze jezeli .#x jest zamkniety na dodawanie (na ogét by¢ nie musi), to jest je-
dynym idealem maksymalnym w %(X). Jako warto$¢ dodana uzyskujemy tez nastepujace
wyniki, naturalne z punktu widzenia teorii algebr Banacha.

Twierdzenie 4.40 ([KK14, Theorem 3.11, 3.12]). (a) Kazdy operator z W69 (Ty(w))
jest sumgq trzech komutatorow algebry X(J,(w1)).

(b) Kazdy homomorfizm okreslony na algebrze B(J,(w1)) jest automatycznie ciggly.

W pracy [KK14| zajmujemy sie tez charakteryzacja operatoréw WCG na przestrze-
niach typu C'(K) w duchu wektorowego twierdzenia Riesza o reprezentacji. Wiadomo, ze
dla kazdego operatora T': C'(K) — X istnieje *-stabo o-addytywna miara p: ¥ — X**
okreslona na o-ciele > podzbioréow borelowskich K, spelniajaca nastepujace warunki:

(i) dla kazdego z* € X* odwzorowanie ¥ 5 A — u(A)x* jest regularng, o-addytywna
miara skalarng (oznaczana przez z* o u);

(ii) 2*T(f) = [x fd(z* o ) dla kazdego x* € X* oraz f € C(K);
(iif) 7 = [lll ().

Twierdzenie 4.41 ([KK14, Theorem 4.1]). Niech K bedzie zwartq przestrzenig Haus-
dorffa, X przestrzeniqg Banacha, a T: C(K) — X operatorem, i niech p: 3 — X** bedzie
maarg reprezentujgcg operator T'. Jezeli dla kazdego € > 0 istnieje rozkiad K = Ky U L*,
gdzie K5, jest przestrzenig Eberleina®, a semiwariacja |p||(LF) < €, to obraz operatora T

jest zawarty w przestrzent WCG.

Niestety powyzszego twierdzenia nie da sie odwrécié, na co wskazuje [KK14, Exam-
ple 4.3]. Podany tu warunek jest jednak na tyle delikatny, ze nie mozna zadaé istnienia
odpowiedniego rozktadu z € = 0.

20 Przestrzeniq FEberleina nazywamy przestrzen topologiczna, ktéra jest homeomorficzna z pewnym
stabo zwartym podzbiorem przestrzeni Banacha.
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Przyktad 4.42 ([KK14, Example 4.4]). Okreslmy operator T': C'(ON) = {, — ¢y wzorem
T(&) = (£&)2,. Wowczas dla kazdego 2% = (1,)52, € {; miara reprezentujaca fig-
ztozenie x*T ma noénik zawarty w N i dla kazdego singletonu {n} (n € N) przyjmuje
warto$é¢ 1n,. Nietrudno sprawdzi¢, ze wariacja [z* o p|(A) = ¥,cann +|7n| dla kazdego

zbioru borelowskiego A C SN. Mamy zatem

1

) =

(przy czym — = 0). Aby wiec zachodzit rozklad SN = K§ U L, gdzie ||u| (L) < €, mu-
sialoby zachodzi¢ min(LfNN) > =1, Aby za$ mie¢ SN = K UL, gdzie K jest przestrzenia
Eberleina, a ||u||(L) = 0, K musialby zawiera¢ N. Wtedy jednak K = (N, co nie jest
przestrzenia Eberleina.

Celem pracy [HKK14| byto wprowadzenie mozliwie prostego warunku na ,odseparowy-
wanie” tancuchow funkcji, ktory wigzalby sie ze stabg zwartg generowalnoscig operatoréw
na przestrzeniach C'(K) w duchu twierdzenia Petczynskiego [84]. Twierdzenie to mowi,
ze jezeli T: C(K) — X nie jest stabo zwarty, to dziala jak izomorfizm na pewnej kopii
przestrzeni cg, a méwiac nieco inaczej — istnieje ciag (0,,)°2; parami roztacznych pod-
zbior6w otwartych K oraz jednostajnie ograniczony ciag (f,,)52, C C(K) o tej wlasnosci,
ze noénik supp(f,) C O, (n € N) oraz inf,, | Tf,| > 0.

Definicja 4.43. Niech K bedzie zwarta przestrzenia Hausdorffa. Wprowadzamy na C'(K)
porzadek < nastepujaco: f < g, jezeli f # g oraz f(x) = g(z) dla kazdego x € supp(f).
Jezeli X jest przestrzenia Banacha, a T': C'(K) — X operatorem, to méwimy, ze 1" spetnia
warunek (£), jezeli

(£) dla kazdego nieprzeliczalnego <-taiicucha I’ C C(K) spehiajacego sup;cp || f|| < 0o
mamy

inf{||Tf —Tgll: f,g € F,f# g} =0.

Kazdy jednostajnie ograniczony <-tancuch {f;}icr spetniajacy ||f; — f;|| = 0 dla i, € I,
i # 7 1 pewnej dodatniej liczby 0, bedziemy nazywaé 0-<-tancuchem. Mowimy takze, ze
K spetnia warunek (£), jezeli operator identycznosci na C'(K) spetnia (£), co oznacza,
ze dla zadnego § > 0 nie istnieja nieprzeliczalne d-<-tancuchy w C'(K).

Idea wprowadzenia warunku (£) wzieta sie z nastepujacego przeformutowania twier-
dzenia Petczynskiego: operator T: C(K) — X jest stabo zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego nieskoriczonego <-tancucha F' C C(K) mamy inf{||Tf —Tygl|: f,g € F, f #
g} = 0 ([HKK14, Prop. 2.1). Oznacza to, ze kazdy stabo zwarty operator spetnia warunek
(£). W pewnych sytuacjach warunek ten okazuje sie réwnowazny stabej zwartosci.

Twierdzenie 4.44 ([HKK14, Proposition 2.3]). Niech K bedzie ekstremalnie niespdjng
zwartg przestrzenig Hausdorffa, a X przestrzeniq Banacha. Wowczas kazdy operator z
C(K) do X spelniajgcy (L) jest stabo zwarty.

Dowdd oparty jest na pewnej topologicznej modyfikacji znanego kombinatorycznego
lematu Rosenthala [89, Lemma 1.1] (zob. tez [32, Lemma 1.4.1]). Podobne kombinato-
ryczne rozumowanie prowadzi do odpowiednika powyzszego twierdzenia dla reprezentu-
jacej miary wektorowej. Niech mianowicie ¥ bedzie o-cialem, X przestrzenia Banacha,
a i: X — X miarg wektorowa. Rozwazamy warunek:
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() dla kazdego nieprzeliczalnego tanicucha zbioréw {F;}ic; C X zachodzi
inf{||p(E:) — p(Ej): i,j € Ii# j} = 0.

Przypomnijmy, ze miare u nazywamy silnie addytywng, jezeli dla kazdego ciagu (F,)22, C
¥ zbioréw parami roztacznych szereg > °° | u(E,) jest bezwarunkowo zbiezny w X.

Twierdzenie 4.45 ([HKK14, Proposition 2.4]). Niech ¥ bedzie o-ciatem, a X przestrze-
nig Banacha. Ograniczona miara wektorowa pi: ¥ — X spetnia warunek (E) wtedy i tylko
wtedy, gdy jest silnie addytywna.

Laczac twierdzenia 4.44 i 4.45, otrzymujemy uzupehienie klasycznego twierdzenia
Bartle’a-Dunforda-Schwartza (zob. [32, Theorem VI.2.5]) dla przestrzeni ekstremalnie nie-
spojnych.

Twierdzenie 4.46. Niech K bedzie ekstremalnie niespojng zwartq przestrzeniqg Haus-
dorffa, X przestrzenig Banacha, a T: C(K) — X operatorem z miarg reprezentujgcg
X — X okreslong na o-ciele zbiorow borelowskich w K. Woéwczas nastepujgce wa-
runki s¢ parami rownowazne:

(i) T jest stabo zwarty;

(i) p jest silnie addytywna;
(iii) T spelnia (£);
(iv) p spetnia (B).

Warunek (£) w ogélnosci lezy, méwiac malo precyzyjnie, gdzie$ pomiedzy staba zwar-
toscig a staba zwarta generowalnoscia. Okazuje sie bowiem, ze nie kazdy operator WCG

spehia (£).

Przyktad 4.47 ([HKK14, Remark 2.7]). Rozwazmy zwarta przestrzen K = [0,w;] z to-
pologia porzadkowa i niech D = {0} U {a+ 1: a < w;}. Okre$lmy ¢: [0,w;] — [0, w;]
wzorem

() = a+1 dlaaeD,
LS dla o € [0,wq] \ D.

Jest to oczywiscie odwzorowanie ciagle, a wiec operator Cy,: C[0,w;] — C10, wq] dany jako
Cof = f o jest ograniczony. Zauwazmy, ze T' = Ic(o.,) — C, przeprowadza diugg baze
Schaudera {19 o) }o<a<w; Przestrzeni C[0,w:] na zbiér {144} }aepU{0}. Obraz operatora T
jest zatem izomorficzny z co(wy ), ktora jest przestrzenia WCG, a wiec T' € #6949 (C|0, w,]).
Z drugiej strony, T' przeksztatca 1-<-taiicuch {1 }aep na {1{a}}aep, skad wynika, ze
T nie spelnia warunku (£.).

W pracy [HKK14] badaliémy takze klase zwartych przestrzeni Hausdorffa spetniaja-
cych warunek (£). Pokazalidmy, ze do klasy tej naleza:

« przestrzenie lokalnie sp6jne spelniajace warunek c.c.c. ([HKK14, Corollary 3.5]),

. jednopunktowe uzwarcenie przestrzeni drabinkowej (ang. ladder system space)?' na

wy ([HKK14, Theorem 3.8]).

21 Jest to wy wyposazona w catkowicie niesp6jna topologie w sposéb nastepujacy: (1) punkt 0 oraz kazda
przeliczalna liczba nastepnikowa to punkt izolowany; (2) dla kazdej niezerowej liczby granicznej A < wy
wybieramy (co mozna oczywiscie zrobié na wiele sposobéw) zbiér {a, x: n < w} C A typu porzadkowego
w zlozony z liczb nastepnikowych i kofinalny w A (drabinka); (3) definiujemy wéwcezas bazowe otoczenia
punktu A jako zbiory postaci Uy m = {A} U {an x: n > m} (m <w).
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Postawiliémy pytanie o to, czy kazda przestrzen Eberleina spelia warunek (£), na kto-
rej pozytywnej odpowiedzi udzielit Krupski [65] w swojej rozprawie doktorskiej. Kania
i Smith [60] znacznie rozszerzyli klase takich przestrzeni, np. na przestrzenie Corsona
i Gruenhagego. Pokazali takze, ze ani SR, ani narost SR \ R nie spelia (£).

Ciekawym efektem jest to, ze warunek (£ ) naturalnie indukuje lewostronny domkniety

ideal.

Twierdzenie 4.48. Dla kazdej zwartej przestrzeni Hausdorffa K zbior wszystkich ope-
ratoréw T € B(C(K)) spetniajgcych warunek (L) tworzy domkniety lewostronny ideal
w algebrze B(C(K)).

Jedyna trudna czescia dowodu jest wykazanie, ze zbiér operatoréw spehiajacych (£)
jest zamkniety na dodawanie. Wymaga to uzycia twierdzenia typu ramseyowskiego, ktére
podali Dushnik i Miller [34]: jezeli ¢: [wi]* — {0,1} jest kolorowaniem wszystkich dwu-
elementowych podzbioréw w; na jeden z dwoch koloréw, to zachodzi przynajmniej jeden
z warunkow:

. istnieje nieprzeliczalny zbiér A C w; spehiajacy [A]* C ¢ {0},
. dla kazdego zbioru nieprzeliczalnego A C w; istnieje a € A oraz taki nieprzeliczalny
zbiér B C A, ze {a,b} € ¢ {1} dla kazdego b € B.

Kania i Smith wykazali pdzniej, ze rozwazany ideat nie jest na ogét ideatem prawostron-
nym (zob. [60, Ex. 4.2]).

4.c.5. Zbiory odseparowane na sferze

Niewatpliwie najbardziej klasycznym i najstarszym wynikiem dotyczacym zbioréw od-
separowanych na sferze przestrzeni unormowanej jest lemat Riesza, ktéry implikuje, ze
dla kazdej nieskonczenie wymiarowej przestrzeni unormowanej i dowolnej liczby 6 > 0
istnieje taki clag (2,)52; C Sx, ze ||xy, — x| > 1 — 0, jesli tylko m # n. Wzmocnienie
tego wyniku uzyskat Kottman [64] pokazujac, ze sfera Sy musi zawiera¢ nieskonczony ciag
(n)5y (14)-odseparowany, tj. spetniajacy warunek ||z, — z,|| > 1 dla m # n. Znacznie
gtebszych technik, zwiazanych z twierdzeniem Ramseya dla zbioréw nieskonczonych, wy-
magalo silniejsze twierdzenie Eltona-Odella [36], ktére méwi, ze dla kazdej nieskoriczenie
wymiarowej przestrzeni X istnieje ¢ > 0 oraz (1 + €)-odseparowany ciag (z,)5>, C Sk,
tj. speliajacy ||z, — x,|| = 14 e dla m # n. W tej samej pracy Elton i Odell zauwa-
zyli, ze ich twierdzenie nie przenosi si¢ w ogolnosci na przypadek nieosrodkowy. Przykta-
dowo, stosujac A-lemat dla nieprzeliczalnych rodzin skonczonych podzbioréw wy, poka-
zali, ze kula jednostkowa przestrzeni cy(w;) nie zawiera zadnego nieprzeliczalnego zbioru
(1 4 ¢)-odseparowanego, przy zadnym ¢ > 0. Celem wspoélnej pracy z Kania [KK16] byto
uzyskanie nieosrodkowych analogonéw twierdzen Kottmana i Eltona-Odella dla mozliwie
szerokiej klasy przestrzeni nieosrodkowych.

Praca zasadniczo podzielona jest na dwie czesci. W pierwszej stosujemy rozmaite tech-
niki pozaskonczone i kombinatoryczne w celu uzyskania zadanych analogonow dwéch wy-
mienionych wyzej twierdzen dla do$¢ szerokiej klasy nieo$rodkowych przestrzeni Bana-
cha. W drugiej zajmujemy sie przestrzeniami C'(K') odpowiadajac na pytanie postawione
przez Mercourakisa i Vassiliadis [78] o to, czy sfera jednostkowa przestrzeni C'(K), gdzie
K jest niemetryzowalng zwarta przestrzenia Hausdorffa, musi zawiera¢ nieprzeliczalny
(1+)-odseparowany podzbiér. Dowodzimy w istocie silniejszego twierdzenia ([KK16, The-
orem B]), ktére mowi, ze dla K niebedacej przestrzenia doskonale normalna mozemy
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znalez¢ nieprzeliczalny podzbioér sfery, ktérego dowolne dwa elementy odlegte sg od siebie
o 2, za$ dla doskonale normalnej K zawsze mozna znalezé (14 )-odseparowany podzbior
sfery o mocy réwnej gestosci przestrzeni C(K).

Wyniki pierwszej czedci pracy podsumowuje nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.49 ([KK16, Theorem Al). Niech X bedzie nieosrodkowq przestrzeniq Ba-
nacha. Wowczas:

(i) jezeli X jest quasi-refleksywna, to sfera jednostkowa Sx zawiera nieprzeliczalny (1+)-
odseparowany podzbior;

(i) jezeli X jest superrefleksywna, to dla kazdej reqularnej liczby kardynalnej k nieprze-
kraczajgcej gestosci X istnieje € > 0 oraz (1+¢)-odseparowany podzbior Sx mocy
K. (W szczegolnosci, sfera jednostkowa nieosrodkowej przestrzeni superrefleksywnej
zawiera nieprzeliczalny (1+¢)-odseparowany podzbior, dla pewnego € > 0.)

(iii) jezeli X jest przestrzenig WLD gestoSci wiekszej niz ¢, to sfera jednostkowa prze-
strzeni X* zawiera nieprzeliczalny (14 )-odseparowany podzbior.

Przypomnijmy, ze przestrzen X nazywa sie quasi-refleksywna, jezeli dim X**/X < oo. Na-
zywamy ja zas przestrzenig WLD (od ang. weakly Lindeldf determined), jezeli dla pewnego
zbioru I' kula dualna (Byx«,w*) jest homeomorficzna z podzbiorem przestrzeni

{z € R": the set {y € I': 2(7) # 0} is countable},

ktory jest zwarty w topologii zbieznosci punktowej. Wiadomo np. ze klasa przestrzeni
WLD zawiera wszystkie przestrzenie stabo zwarcie generowalne.

Omoéwimy teraz dokltadniej techniki dowodowe uzyte w twierdzeniu 4.49. Odnotujmy
najpierw, ze na mocy twierdzenia Civina-Yooda [25, Thm. 4.6] kazda nieosrodkowa, prze-
strzen quasi-refleksywna zawiera nieosrodkows przestrzen refleksywna. Sformulowanie
tezy (i) twierdzenia 4.49 moze wiec wydawaé sie nieco dziwne, bo przeciez z przyto-
czonego faktu wynika od razu, ze wystarczy ograniczy¢ sie do przestrzeni refleksywnych.
Sformutowanie to jest jednak zasadne, bowiem kluczowym narzedziem w dowodzie jest
normowalno$é dowolnej podprzestrzeni M C X*, ktora rozdziela punkty. Mowimy, ze M
jest mormugqca, jezeli istnieje takie ¢ > 0, ze

sup{\(a:*,wﬂ: z* EMﬂBX*} > cf|z]] (r € X).

(Jak pokazali Davis i Lindenstrauss [28], taka wlasno$¢ charakteryzuje przestrzenie quasi-
refleksywne. )

Dowdd tezy (i) w jakim$ stopniu nasladuje elegancki argument podany przez Starbirda
(zob. [30, pp. 7-8]) w celu wykazania oryginalnego twierdzenia Kottmana. Potrzebujemy
jednak przeniesienia na przypadek nieskonczony pewnego znanego z algebry liniowej le-
matu. Moéwi on mianowicie, ze jesli y*, x7, ...,z sa funkcjonatami na danej przestrzeni
liniowej nad K oraz y* zeruje sie, jesli zeruja si¢ wszystkie z7, to y* jest liniowa kom-
binacja funkcjonatéow z7,...,xr. Wprowadzamy nastepujaca definicje, gdzie symbolem
ba(N) = ¢*  oznaczamy przestrzen skalarnych, skoniczenie addytywnych miar o ograniczo-
nej wariacji, okreslonych na o-ciele wszystkich podzbiorow N.

Definicja 4.50. Niech X bedzie rzeczywista przestrzenig Banacha, y* € X* i niech
(z3)p2; C X* bedzie ciggiem ograniczonym. Oznaczmy przez spang{z;: n € N} prze-

strzen liniowych kombinacji wektoréw z; o wymiernych wspoétczynnikach. Powiemy, ze y*

27



jest wogdlniong kombinacjq wektoréw z7, jezeli dla pewnego ponumerowania {z], 25,...}
zbioru spang{x;: n € N} N Bx- istnieje taka miara u € ba(N), ze

o) = [(a)uldn)  (z€X).

N

Kluczowym narzedziem w dowodzie jest nastepujace uogélnienie zacytowanego wyzej
lematu.

Lemat 4.51 ([KK16, Lemma 3.2]). Niech X bedzie rzeczywistq quasi-refleksywng prze-
strzeniq Banacha. Zalézmy, ze y* € X* i (x})22, jest takim ograniczonym ciggiem w X*,
ze

() ker(z},) C ker(y*).
n=1
Wowezas y* jest wogdlniong kombinacjq funkcjonalow ) ’s (n € N).

Przejdzmy teraz do tezy (ii) twierdzenia 4.49. Ustalmy nieosrodkowa przestrzenn Bana-
cha i niech A = d(X) bedzie jej gestoscia. Przypomnijmy, ze rodzine (P,)u<a<x liniowych
rzutéw na X nazywamy projekcyjnym rozktadem jednosci (PRI, ang. projectional resolu-
tion of identity, jezeli:

P =1dlaw <a <A,

. PL = 0 oraz f& :ZIX,

d(P,(X)) < |o] dla kazdego o < A,
o P,P3 = P3P, = Pyin{a,py dla wszelkich w < a < 3 < A,

. dla kazdego z € X odwzorowanie a — P,z jest ciggte wzgledem topologii porzad-
kowej i normowej.

Idea dowodu opiera si¢ na obserwacji Benyaminiego i Starbirda ([10, p. 139]), ktérzy
dowiedli, ze jezeli X jest superrefleksywna, to dla kazdego € > 0 istnieje takie p € (1, 00),
ze operator

T:X — ( D (PQH—PQ)(X)) (4.10)

w<a<A £p

, Tx= (Paﬂx — Pa:c)

wLa<A

ma norme co najwyzej réwna 2 + . Wynika to z twierdzenia Jamesa (zob. [49, Thm. 4]),

ktore méwi, ze dla dowolnej przestrzeni superrefleksywnej X i dowolnych statych 0 < ¢ <

1/(2K), C > 1istniejg wyktadniki 1 < ¢ < p < oo takie, ze dla kazdego znormalizowanego

ciggu bazowego (e,)%, C X ze stala bazowa K i dowolnych skalaréw (a,))_, zachodza
1/q

nierownosci
N 1/p N N
C'(Z Ianlp> <D anen <C'<Z lan|q>
n=1 n=1 n=1

Majac tego typu ,/,-f,-zachowanie”, potrafimy przez indukcje pozaskonczong skonstru-
owaé zadany zbiér odseparowany, o ile tylko operator 7" dany przez (4.10) jest odpowiednio
ograniczony. Méwiac doktadniej, powiemy, ze T' jest ograniczony przez pare (7,0), jezeli
|IT|| < 0 oraz v < ||T|y|| dla kazdej podprzestrzeni Y C X, dla ktorej d(X/Y) < A
Pokazujemy, jak skonstruowaé zadany zbiér w przypadku, gdy istnieje taka para (v, 0d)
spetiajaca /6 > 2717, ze T jest ograniczony przez (v, 6).
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Z drugiej strony, prosty lemat ([KK16, Lemma 3.4]) trzymajacy ustalone dodat-
nie dolne oszacowanie dla restrykcji T'|y, po wszystkich podprzestrzeniach spelniajacych
d(X/Y) < d(X), gwarantuje, ze indukeyjny proces wyboru kolejnych podprzestrzeni musi
doprowadzi¢ do znalezienia odpowiedniej pary (v, d) ograniczajacej operator T' i spelnia-
jacej warunek «/d > 271/,

Odnotowujemy w pracy, ze technika ta nie moze by¢ przeniesiona na nieosrodkowe
przestrzenie refleksywne z uwagi na konstrukcje Hajka [46] nieosrodkowej, refleksywnej
przestrzeni typu Tsirelsona X, ktérej zadna nieosrodkowa podprzestrzen nie dopuscza
injektywnego operatora w £,(\) dla nieprzeliczalnej A. Niemniej jednak, twierdzenie 4.49
doczekato sie wzmocnienia w niedawnej pracy Hajka, Kani i Russo [47], ktérzy pokazali,
ze sfera jednostkowa kazdej nieosrodkowej przestrzeni refleksywnej musi zawiera¢ nieprze-
liczalny (1 + €)-odseparowany podbidr, z pewnym & > 0.

Tezy (iii) twierdzenia 4.49 dowodzimy uzywajac tzw. 1-projekcyjnych szkieletéw (ang.
1-projectional skeleton) wprowadzonych przez Kubisia [67], a takze kombinatorycznego
twierdzenia Erdésa-Rado o kolorowaniu ¢ — (wy)3. Przedstawiony w pracy [KK16] do-
wod mial jednak pewna luke (w czesci dotyczacej konstrukeji uktadu Auerbacha), ktora
uzupetniono dopiero we wspomnianej pracy Héjka, Kani i Russo [47].

Waznym i nierozwigzanym dotad problemem pozostaje pytanie o to, czy sfera jednost-
kowa kazdej nieosrodkowej przestrzeni Banacha zawiera nieprzeliczalny podzbior (1+)-
odseparowany. OdpowiedZ na to pytanie moze okazaé sie nierozstrzygalna w ZFC tak,
jak analogiczny problem dotyczacy zbioréow elementéw réwnoodlegtych w nieosrodkowych
przestrzeniach C(K). Koszmider [63] udowodnit, Zze pod zatozeniem aksjomatu Martina
i negacji hipotezy continuum kazda nieosrodkowa przestrzen C'(K') zawiera nieprzeliczalny
zbiér elementow réwnoodleglych, jednocze$nie nie mozna dowies¢ takiego twierdzenia
w samej aksjomatyce ZFC.

4.c.6. Indeks Szlenka — sumowalnosé i typ potegowy

Omowimy tutaj pewne definicje i fakty z teorii indeksu Szlenka, ktore bedg niezbedne
do przedstawienia wynikéw pochodzacych z prac [DK16], [DK17] i [CDK19]. Zaczniemy
oczywiscie od samej definicji indeksu Szlenka wprowadzonej w pracy [95]. Opiera sie ona
na ciggu derywacji stanowigcych daleko idace uogoélnienie pochodnej zbioru stuzacej do
okreslenia indeksu Cantora-Bendixsona. Podane nizej okreslenie owych derywacji nie jest
catkowicie zgodne z oryginalng definicja Szlenka, ale jest obecnie powszechnie uzywane
w literaturze i prowadzi do tego samego indeksu porzadkowego. Szerokie omdwienie teorii
indeksu Szlenka mozna znalezé w artykule przegladowym Lanciena [68].

Definicja 4.52. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, K *-stabo zwartym podzbiorem
X* 1iniech € > 0. Okreslamy e-derywacje Szlenka zbioru K wzorem

L K = {x* € K: diam(K NU) > e dla kazdego *-stabo otwartego otoczenia a:*}

oraz jej iteracje wzorami ('K = K, 1M K = 1. (1K) dla kazdej liczby porzadkowej av oraz
2K = Np<a P K dla kazdej granicznej liczby porzadkowej . Definiujemy e-indeks Szlenka
przestrzeni X, oznaczany symbolem Sz( X, ¢), jako najmniejsza liczbe porzadkowa « (o ile
taka istnieje), dla ktorej 12Bx+ = @. Indeks Szlenka przestrzeni X okreslamy wéwczas
jako Sz(X) = sup,.(Sz(X, €).
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Bedziemy takze rozwazaé¢ wprowadzony przez Godefroy, Kaltona i Lanciena [42] wy-
pukly indeks Szlenka Cz(X) zdefiniowany jak wyzej, ale dla derywacji

i. K =conv . K (¢ >0)

bedacej *-stabym domknieciem otoczki wypuktej ¢ K (indeksy Cz(X,¢e) okreslamy oczy-
wiscie tez analogicznie).

Wiadomo, ze indeks Szlenka Sz(X) jest poprawnie okreslony (co oznacza, ze ciag de-
rywacji jednostkowej kuli dualnej wyczerpie cata kule po pewnej liczbie krokéw) wtedy
i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenig Asplunda?? i w takim przypadku jest on liczba
porzadkowa postaci w® (zob. [68, Prop. 2 i Thm. 2]). W przypadku osrodkowe]j prze-
strzeni X jest wiec sens méwi¢ o indeksie Sz(X) wtedy i tylko wtedy, gdy X* jest rowniez
osrodkowa.

Zajmijmy sie teraz przypadkiem, gdy Sz(X) = w. (Jezeli Sz(X) < w, to musi by¢
Sz(X) = 1 i woéwezas dim X < oo.) Prosty argument zwartosciowy pokazuje, ze dla zad-
nego € > 0 indeks Sz(X, €) nie moze by¢ liczba graniczna, a zatem Sz(X) = w implikuje,
ze Sz(X,e) < w, czyli jest liczba naturalna, dla kazdego ¢ > 0. Jak pokazal Lancien
([68, Prop.4]), funkcja (0,1) 3 € — Sz(X,e) jest podmultiplikatywna, a zatem funkcja
f:(0,00) — R okreslona wzorem

f(t) =logSz(X,e™")

jest podaddytywna. Znany lemat Feketego méwi, ze istnieje woéwczas skonczona granica

lim (@) = inf @) (dla @ > 0).
r—+o0o r>a
Usprawiedliwia to nastepujaca, kluczowa dla naszych celow, definicje.
Definicja 4.53. Dla dowolnej przestrzeni Banacha X spetniajacej Sz(X) < w definiujemy
typ potegowy Szlenka wzorem

log Sz(X
o(X) = lim 0852X-€)
=0+ |loge]
Roéwnowaznie:
p(X) = inf{q >1: sup €79z(X,¢) < oo} (4.11)
0<e<1

Zauwazmy, ze o ile tylko Sz(X) < w, mamy 1 < p(X) < oco. Na ogdl infimum we
wzorze (4.11) nie musi by¢ przyjete, dla kazdego § > 0 istnieje jednak taka stata C' > 0,
ze

Sz(X,e) < Ce X2, (4.12)

Odnotujmy tez, ze typ potegowy jest niezmiennikiem izomorfizmoéw. Istotnie, elementarny
rachunek pokazuje, ze Sz(X, de) < Sz(Y, ¢), gdzie d = dgm(X,Y") (zob. [42, Lemma 2.3]),
skad
log Sz(Y, log Sz( X, d
V) =l OBV | logSa(X. )

— > = p(X).
e—0+ |loge] e—0+ llog €| P(X)

22Indeks Szlenka moze by¢ jednak dowolnie duza liczbg przeliczalna nawet dla przestrzeni osrodkowych.
Na tym zreszta polegal oryginalny pomyst Szlenka, ktéry skonstruowal ciagg osrodkowych przestrzeni
refleksywnych, ktérych indeksy tworzyly zbior kofinalny w wy. Nie ma jednak osrodkowej przestrzeni
Asplunda X, dla ktérej Sz(X) > w;. Wynika to z glebokiego twierdzenia Namioki-Phelpsa [81] o wyci-
naniu *-stabych plastréw (ang. slices) o dowolnie malej $rednicy (zob. tez [68, Thm. 1]).
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Ze wzoru (4.12) widzimy, ze najszybsze wycinanie kuli By- ma miejsce dla p(X) = 1.
Rozwaza si¢ jednak jeszcze silniejsza (na razie — przynajmniej formalnie) wlasnosé sumo-
walnosci, doglebnie zbadang przez Godefroy, Kaltona i Lanciena, ktérzy m.in. wykazali,
ze jest ona niezmiennikiem jednostajnych homeomorfizméw (zob. [42, Thm. 4.10 i 5.5]).

Definicja 4.54. Przestrzen Banacha X ma sumowalny indeks Szlenka, jezeli istnieje taka
stala M, ze dla wszlekich ¢4, ...,e, > 0 mamy

n

Zé?i <M oile gy ...t Bx- # O.

=1

Moéwimy tez wowcezas, ze X ma sumowalny indeks Szlenka ze stalg M. Méwimy, ze dana
rodzina przestrzeni Banacha ma jednostajnie sumowalny indeks Szlenka, jezeli wszystkie
elementy tej rodziny maja sumowalny indeks Szlenka z tg samg stata.

W dowodach twierdzen o zachowaniu si¢ sumowalnosci i typu potegowego wzgledem
sum prostych, ktére bedziemy omawia¢ w sekcji 4.c.7, intensywnie korzystamy z kom-
binatorycznego opisu derywacji w jezyku drzew. Méwigce doktadniej, uzywamy tzw. od-
wzorowan drzewowych (ang. tree-maps) o wartosciach w przestrzeni Banacha w formie
zaproponowanej w [42]. Niech FN bedzie rodzina wszystkich skonczonych podzbioréw N,
zapisywanych w porzadku rosnacym, wyposazong w porzadek przedziatu poczatkowego,
tj. dla a = {mq,...,m;} oraz b = {ny,...,n;}, gdzie m; < ... < mj oraz n; < ... < ny,
piszemy a < b, jezeli 7 < k oraz m; = n; dla kazdego 1 < ¢ < j. Dla a € FN symbo-
lem |a| oznaczamy liczbe elementéw zbioru a; b € FN nazywamy nastepnikiem a, jezeli
|b| = |a| + 1 oraz a < b, czyli b = a~n dla pewnego n € N, gdzie ™ to operacja konkate-
nacji. Element b nazywamy poprzednikiem a, jezeli b < a oraz |[b| = |a| — 1. Powiemy, ze
podzbiér S C FN jest pelnym poddrzewem, jezeli spetnione sa nastepujace warunki:

. JES;
. kazdy a € S ma nieskonczenie wiele nastepnikow w .S
. jezelia € S, a # &, to poprzednik a tez nalezy do S.

Dla uproszczenia bedziemy od tej pory oznacza¢ FN literg S. Jezeli T C S jest pelnym
poddrzewem, to kazdy ciag 3 = (a,))_, taki, ze ag = & oraz a,; jest nastepnikiem a,
dla 0 < n < N nazywamy galezig, gdy N = 0o, oraz czesciowqg gatezig, gdy N < 00.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, a 7" C S pelnym poddrzewem. Przez odwzorowa-
nie drzewowe rozumiemy dowolng taka funkcje a — xz, € V okreslong na T', ze x5 = 0
oraz zbiér {a € B: x, # 0} jest skonczony dla kazdej gatezi f C T'. Odwzorowania takie
oznaczamy przez (Zq)eer 1 czasem dla uproszcezenia nazywamy drzewami na V. Majac
dana topologie T na V', powiemy, ze (x,)eer jest T-zerowe, jezeli dla kazdego a € T ciag
(Zan:n € Nya~n € T) jest T-zbiezny do zera. Interesujace beda dla nas szczegblnie
stabo zerowe i *-stabo zerowe odwzorowania drzewowe o wartosciach w (dualnej) prze-
strzeni Banacha. Oczywiscie mozemy tez rozwazaé (7-zerowe) odwzorowania na drzewach
Sy, rzedu (wysokosci) n, ztozonych z podzbioréw N mocy niewiekszej od n — sa to po
prostu funkcje postaci (z4)4es, C V takie, ze x4 = 0.

Ponizszy lemat ([42, Prop. 3.4]) dowodzi sie do$¢ prosto przez indukcje, ale jest on
niezwykle uzyteczny.
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Lemat 4.55 (Godefroy, Kalton, Lancien). Niech X bedzie osrodkowq przestrzeniqg Bana-
cha i niech €q,...,e, > 0. Warunkiem koniecznym na to, by tc, ...te, Bx~ # & jest ist-
nienie takiego *-slabo zerowego odwzorowania drzewowego (¥%)ecs w X*, Ze ||z}]| > €4

dla 1 < |a| < n oraz Hzaeﬁ x:l < 1 dla kazdej gatezi 5 C S. Warunkiem wystarczajgcym
-stabo zerowego odwzorowania drzewowego (x}).cs w X*, Ze

< 1 dla kazdej galezi B C S.

jest za$ istnienie takiego *

22| = €lq) dla 1 < |a| <n oraz Hzaeﬁ xk

Niepustosé derywacji Szlenka pozwala dobieraé¢ ciagi *-stabo zbiezne o elementach odle-
gtych od granicy o pewna ustalong liczbe dodatnia. Przez odpowiednia indukcje, konstru-
uje sie wiec *-stabo zerowe odwzorowanie drzewowe w X*. Znacznie trudniej jest zbu-
dowaé¢ odwzorowanie stabo zerowe w X. Jest to mozliwe dzieki zwiazkom z tzw. stabym
(f-indeksem (zob. [3, Prop. 4.3 i 4.10)).

Definicja 4.56. Niech X bedzie przestrzenia Banacha. Ciag (7;)}—; C Sx nazywamy
(f-0-ciggiem, dla pewnego o € (0, 1], jezeli

> 0> a; dlakazdego (a;)7_; C [0,00).
j=1

n
Z ajx;
j=1

Jezeli (z4)aer jest drzewem na X, to méwimy, ze jest to ¢ -o-stabo zerowe drzewo, jezeli
jest stabo zerowe i dla kazdego wezta a = {ny < ... < mp} € T ciag (Tfn,,..n;})5-; jest
(7 -o-ciggiem.

Zacytowane ponizej twierdzenie zachodzi réwniez w wersji pozaskonczonej, gdzie rozwaza
sie drzewa o wysokosciach bedacych przeliczalnymi liczbami porzadkowymi. Nam jednak
bedzie potrzebne tylko w przypadku, gdy Sz(X) < w.

Twierdzenie 4.57 (Alspach, Judd, Odell). Niech X bedzie os$rodkowq przestrzeniq Ba-
nacha spetniajgcg Sz(X) < w. Wowczas dla wszelkich n € N oraz e, 0 € (0,1) mamy:

(i) jezeli "Bx+ # @, to istnieje  -s=e-slabo zerowe drzewo na Sx rzedu n;
(ii) na odwrét, jezeli isnieje {; -p-stabo zerowe drzewo na Sx rzedun, to 1jBx- # @ dla
kazdego 0 < d < p.

4.c.7. Stabilno$¢ wzgledem sum prostych i iloczynéw tensorowych

W pracy [DK16] zajmujemy sie przede wszystkim problemem zachowania sie sumo-
walnosci i typu potegowego Szlenka ze wzgledu na nieskonczone sumy proste. Stosujemy
przy tym kombinacje pewnych technik przenormowywania, narzedzia kombinatoryczne
zwigzane z drzewami, jak i metody zwigzane z przestrzeniami £,-asymptotycznymi. Otrzy-
mujemy m.in. pierwszy przyktad przestrzeni Banacha o typie potegowym 1 lecz niesumo-
walnym indeksie Szlenka, co pokazuje, ze infimum we wzorze (4.11) faktycznie nie musi
by¢ przyjete.

Kanonicznym przyktadem przestrzeni z sumowalnym indeksem Szlenka jest cg, co we
wzmocnionej formie byto uzyte przez Godefroy, Kaltona i Lanciena [42]. Pokazali oni, ze
w istocie kazda przestrzen jednostajnie homeomorficzna z podprzestrzenig ¢y ma sumo-
walny indeks Szlenka ([42, Thm. 5.6]). Postawili tez hipoteze méwiaca, ze kazdy predual
{1 z sumowalnym indeksem Szlenka jest izomorficzny z ¢y, co skutkowatoby tym, ze kazda
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przestrzen jednostajnie homeomorficzna z ¢y bytaby juz liniowo izomorficzna z ¢q. Hipo-

teza ta zostala dopiero obalona dzigki konstrukcji Argyrosa, Gasparisa i Motakisa (]6,

Prop. 5.7]), co zauwazyt Causey [24] dowodzac, ze nieskoficzenie wymiarowa przestrzen

Banacha ma sumowalny indeks Szlenka wtedy i tylko wtedy, gdy jest cp-asymptotyczna.
Pierwszy gtéwny wynik pracy [DK16] jest nastepujacy.

Twierdzenie 4.58 ([DK16, Theorem 3.2]). Dla dowolnego ciggu (X)), osrodkowych
przestrzeni Banacha z jednostajnie sumowalnym indeksem Szlenka suma prosta X =

(D2, X0n)ey ma sumowalny indeks Szlenka.

W pierwszym kroku, przez pewne rozwazania geometryczne, dowodzimy jednostajnej
sumowalnosci indeksu Szlenka dla wszystkich skoniczonych sum prostych. Jezeli miano-
wicie (X,,)7, maja indeksy sumowalne ze stata M, to dla kazdego N € N przestrzen
(BN, X)), ma sumowalny indeks Szlenka ze stata 4M. Aby jednak przej$é¢ na nieskon-

czone sumy proste, potrzebujemy pewnych modyfikacji technik przenormowania z [42].

Stwierdzenie 4.59 ([DK16, Proposition 2.2]). Niech X bedzie osrodkowq przestrzenig
Banacha o sumowalnym indeksie Szlenka ze stalg M. Istnieje wéwczas takie ¢ = c¢(M) €
(0,1), Ze dla kazdego T € (0,1) istnieje norma | -| na X spelniajoca nastepujoce warunki
(symbolu | - | uzywamy tez na oznaczenie odpowiedniej normy dualnej):

(i) x| < |z < ||| dla kazdego x € X;

(ii) jezeli z* € X*, |z*| = 1 oraz (z})22, C X* jest ciggiem *-stabo zbieinym do zera
spetniajgcym |zi| > € > 7 dlan € N, to

liminf 2" 4+ 2] > 1+ c€.

Zaktadajac, ze jesteSmy w sytuacji z twierdzenia 4.58 i ze €1,...,&, > 0 spelniaja
ley - .- le, Bx+ # @, z lematu 4.55 wnosimy, ze istnieje *-stabo zerowe drzewo (z7),es w X*
spelniajgce warunki: [|z}|| > e, dla kazdego a € S, 1 < |a| < n oraz Hzaeﬁ xZH <1
dla kazdej gatezi 3 C S. Dowdd polega na idukcyjnym okresleniu ciggu (x?ul,...,uk))zzo
przypisanemu S wzdluz czesciowej galezi wyznaczonej przez pewien wezet (v4,...,1,) €
S. Robimy to w kazdym kroku rozwazajac skoniczong sume prosta, o ktorej wiemy, ze ma
4 M-sumowalny indeks Szlenka, i korzystajac ze stwierdzenia 4.59 w ten sposob, ze norma
sumy 375 jest szacowana z dotu przez pewna wielokrotno$¢ sumy norm. To daje goérne
oszacowanie na » 7, €;, ktore oznacza, ze X ma sumowalny indeks Szlenka.

Jest interesujace, ze nie da sie twierdzenia 4.58 przenies¢ na sumy proste wzgledem
innych niz ¢y przestrzenie z bazg bezwarunkowg?? i sumowalnym indeksem Szlenka.

ZNiech € bedzie przestrzenia Banacha ze znormalizowana, 1-bezwarunkowa baza (e,)S%; i niech
(X,,)22; bedzie ciagiem przestrzeni Banacha. Wéwczas E-sume prosta ciagu (X,,)22 , oznaczana sym-
bolem (D, ; X,)e, okreslamy jako przestrzen (Banacha) zlozong z ciagow ()22, € [[,2, Xy, dla
ktorych szereg Y o [|@n|len jest zbiezny, wyposazong w dzialania po wspéirzednych oraz norme

oo

Z |z llen

n=1

[(zn)nzall =
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Przyktad 4.60 ([DK16, Example 4.1]). Niech T oznacza oryginalna przestrzen Tsirel-
sona, tzn. jej dual T* jest przestrzenia T rozwazana przez Figiela i Johnsona [38], zdefi-
niowang jako uzupelnienie ¢y wzgledem normy ||-|| danej w sposéb uwiktany:

1 k
=) = llzll,, V 2sup{z |Ex|: {k} < By <...< Ek} dla x € ¢y
j=1

(ze standardowa notacja Fx = 1g-x oraz E < F, jezeli maxFE < min F lub jezeli ktérys
z tych zbioréw jest pusty). Pomimo faktu, ze T ma sumowalny indeks Szlenka (zob. [61,
Prop. 6.7]), T-suma prosta T(cy) przeliczalnie wielu kopii ¢ nie ma sumowalnego indeksu
Szlenka.

Uzasadnienie dla tego przyktadu to znéw uzycie lematu 4.55. Okazuje sig, ze takie ogélne
sumy proste wzgledem przestrzeni € z bazg bezwarunkowa i sumowalnym indeksem Szlenka
maja sumowalny indeks, jezeli wszystkie sktadniki sa skoniczonego wymiaru ([DK16, The-
orem 4.3]).

Przypomnijmy, ze typ potegowy p(X) to infimum zbioru takich liczb ¢ > 1, dla ktérych
zachodzi oszacowanie Sz(X,e) < Ce™? dla kazdego ¢ € (0,1) i pewnego C > 0. Aby uzy-
ska¢ sensowny wynik na temat zachowania si¢ typu potegowego wzgledem nieskonczonych
sum prostych, nie wystarczy po prostu zatozy¢, ze wszystkie sktadniki majg sumowalny
indeks Szlenka, bowiem odpowiednie state C, jesli rosng do nieskonczonosci, moga nawet
spowodowacé wzrost catego indeksu Szlenka, czyli brak okreslonosci typu potegowego calej
sumy proste;j.

Przyktad 4.61 ([DK16, Example 5.1]). Dla kazdego N € N przestrzen C([0,w"]) jest
izomorficzna z ¢y, a zatem ma typ potegowy 1. Jednak suma prosta (B3_; C([0,w™]))e
jest izomorifezna z C'([0,w*]), o ktérej wiadomo, ze ma indeks Szlenka w?.

Wprowadzamy zatem nastepujaca definicje.

Definicja 4.62. Dla przestrzeni Banacha X spelniajacej Sz(X) < w okreslamy
Cp(X) = inf{c > 0: Sz(X,e) < ce ™ dla kaidego & € (0,1)}.

Méwimy, ze ciag (X,,)S2, przestrzeni Banacha speliajacych Sz(X,) < w (n € N) jest
ograniczony w typie potegowym, jezeli liczba

p(Xp)o2, = inf{p € [1,00): sup Cp(X,) < oo}

jest skonczona.

Warunek ten bedziemy zaktadali na temat ciagu (X,)%2; w danej sumie prostej
(B2, Xy)e. Kluczowym zalozeniem odnosnie przestrzeni € jest natomiast jej zachowanie
asymptotyczne. Przypomnijmy, ze ciag (E, )5, przestrzeni skoiczenie wymiarowych na-
zywa sie skonczenie wymiarowym rozkladem (FDD, ang. finite-dimensional decomposition)
przestrzeni Banacha X, jezeli kazdy x € X ma jednoznaczne przedstawienie w postaci
T =Y, x,, gdzie z, € X,, (n € N). Przestrzen X nazywamy C-{,-asymptotyczng (dla
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pewnych C' > 111 < p < o0) wzgledem FDD (E,)°,, jezeli dla kazdego ciagu blokowego
(z7)j=1 wzgledem (Ej)32, mamy

i 1/p
A2 =07 <
S

(dla p = oo bierzemy co-norme maxicj<n||z;||). Méwimy, ze X jest {,-asymptotyczna
wzgledem (E,) ,, jezeli jest C-£y-asymptotyczna wzgledem (E,)22 , dla pewnego C' > 1.
Zwiazek miedzy (;-asymptotycznoscia a sumowalnoscia pewnego indeksu porzadko-
wego podali Knaust, Odell i Schlumprecht [61]. Wprowadzili oni tzw. H-indeks, podobny
do indeksu Szlenka, a takze rozwazali jego sumowalnosé (zob. [61, §2 i §6]). W przy-
padku, gdy rozwazane FDD jest dane po prostu przez baze bezwarunkows, argumentujac
podobnie jak w dowodzie [DK16, Theorem 4.3|, uzasadniamy, ze sumowalno$¢ indeksu
Szlenka dla X jest réwnowazna sumowalnosci H-indeksu dla for X*, co z kolei jest row-
nowazne temu, ze p(X) = 1 w silnym sensie, tzn. infimum we wzorze (4.11) jest przyjete
(zob. [61, Prop. 6.9]). Ponizszy wynik ([61, Prop. 6.7]) uzasadnia, ze oryginalna przestrzen
Tsirelsona ¥ ma sumowalny indeks Szlenka, na co juz powotaliSmy sie wczesniej.

n 1/p
< C(Z ||ij||”) (4.13)
j=1

n
Z Lj
j=1

Twierdzenie 4.63 (Knaust, Odell, Schlumprecht). Niech (Ey)2, bedzie FDD przestrzeni
Banacha X . Wéwczas X ma sumowalny H-indeks wzgledem (Ex)52, wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje takie FDD (H;)52, blokowe wzgledem (Ej)2,, 7e dla pewnego ¢ > 0 kaZdy
blokowy z przeskokiem cigg® wzgledem (H;)2,, spelnia

j=n

n

> e llzll
J

1

n
Z L
j=1

Korzystajac z lematu 4.55, nie jest trudno wykaza¢, ze jezeli € ma znormalizowang,
zwezajaca (ang. shrinking), bezwarunkowa baze (e, )52 ; taka, ze dla pewnego p € [1, 00) jej
dual &* jest przestrzenia (,-asymptotyczna wzgledem bazy dualnej (e})r°,, to p(€) > p
(zob. [DK16, Lemma 5.3]). Oznacza to, ze kazda E-suma prosta musi takze mie¢ typo
potegowy réwny co najmniej p. Oszacowanie z gory jest znacznie trudniejsze. Gtownym
rezultatem pracy [DK16] na temat typu potegowego jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.64 ([DK16, Theorem 5.9]). Niech € bedzie przestrzenig Banacha ze znor-
malizowanq, zwezajacq, 1-bezwarunkowq bazg (e,)5, takq, Ze dla pewnego p € [1,00)
przestrzen sprzezona € jest {,-asymptotyczna wzgledem bazy ()0 ,. Wowczas dla kaz-
dego ograniczonego w typie potegowym ciggu (X))o, oSrodkowych przestrzeni Banacha

mamy
p((é Xn)@) = max{p, p(X)72, }.

Ogdlna strategia dowodu jest podobna jak dla twierdzenia 4.58, czyli budujemy drzewo
z lematu 4.55 i konstruujemy odpowiednia gataz. Musimy jednak uzy¢ innego niz stwier-
dzenie 4.59 twierdzenia o przenormowaniu. Gwarantuje ono mianowicie, ze przy oszaco-
waniu Sz(X, e) < Be™" istnieje taka stata v > 0 oraz norma | - | rOwnowazna danej normie,

24Thumaczenie z ang. skipped block sequence. Méwimy, ze (xj)?:l jest takim ciagiem wzgledem FDD
(Fn)$2 4, jezeli istnieja takie liczby naturalne 1 < s1 < s1+1<ry < sa<s2+1<r3<s3<..., ze
x; € span Ufj:,.j F, dla kazdego j € N.
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ze spelniony jest warunek: jezeli z* € X*, a (23)5°, jest ciagiem *-stabo zbieznym do zera
spehiajacym |z}| > 7 dla pewnego 7 > 0 i kazdego n € N, to

1
liminf |2 + 2] > (ja*]? +70) .

Kluczowe jest tu oszacowanie wypuklego e-indeksu Szlenka przez standardowe e-indeksy
Szlenka ([42, Thm. 4.5]):

Cz(X,e) < > 28:82(X,2"D7'e) dla kazdego € € (0,1],
2’@5/21;)@
gdzie D < 10° jest staly absolutna.

Rozwazajac na kazdym kroku indukcji przenormowanie o wymienionej wyzej wlasno-
Sci, chcemy skonstruowaé¢ dla danego *-stabo zerowego drzewa (z7).,cs gataz 5 w ten
sposob, by norma sumy »-,c5 7, zachowywata si¢ w przyblizeniu jak £,-suma norm. Przy-
ktadowo, dla p = 1 i przestrzeni Tsirelsona ¥ zasadniczy problem polega na tym, by
w normie przestrzeni T, czyli przestrzeni Figiela-Johnsona, kontrolowa¢ sumy dowolnych
ciagéw dodatnich (o niekoniecznie roztacznych nosnikach).

Odnotujmy, ze przestrzen Banacha X z baza 1-bezwarunkowa (e,)?° ; ma naturalng
strukture kraty Banacha, przy czym element X jest dodatni, jesli wszystkie jego wspot-
czynniki wzgledem danej bazy sa liczbami nieujemnymi. Dla x,y € X niech

. * * 1/p
3,y =3(len(@) + les@)I") Ten € X,
n=1
co definiuje dziatanie taczne x na X. Powyzsze wyrazenie jest tym samym, co (|z|”+|y|?)'/?
zdefiniowane zgodnie z rachunkiem funkcyjnym Yudina-Krivine’a.

Twierdzenie 4.65 ([DK16, Proposition 5.6]). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha z 1-
bezwarunkowq bazq (e,)2,, wzgledem ktorej jest przestrzeniq C-£,-asymptotyczng, gdzie
1 <p< oo orazC > 1. Istnieje wowczas taka stata B > 0 zalezna tylko od C, Ze dla
kazdego n > 2 1 dowolnych dodatnich wektorow xi,...,x, € X

1/p
(lasl? + .. + llza?)

*p .ok, Tyl 2
||{L‘1 P p L || Z B(logn)2

Dla przestrzeni T otrzymujemy stad nieréwnosé

dla n > 2 oraz dowolnych dodatnich z1,...,x, € T (w przypadku p = 1 nie musimy
podnosi¢ logn do kwadratu, co wida¢ z dowodu twierdzenia 4.65).

Idea stojaca za tego typu nieréwnosciami to poréwnywanie podprzestrzeni rozpietych
przez wektory o nosnikach lezacych odpowiednio daleko ze standardowymi przestrzeniami
EZJDV . Przytoczony ponizej fakt pojawiat sie juz w literaturze w réznych postaciach, np. dla
przestrzeni Tsirelsona odpowiada on twierdzeniom, ktére mozna znalezé¢ w [20, Ch. 4]).
Waznym narzedziem jest tutaj tzw. szybko rosngca hierarchia czyli ciag funkcji gx: N — N
okreslonych wzorami go(n) =n + 1 oraz gx1(n) = g,(cn)(n) (n-krotne zlozenie) dla k > 0.
Mamy wiec np.

2n

g1(n) = 2n, go(n) =n-2" and g3(n) > 2> (n wystapien 2).
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Stwierdzenie 4.66 ([DK16, Proposition 5.4]). Niech X bedzie przestrzenig Banacha
z bazq 1-bezwarunkowq (e,)>, wzgledem ktorej jest ona C-£,-asymptotyczna dla pew-
nych 1 < p < oo oraz C' > 1. Wowczas kazda n-wymiarowa podprzestrzen X rozpieta
przez wektory o nosnikach rozlgcznych z [1,n] jest 3C8-izomorficzna (w sensie odleglosci
Banacha-Mazura), przez pewien dodatni operator, z podprzestrzeniq E;V, gdzie N < (4n?)™.

Z gtéwnego twierdzenia 4.64 otrzymujemy zapowiedziany przyktad przestrzeni z typem
potegowym 1, ale niesumowalnym indeksem Szlenka ([DK16, Corollary 5.11]). Jest to
tsirelsonowska suma prosta T(cy).

W pracy [DK17] zajmowali$my sie zachowaniem typu potegowego Szlenka ze wzgledu
na injektywne iloczyny tensorowe, co — jak zobaczymy nizej — ma pewne znaczenie w geo-
metrii przestrzeni operatorow. Wyprowadziliémy tez kilka twierdzen o tym, ze zaréwno
sumowalnosé¢, jak i typ potegowy Szlenka sa zdeterminowane przez podprzestrzenie osrod-
kowe, co pozwolito roszerzy¢ wyniki uzyskane wezesniej w [DK16].

Dla przestrzeni Banacha X i Y symbolem X®.Y oznaczamy injektywny iloczyn ten-
sorowy. Sens pytania o typ potegowy tego iloczynu zasadza sie na wynikach Causeya [22],
ktory wykazat m.in., ze Sz(X®.Y) < w, o ile Sz(X) < w, Sz(Y) < w oraz obie przestrze-
nie X 1Y sa o$rodkowe (znacznie ogdlniejszy wynik Causeya to [22, Thm. 6.7]). Ponizszy
rezultat tyczy nie tylko przestrzeni osrodkowych.

Twierdzenie 4.67 ([DK17, Main Theorem|). Dla dowolnych niezerowych przestrzeni
Banacha X 1Y spelniajgcych Sz(X) < w oraz Sz(Y) < w

p(X&®.Y) = max{p(X),p(Y)}.

Wspomnijmy tutaj o gtdwnej geometrycznej motywacji dla studiowania typu potego-
wego Szlenka. Ma on bowiem silne zwiazki z modulami asymptotycznej gladkosci i wy-
pukilosci zdefiniowanymi przez Milmana [79] nastepujaco (symbolem cof(X) oznaczamy
rodzine wszystkich podprzestrzeni X skonczonego kowymiaru):

p(t) = su inf  sup ||z +ty|| — 1,
p(t) sup o Jnf) s o+ ty

o(t) = inf s inf +ty|| — 1.
(t) = inf S nf [z + tyl|

Mowimy, ze przestrzen Banacha X jest:

. asymptotycznie jednostajnie gladka, jezeli lim;_ g @ =0,

. asymptotycznie jednostajnie wypukta, jezeli 5(t) > 0 dla kazdego t > 0.

Knaust, Odell and Schlumprecht [61] pokazali, ze osrodkowa przestrzen Banacha X
spehia Sz(X) < w wtedy i tylko wtedy, gdy dopuszcza asymptotycznie jednostajnie gtad-
kie przenormowanie, i wéwczas mozna jg tez przenormowac tak, by modut asymptotycznej
gtadkosci byt typu potegowego, tzn. p(t) < Ct? dla kazdego t > 01 pewnych statych C' > 0,
p > 1. Rownowaznie: X* ma *-stabo asymptotycznie jednostajnie wypukte przenormowa-
nie; zob. [42, Prop. 2.8], z ktérego wynika, ze p jest rownowazny funkcji dualnej w sensie
Younga do *-stabego modutu asymptotycznej wypuklosci 6 (definiujemy go tak, jak 9,
tyle ze ograniczamy sie do *-stabo domknietych podprzestrzeni Y C X*). Wspomniane
wezesniej twierdzenia o przenormowaniach autorstwa Godefroy, Kaltona i Lanciena [42]
daja precyzyjna ilosciowa wersje powyzszego wyniku. Typ potegowy Szlenka odpowiada
mianowicie doktadnie typom potegowym obu wymienionych przenormowan.
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Twierdzenie 4.68 (Knaust, Odell, Schlumprecht, Godefroy, Kalton, Lancien). Zatdzmy,
ze X jest osrodkowq przestrzeniq Banacha i Sz(X) = w. Wowczas X ma asymptotycz-
nie jednostajnie gladkie przenormowanie, a takze takie przemormowanie, ktérego morma
dualna jest *-stabo asymptotycznie jednostajnie wypukia. Doktadniej:

p(X) = inf {q > 1: istnieje takie przenormowanie |- | przestrzeni X, Ze
p(t) < CtP dla kazdego t > 0, gdzie p™' + ¢~ = 1}
oraz

p(X) = inf {p > 1: istnieje takie przenormowanie |- | przestrzeni X, Ze
5 (t) = ct? dla kazdego t > O}

Nasze twierdzenie 4.67 daje wiec informacje na temat asymptotycznej geometrii prze-
strzeni £ (X,Y') operatoréw zwartych. Przypomnijmy, ze jezeli X* lub Y ma whasnosé
aproksymacji, to .# (X,Y) jest izometrycznie izomorficzna z X*®.Y .

Whniosek 4.69 ([DK17, Corollary]). Jezeli X i Y sq takimi niezerowymi przestrzeniamsi
Banacha, ze X* lub'Y ma wlasnosé aproksymacji oraz oba indeksy Sz(X*) i Sz(Y') sq
niewieksze od w, to

p(# (X,Y)) = max{p(X"),p(Y)}.

W szczegolnosci, dla wszelkich 1 < p,q < oo mamy

P(H (. ) = masx{ qj’l}

4.c.8. Wlasnosé trzech przestrzeni dla modulu asymptotycznej gtadkosci

Oméwimy tutaj wyniki pochodzace z pracy [CDK19], wspdlnej z Causeyem i Draga,
ktora z jednej strony rozwija teorie asymptotycznych péinorm i typéw, a z drugiej wiaze
problem trzech przestrzeni z zagadnieniami zwiazanymi z typem potegowym Szlenka.
Przytoczmy na poczatek twierdzenie Brookera-Lanciena ([12, Thm. 3.1]), ktére jest punk-
tem wyjscia dla naszych rozwazan. (Rozwazajac funkcje dualng w sensie Younga, mozna
zamieni¢ & na p zamieniajac tez zwroty nieréwnoéci i kazdy z wyktadnikéw na wyktadnik
sprzezony. )

Twierdzenie 4.70 (Brooker, Lancien). Dopuszczanie asymptotycznie jednostajnie glad-
kiego przenormowania jest wtasnoscig 3SP. Doktadniej, jezeli X jest przestrzeniq Bana-
cha, Y C X domknietq podprzestrzeniq, a stale ¢ >0, p,q € (1,00) spelniajg warunki

Oy (t) > et oraz 5}/Y(t) > ct?  dla wszystkich t > 0,
to dla kazdego 6 > 0 istnieje takie przenormowanie |- | przestrzeni X oraz stala v > 0, Ze
51(t) = "t dla wszystkich t > 0.

W $wietle twierdzenia 4.68 wynik Brookera-Lanciena mozna tez wystowi¢ w ten sposob, ze
jezeli Sz(Y) < wiSz(X/Y) < w, to takze Sz(X) < w izachodzi nieréwnosé p(X) < p(Y)+
p(X/Y). W pracy [CDK19] dowodzimy optymalnej wersji tego twierdzenia — mianowicie,
ze p(X) = max{p(Y), p(X/Y)} (jest dosé¢ oczywiste, ze p(X) musi by¢ co najmniej réwne
prawej stronie, chodzi wiec w istocie o udowodnienie oszacowania gérnego). Strategie
dowodu naszego twierdzenia mozna opisa¢ w kilku gtéwnych krokach:
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(1) uzywamy struktur asymptotycznych oraz faktu, ze elementy owej struktury asymp-
totycznej dla przestrzeni X spelniaja gérne £,-oszacowania dla dowolnego ¢ < p(X)’
(wyktadnik sprzezony);

(2) daje nam to ciag stalych typowych (a, (X)), analogicznych np. do statych typo-
wych dla typu Rademachera;

(3) inspirujac sie rozwiazaniem problemu Palais podanym przez Enflo, Lindenstraussa
i Pisiera [37], kodujemy wtasnosé¢ ‘p(X) < p’ w jezyku ograniczonosci ciagu statych
typowych;

(4) wyprowadzamy nieréwnosé, ktéra daje gorne oszacowanie na stale typowe sumy
skretnej X w jezyku statych ay, ,(Y) 1 o, (X/Y).

Wigkszo$¢ pracy po$wiecona jest rozwinigciu teorii asymptotycznych i operatorowych
odpowiednikéw typu/kotypu Rademachera oraz typu/kotypu martyngalowego (wprowa-
dzonego przez Pisiera [86])?°, a takze przeniesieniu pewnych klasycznych twierdzen teorii
lokalnej (automatyczny typ, dualno$é typ-kotyp, twierdzenie Maureya-Pisiera) na teorie
asymptotyczng. Zdefiniujemy tutaj struktury asymptotyczne tak, jak byty one wprowa-
dzone w [80].

Dla osrodkowej przestrzeni Banacha X rozwazamy nastepujaca gre miedzy dwoma
graczami:

Gracz I wybiera Y; € cof (X)
Gracz Il wybiera y; € Sy,
Gracz [ wybiera Y, € cof (X)
Gracz II wybiera y, € Sy,

Dla n € N oraz A C S% powiemy, ze Gracz II ma strategie wygrywajace w A-grze, jezeli
jest w stanie zawsze doprowadzi¢ do sytuacji, w ktorej (y;)j—, € A po n krokach, bez
wzgledu na to, jakie podprzestrzenie Y; byty wybrane przez Gracza I. Niech M,, bedzie
zbiorem wszystkich znormalizowanych ciagéow bazowych dltugosci n ze stala bazowa nie-
wieksza od 2, przy czy, identyfikujemy ze soba ciagi 1-rownowazne. Wéwczas (M,,, log dy)
jest zwartg przestrzenia metryczna, gdzie d, oznacza stata réwnowaznosci miedzy cig-
gami bazowymi, tj. dp((e;)™y, (fi)7y) = |[[I||||[I7]|, gdzie I: span{e;} — span{f;} jest
izomorfizmem spelniajacym I(e;) = f; dla 1 < i < n.

Definicja 4.71. Niech X bedzie przestrzenia Banacha, n € N. Mowimy, ze ciag (ej)?:1 €
M., jest elementem n-tej struktury asymptotycznej przestrzeni X, i piszemy (ej)}‘:l €
{X},, jezeli zachodzi warunek

Ve>0VY; €cof(X) dy, € Sy, ... VY, € cof(X) dy, € Sy,

db((yj)?:h (ej);‘l:l) <l+e.

Innymi stowy, (e;)7_; € {X}, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego 6 > 0 Gracz II

ma strategie wygrywajaca w As-grze, gdzie As jest kulg w przestrzeni metrycznej M,
o $rodku (e;)%_; i promieniu 4.

Z5Pisier [86] wprowadzil to pojecie w swojej pracy, w ktoérej podat ilogciowe wzmocnienie klasycznego
twierdzenia Enflo o jednostajnie wypuklym przenormowaniu dowolnej przestrzeni superrefleksywnej.
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W celu okreslenia asymptotycznych odpowiednikéw typu/kotypu Rademachera i mar-
tyngalowego, rozwazamy odpowiednie state typowe dla ogélnych struktur blokowych. Dla
danych a > 0, b > 1 oraz n € N definiujemy B%’ jako zbiér par (r,p) pémorm na K"
o nastepujacych wlasnosciach:

(i) 7 jest norma;
(i) 7r(e;) =1 dla kaZdego 1<i<m

(iii) dla wszelkich 1 <m < ni dowolnych skalar6w (a;)?_; mamy
r(i aiei> < br (zn: aie@) oraz p(i aiei> < bp(in: aiei);
i=1 i=1 i=1 i=1
(iv) dla dowolnych skalaréw (a;)"; mamy
p(zn: aiei) Lar (Zn: aiel).
i=1 i=1

Takie ogélne pojecie ma uchwyci¢ mozliwo$¢ badania asymptotycznych struktur dla ope-
ratoréw, co byto jednym z ideologicznych celow pracy. Jezeli bowiem A € Z(X,Y) jest
operatorem, to odpowiadajace mu pary rodzin B%® maja, méwiac z grubsza, postaé (r, p),
gdzie r to oryginalna norma na podprzestrzeni X, natomiast p(x) = ||Ax|| (zob. uwagi po
[CDK19, Definition 2.1]).

Pomijajac przypadek operatorowy, pracujemy z blokami identycznosciowyma, tj. ta-
kimi rodzinami & C Uy, BZ’b, ktore na kazdym poziomie n € N sa domknigte wedtug
naturalnej odlegtosci miedzy parami péinorm na K", zamknicte ze wzgledu na branie
ciagéw blokowych (dokladniej: par pétnorm wyznaczonych przez ciagi blokowe — zob.
[CDK19, Definition 2.1]), a takze kazdy ich element jest postaci (r,r) (czyli odpowiada
to sytuacji, gdy A jest identycznoscia).

Definicja 4.72 (por. [CDK19, Definition 2.5]). Niech a > 0, b > 1 oraz £ C U, By
bedzie blokiem identycznosciowym. Dla n € N definiujemy v, ,,(€) (odpowiednio: 7, ,(E))
jako infimum takich statych T' > 0, ze dla kazdego (r,r) € £ N B%" i dowolnych skalaréw
(a;)f-; mamy

(Zaze,) T\,

gn

odp. < T'll(ai)izs [l

n
r ( Z Eiaiei>
=1

gdzie (g;)"; to rademacherowski ciag zmiennych losowych.

Ly

State o, ,(€) beda odpowiadaé typowi martyngatowemu, natomiast 7,,(€) typowi Rade-
machera. Pomijamy tu analogiczne definicje kotypowych odpowiednikow.

Definicja 4.73 (por. [CDK19, Definition 2.6]). Niech a > 0, b > 1. Dla dowolnych
1 < p,q < oo méwimy, ze blok identycznosciowy £ C Upe, BZ’b ma

« blokowy typ bazowy p, jezeli sup,, a,,(E) < oo,
« blokowy typ p, jezeli sup,, 7,,(€) < o0,
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. blokowy podtyp bazowy p, jezeli oy, ,(E) = o(n'/?"), i.e. lim, n'/*~'a,,(£) = 0,
« blokowy podtyp p, jezeli 7,,(E) = o(n*/?), i.e. lim, n'/P717, () = 0.

Ponizszy wynik na temat automatycznego typu jest istotnie wykorzystywany w zapo-
wiedzianym wzmocnieniu twierdzenia Brookera-Lanciena.

Stwierdzenie 4.74 ([CDK19, Proposition 2.9(i)]). Niech a > 0, b > 1 oraz niech € C
| B2 bedzie blokiem identycznosciowym. Jezeli 1 < N € N oraz 1 < p < r < o0
spetniajq
1 1
a,N(E) < Nv 7,
<

to € ma blokowy typ bazowy s dla kazdego 1 < s < p.

Sekcje 3 pracy [CDK19] poswiecamy twierdzeniom typu Beauzamy’ego [9] dotyczacym
pojecia podtypu i podkotypu. Stwierdzenie 4.74 implikuje, ze blokowy podtyp/podkotyp
(bazowy) automatycznie gwarantuje nietrywialnosé blokowego typu/kotypu (bazowego);
zob. [CDK19, Corollary 2.11]. Uzyskane wyniki typu Beauzamy’ego pozwalaja dowie$¢
odpowiednika klasycznego twierdzenia Maureya-Pisiera.

Twierdzenie 4.75 ([CDK19, Proposition 2.9(vi), (viii)]). Niech a > 0, b > 1 oraz niech
E C U2, B bedzie blokiem identycznosciowym. Wéwczas:

(i) € nie ma nietrywialnego blokowego typu wtedy i tylko wtedy, gdy kanoniczna baza ¢4
jest blokowo skonczenie reprezentowalna na &;

(ii) &€ nie ma nietrywialnego blokowego kotypu wtedy i tylko wtedy, gdy kanoniczna baza
co jest blokowo skonczenie reprezentowalna na &.

Majac tak ogdlny schemat, mozemy zdefiniowaé asymptotyczne wersje typu/kotypu
w wersji Rademachera i Pisiera. Standardowe rozumowania na temat struktur asympto-
tycznych pokazuja, ze dla dowolnej przestrzeni Banacha X rodzina

o

AX) = U (X

n=1
jest blokiem identyczno$ciowym (utozsamiamy tutaj w naturalny sposob ciagi bazowe
z normami). Dla 1 < p < oo in € N okreslamy wiec

pn(X) = apn(A(X))  oraz  7,,(X) = 7. (A(X)).

Definicja 4.73 ma swoje wersje asymptotyczne, jesli w roli £ weZzmiemy wtasnie A(X).
W szczegdlnosci, powiemy, ze X ma asymptotyczny typ p, jezeli sup,, 7n(A(X)) < oo.

Obok typu potegowego Szlenka rozwazamy takze wielkosé t(X) jako supremum tych
p > 1, dla ktéorych X ma asymptotyczny typ p. Twierdzen o wtasnosci 3SP dla p it
dowodzimy niejako jednoczesnie.

Twierdzenie 4.76 ([CDK19, Theorem 7.5]). Niech X bedzie przestrzenig Banacha, a
Y C X domknietqg podprzestrzenig. Wowczas
p(X) = max{p(Y), p(X/Y)}

oraz

t(X) = min{t(Y),t(X/Y)}.

W konsekwencji, dla dowolnych 1 < p,t < oo, wlasnosci ‘p(-) < p’ oraz ‘t(-) =t sq
wlasnosciami 3SP.
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Pozostaje nam wyjasnic¢ blizej zwiazek miedzy stalymi asymptotycznego typu martyn-
gatowego o, ,(X) a typem potegowym Szlenka, a takze sformutowaé nieréwnosé, ktora
realizuje krok (4) nakreslonej wezesniej strategii dowodu powyzszego twierdzenia. Przy-
toczmy w tym celu cze$é twierdzenia Odella-Schlumprechta [82, Thm. 3].

Twierdzenie 4.77 (Odell, Schlumprecht). Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, ktérej
dual X* jest osrodkowy. Wowczas nastepujgce warunki sq parami réwnowazne:

(i) Sz(X) < w;

(ii) istnieje ¢ > 1 oraz stala K < oo takie, ze dla wszelkich n € N, (e;)?_, € {X},, oraz
(a)iy C R mamy

1/q

n n
Zaiei < K(Z |ai’q) ;
i=1 i—1

(iii) istnieje takieq > 1, Ze X spelnia podciggowe gorne lg-drzewowe oszacowania. W isto-
cie, mozna wzigé¢ dowolne q € (1,q), gdzie q spetnia warunek (ii).

Réwnowaznosé miedzy warunkami (ii) i (iii) bierze sie z alternatywnego opisu struktur
asymptotycznych w jezyku drzew. Przy ustalonym 1 < ¢ < oo oraz n € N statg asympto-
tycznego typu martyngatowego oy, (X) mozna réwnowaznie zdefiniowaé jako optymalng
stata K, dla ktorej zachodzi warunek (ii). Wyprowadzajac optymalna wersje ilosciowa
pewnej dychotomii Johnsona [51] (o wyborze albo dlugich blokowych podciagdéw row-
nowaznych bazie {1, albo takich, ktére spetniaja podciagowe gérne {,-oszacowanie), po-
kazalismy w pracy [DK17], ze wyktadnik ¢ w warunku (ii) moze by¢ dowolnie bliski
wyktadnikowi sprzezonemu do p(X).

Twierdzenie 4.78 ([DK17, Lemma 13, 15]). Dla kazdej osrodkowej przestrzeni Banacha
X spetniajgcej Sz(X) < w, kazdy wykladnik q < p(X)" spelnia warunek (i) z twierdzenia
Odella-Schlumprechta.

Jezeli wiec wezmiemy dowolne liczby 1 < r < p < min{p(Y),p(X/Y)'}, to na mocy
twierdzenia 4.78 mamy

C = supmax{a,,(Y),a,,(X/Y)} < 0.

Ostatni krok naszej strategii realizujemy dowodzac nastepujacego lematu.

Lemat 4.79 ([CDK19, Lemma 7.3]). Niech X Y bedq jak wyzej. Dla wszelkich 1 < p <
oo oraz m,n € N mamy

p.mn(X) < 200 (X)apn (V) + 50y (X)) apm (X/Y)

oraz
Tpmn (X) < 2Tpm (X)Tpn(Y) + 570 (X) Tpim (X/Y).

Nasz ciag spetnia wiec nierownos$¢ a,, ,2(X) < 7Ca;,(X) dla kazdego n € N. Stad,
i z monotonicznosci tego ciagu, nietrudno uzyskaé, ze istnieje taka stata Cy, A > 0, ze
apn(X) < Ci(logn)* dla n > 2 (|[CDK19, Lemma 7.4]). Dla dostatecznie duzych N € N

mamy wiec o, v(X) < N %7%, co pozwala uzy¢ naszego stwierdzenia 4.74 o automatycz-
nym typie. Wnioskujemy, ze X ma asymptotyczny typ bazowy r. Jeszcze raz powolujac
sie na twierdzenie 4.78, otrzymujemy, ze p(X) < .
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5.b. Omoéwienie wybranych wynikéw

5.b.1. Bazy Schaudera wzgledem filtrow

Connor, Ganichev i Kadets [26] rozwazali nastepujace uogélnienie klasycznego pojecia
bazy Schaudera. Niech F bedzie filtrem podzbioréw zbioru N, a X osrodkows przestrzenia
Banacha. Ciag (e,)32; C X nazywamy F-bazqg dla X, jezeli dla kazdego = € X istnieje
jednoznacznie wyznaczony ciag skalaréw (a,,)>; taki, ze

n
r = F—1lim age
i 3 e,

wedtug normy, tzn. dla kazdego ¢ > 0 istnieje taki zbior A € F, ze ||x — Y7, arex|| < €
dla n € A. Okreslamy wéwczas funkcjonaly wspétrzednosciowe ef(x) = a, (n € N).
Oczywiscie dla filtru zbioréw koskonczonych mamy do czynienia ze zwyklg bazg Schaudera
i z twierdzenia Banacha wiemy, ze funkcjonaty e sa ciagte.

V. Kadets podczas 4. konferencji pt. Integration, Vector Measures and Related Topics
postawil pytanie, czy dla ogdlnej F-bazy funkcjonaty wspotrzednosciowe musza by¢ au-
tomatycznie ciggle tak, jak ma to miejsce dla bazy Schaudera. Szczegdlnie interesujaca
jest sytuacja dla filtru statystycznego

1
n—oo n

W artykule [Koc12] podajemy czeSciowe rozwiazanie problemu Kadetsa. Zanim sformutu-
jemy gltéwny wynik, przypomnijmy, ze przez charakter filtru x(F) rozumiemy minimalng
moc podrodziny generujacej F czyli

X(F) = min{|B|: BCF, VacrIdpen B C A}.

Niech takze p bedzie klasycznym niezmiennikiem kardynalnym (pseudointersection num-
ber) zdefiniowanym jako najmniejsza moc, dla ktérej zdanie P(p™) jest falszywe, gdzie

P(k): Jezeli &7 jest rodzina podzbioréw N taka, ze |o/| < k oraz Ay N ... N Ay jest
nieskonczony dla wszelkich Ay, ..., Ay € &7, to istnieje nieskonczony zbiér B C N
taki, ze B\ A jest skonczony dla kazdego A € 7.

Gloéwny wynik pracy jest nastepujacy.

Twierdzenie 5.1 ([Kocl12, Theorem 1]). Jezeli x(F) < p, to kazda F-baza (e,)>2, jest
M-bazg z nawiasami, tzn. istnieje taki ciggny < ny < ... liczb naturalnych, ze dla kazdego
xr € X mamy

n

k
pa— 3 * .
T = kh_)rng:l e;(w)e;.

Wszystkie funkcjonaty wspotrzednosciowe sq ponadto ciggle.
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Kluczowy w dowodzie jest fakt, ze twierdzenie Baire’a o kategorii jest prawdziwe dla
mniej niz p zbiorow I kategorii. Niestety, niezaleznie od dodatkowych aksjomatéw mnogo-
Sciowych, mamy y(Fg) = p, tak wiec problem Kadets dla filtru statystycznego pozostaje
otwarty.

5.b.2. Wtasnosci strukturalne wolnych przestrzeni Lipschitza

Jednym z najintensywniej w ostatnich latach badanych kierunkéw teorii przestrzeni
Banacha jest teoria wolnych przestrzeni Lipschitza (ang. Lipschitz-free space), gtéwnie
dzieki fundamentalnej pracy Godefroy i Kaltona [41] (choé¢ obiekty te byly odkryte juz
duzo wcezesniej przez Arensa i Eelsa). Wolne przestrzenie Lipschitza sa efektywnym na-
rzedziem do thumaczenia problemow dotyczacych przeksztatcen lipschitzowskich miedzy
przestrzeniami metrycznymi na problemy dotyczace operatorow liniowych miedzy prze-
strzeniami Banacha. Jezeli M jest przestrzenia metryczng z wyréznionym punktem 0, to
wolna przestrzen Lipschitza nad M, oznacza symbolem F(M), jest naturalnym predu-
alem przestrzeni Lip,(M) rzeczywistych funkcji lipschitzowskich na M, znikajacych w 0.
Poza wyjatkowymi przypadkami, badanie strukturalnych wtasnosci takich przestrzeni jest
zadaniem trudnym. Nie wiadomo na przyklad, czy F({;) jest przestrzenia uniwersalng dla
o$rodkowych przestrzeni Banacha, pros$ciej — czy zawiera izomorficzng kopie cj.

Cuth, Doucha i Wojtaszczyk [27] pokazali, ze dla kazdego n € N przestrzenn F([0, 1]™)
jest stabo ciagowo zupetna, wigc w szczegdlnosci nie moze zawieraé¢ kopii ¢o. Wynik ten
zostal wywnioskowany z twierdzenia Bourgaina [11] o stabej ciagowej zupetosci prze-
strzeni (C1[0,1])*. We wspoélnej pracy [KP18] z E. Perneckd uog6lniamy metode Bour-
gaina i taczymy ja z pewnymi kobinatoryczno-geometrycznymi wtasno$ciami przestrzeni
superrefleksywnych, dowodzac nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 5.2 ([KP18, Main Theorem]). Jezeli M jest zwartym podzbiorem superre-
fleksywnej przestrzeni Banacha, to F(M) jest stabo ciggowo zupelna.

W istocie dowodzimy czegos silniejszego, a mianowice, ze przestrzenie F (M) jak wyzej
maja tzw. wlasnosé Pelczynskiego (V*). Interesujace, ze jednym z istotnych elementéw
dowodu jest ponizszy lemat, zwiazany z martyngatowym podej$ciem Pisiera [86] do pro-
blemu jednostajnie wypuktych przenormowan.

Lemat 5.3 ([KP18, Lemma 7]). Niech (X, |||) bedzie q-wypuklq przestrzeniq Banacha,
gdzie q € [2,00) i niech n € N oraz xq,...,x, € Bx. Istniejg wowczas niepuste zbiory
A, B CA{l,...,n} spetniajgce maxA < min B i takie, Ze

#
(logy n)t/a’

FIERE DI

i€A jEB

gdzie v = 1 jest stalq zalezng tylko od X .

Istnieje kilka ciekawych przyktadéw zastosowan Twierdzenia 5.2 dla przestrzeni me-
trycznych M, dla ktérych wlasnosci F (M) nie datoby sie wywnioskowaé ze znanych wcze-
$niej wynikéw (np. dla kostek Hilberta). Zalozenie zwartosci jest jednak bardzo mocno
wykorzystywane, wiec staba ciagowa zupelnosé przestrzeni F({s) jest kwestia otwarta.
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