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Recenzja rozprawy habilitacyjnej doktora Tomasza Kochanka

1. Ocena osiagniecia naukowego

Dr Tomasz Kochanek jako osiagniecie habilitacyjne przedstawit cykl 7 publikacji naukowych
pod wspdlnym tytutem Problem trzech przestrzeni i metody pozaskonczone w ge-

ometrii przestrzeni Banacha.

Sa to publikacje:

[Koc13] T. Kochanek, Stability of vector measures and twisted sums of Banach spaces,
Journal of Functional Analysis 264 (2013), 2416-2456.

[KK14] T. Kania, T. Kochanek, The ideal of weakly compactly generated operators
acting on a Banach space, Journal of Operator Theory 71 (2014), 455-477.

[HKK14] K. P. Hart, T. Kania, T. Kochanek, A chain condition for operators from
C(K) spaces, Quarterly Journal of Mathematics 65 (2014), 703-715.

[KK16] T. Kania, T. Kochanek, Uncountable sets of unit vectors that are separated
by more than 1, Studia Mathematica 232 (2016), 19-44.

[DK16] S. Draga, T.Kochanek, Direct sums and summability of the Szlenk index,
Journal of Functional Analysis 271 (2016), 642-671.

[DK17] S. Draga, T. Kochanek, The Szlenk power type and tensor products of Banach
spaces, Proceedings of the American Mathematical Society 145 (2017), 1685- 1698.

[CDK19] R. M. Causey, S. Draga, T. Kochanek, Operator ideals and three-space
properties of asymptotic ideal seminorms, Transactions of the American Mathematical
Society 371 (2019), 8173-8215.

Do wniosku zostaly dotaczone o$wiadczenia wspoétautorow, z ktorych wynika, ze w
przypadku prac: [KK14], [KK16], [DK16] i [DK17] wkiad kazdego ze wspétautoréw zostal
oceniony na okoto 50 procentowy. Wkiad autora rozprawy w prace [HKK14] i [CDK19]
zostal ustalony to okolo 40 procent. Nalezy wyraznie podkresli¢, ze wszystkie wyzej

wymienione czasopisma, w ktorych opublikowane zostaly rezultaty stanowiace osiagniecie
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naukowe, naleza do tych, ktére w srodowisku matematycznym uwazane sa za dobre i
bardzo dobre.

Do wniosku dr Kochanek dotaczyt autoreferat, doskonale przygotowany i opracowany
dokument, bedacy bardzo dobrze przemyslanym ”przewodnikiem” po uprawianej tem-
atyce badawczej. Niewatpliwie (w mojej opinii) ten opracowany material podkresla sze-
roka i gleboka orientacje dra Kochanka na uprawiana tematyke.

Tematem rozprawy (jak trafnie dr Kochanek sygnalizuje w poczatkowych akapitach
autoreferatu) sa wybrane zagadnienia z geometrii przestrzeni Banacha i ich wiasnosci
strukturalnych, gdzie szczegdlnie wykorzystuje sie badania rozszerzen przez krotkie ciagi
doktadne i zwiazki z miarami wektorowymi. Przede wszystkim chodzi tu o publikacje
[Koc13] oraz [DK16], [DK17], [CDK19].

Praca [Kocl3] w czesci strukturalnej sprowadza sie do badania tzw. problemu trzech
przestrzeni i stosowania metod pozaskonczonych.

Tutaj, w [Koc13] autor zajmuje sie wektorowymi wersjami twierdzenia Kaltona-Robertsa
i uzyskuje szereg ciekawych i niebanalnych wynikéw pokazujac zarazem relacje pomiedzy
problemem stabilnosci dla miar wektorowych a whasnosciami trzech przestrzeni (poprzez
badanie rozszerzen przez krétkie ciagi dokladne). W pracach [DK16], [DK17], [CDK19],
poswieconych geometrii, autorzy gtéwnie korzystaja z badan wokot indeksu Szlenka, jed-
nego z najwazniejszych indekséw w teorii przestrzeni Banacha.

PrzejdZzmy obecnie do doktadniejszego opisu wynikéw z publikacji [Koc13]: Punktem
wyjscia do dalszych rozwazan moze by¢ obserwacja (wyraznie sygnalizowana w autorefera-
cie dra Kochanka), ze pytanie stawiane przez Kaltona, czy przestrzen Banacha (., nalezy
do klasy K redukuje sie do problemu stabilnosci dla prawie addytywnych rzeczywistych
funkcji zbioru. Przypomnijmy, ze przestrzen quasi-Banacha X jest KC-przestrzenia jezeli
para (X, R) rozszczepia sig, tzn. dla dowolnej przestrzeni quasi-Banacha Z, krétki ciag
doktadny 0 - R — Z — X — 0 rozszczepia sig, co oznacza, ze X nie da si¢ przedstawic
jako topologiczny iloraz przez prosta R nielokalnie wypuklej przestrzeni quasi-Banacha.
Warto wspomnie¢ w tym miejscu, ze stawny wynik Kaltona-Ribe-Pecka (1977-78) orzeka,
ze {1 nie jest K-przestrzenia, tzn. dla krétkiego ciagu doktadnego 0 - R — Z — ¢; — 0,
przestrzen Z nie musi by¢ lokalnie wypukta.

Jak juz wspomnieliSmy, problem trzech przestrzeni mocno wiaze sie z problemem sta-
bilnosci dla prawie addytywnych rzeczywistych funkcji zbioru. W pracy [Kocl3] dr
Kochanek wprowadza nastepujace pojecie mocno inspirowane wynikiem Kaltona- Robertsa

o stabilnosci dla prawie addytywnych funkcji zbioru.

Definition 1 (T. Kochanek). Przestrzenn Banacha X ma wtasnosé SVM (stability of
vector measures), jezeli istnieje stata v(X) < oo (zaleina tylko od przestrzeni X ), Ze

dla dowolnego ciata zbiorow F oraz kazdej funkcji v : F — X spelniajgcej nierownosé
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lv(AN B) —v(A) —v(B)|| <1 dla A,B € F, AN B = 0 istnieje miara wektorowa
w:F — X taka, ze ||v(A) — p(A)|| < v(X) dla A € F.

To pojecie generuje nastepujacy uzyteczny koncept SVM-charakteru przestrzeni Ba-
nacha X bez wlasnosci SVM (wprowadzony przez dra Kochanka w omawianej publikacji)
jako najmniejsza liczbe kardynalna k, dla ktérej X nie ma wilasnosci k-SVM. Te liczbe
oznacza sie symbolem 7(X), zob. Definicja 4.17, autoreferat. Jak autor zauwaza, zawsze
mamy 7(X) > w, a dla kazdej L..-przestrzeni X nawet zachodzi zwiazek 7(X) > w. Pon-
adto (jak dr Kochanek udawadnia), dla dowolnej liczby 1 < p < oo i kazdej nieskonczenie
wymiarowej L,-przestrzeni zachodzi réwnosé 7(X) = w. Wiele klasycznych przestrzeni
Banacha X ma wlasnos¢ SVM tylko w najprostszej formie, tzn. SVM-charakter wynosi
w.

Dr Kochanek pokazuje, ze w przypadku gdy 7(X) > w i X jest dopemialna w swoim
bidualu, to X ma wtasno$¢ SVM. Nawet (wiecej) okazuje sie, ze:

Jezeli istnieje projekcja z X** na X o normie < A, to v(X) < Av(w,X). Ponadto
wnioskuje sig, ze 7(cp) > w 1 7(C[0,1]) > w.

Omawiane przez autora konkretne przyktady motywuja nastepujacy kluczowy i natu-

ralny problem postawiony i rozwazany w [Koc13].

Problem 2. Czy kazda liczba kardynalna jest rowna SVM-charakterowi jakiejs przestrzeni
Banacha?

Autor uzyskuje odpowiedz pozytywna dla szeregu klas przestrzeni Banacha. Badanie
problemu stabilnosci dla prawie addytywnych funkcji zbioru dla przypadku wektorowego
prowadzi dra Tomasza Kochanka do uzyskania ciekawych Twierdzen 4.11 4.3, ktore dostar-

czaja warunkow koniecznych dla wlasnosci SVM i k-SVM.

Theorem 3. Jezeli I' jest liczbg kardynalng i jesli 7(X) > (21)*, to para (foo(T), X)

rozszezepia sie. Jezeli natomiast T7(X) > T', to wowczas para (co(T), X) rozszczepia sie.

Szczegdlnie dobrze opisuje sie przypadek dla przestrzeni Banacha X, ktére sa dopelnialne
w swoim bidualu X**.

Istotnie, dr. Kochanek w Twierdzeniu 8.2 pokazuje, ze dla przestrzeni Banacha X
dopelnialnej w swoim bidualu X** nastepujace warunki sa rownowaze:

(i) X ma wlasnosé SVM.

(i) Ext(X* ¢1) = 0.

(ili) Ext(lo, X**) = 0.

(iv) Ext(co, X) = 0.

Stad uzyskuje sie wzmocnienie wyzej wspomnianych nieréwnosci poprzez nastepujacy

wniosek: 7(C[0,1]) = 7(C0, w*]) = ws.



Uzyskane wyniki i wypracowane nowe techniki ostatecznie doprowadzaja autora do
zasadniczej konkluzji, ktora spina calo$¢ badan w ramach omawianej publikacji. Chodzi

tu o wynik zawarty w Twierdzeniu 7.1 pracy [Kocl13].

Theorem 4. Dla liczby kardynalnej k o nieprzeliczalnej kofinalnosci wtasnosé k-SVM

jest wltasnosciq trzech przestrzeni. Stgd wtasnosé SVM jest wlasno$cig trzech przestrzeni.

Przejde obecnie do krétkiego oméwienia gléwnych wynikéw kolenych publikacji [DK16],
[DK17], [CDK19].

Przypomnijmy tutaj, ze gteboki wynik Namioki-Phelpsa orzeka, ze przestrzen Banacha
X jest przestrzenia Asplunda wtedy i tylko wtedy gdy kazdy niepusty *-stabo zwarty
zbior w dualu X* zawiera niepuste *-slabo relatywnie otwarte podzbiory o dowolnie matej
srednicy, tzn. dla € > 0 istnieje *-stabo otwarty zbiér U C X* taki, ze diam(U N Bx+) < €.
Stad wynika, ze indeks Szlenka Sz(X) = supe0Sz(X,€) dla osrodkowej przestrzeni
Banacha X jest poprawnie okreslony (tzn. ciag derywacji kuli By« wypelia Bx« po
pewnej liczbie krokéw) wtedy i tylko wtedy gdy X* jest oSrodkowa. To pojecie, in-
deks przyporzadkowany kazdej przestrzeni Asplunda, wprowadzone przez Szlenka w 1968
roku postuzyto Szlenkowi w pokazaniu ze nie istnieje przestrzen uniwersalna w klasie
osrodkowych i refleksywnych przestrzeni Banacha. Z biegien lat pojecie indeksu Szlenka
przechodzito szereg modyfikacji.

W pracach [DK16], [DK17] autorzy badaja typ potegowy i sumowalnosé indeksu Szlenka
dla nieskoniczonych sum prostych i injektywnych iloczynéw tensorowych. Twierdzenie 3.2
z pracy [DK16] orzeka, ze dla ciagu (X,,) oSrodkowych przestrzeni Banacha z jednostajnie

sumowalnym indeksem Szlenka suma prosta (B, X,),, ma sumowalny indeks Szlenka.

co
Zalozenia wprowadzone w tym twierdzeniu sa istotne, jak autorzy trafnie zauwazaja.

Bardzo ciekawym i wazkim osiggni¢ciem pracy [DK16] jest Twierdzenie 5.9, gdzie sig
opisuje typ potegowy Szlenka p dla sumy prostej (D, X,)r W sensie przestrzeni Ba-
nacha F ze znormalizowana zwezajaca, 1-bazwarunkowa baza z pewnym warunkiem /,-
asymptotycznosci. Ostatni wspomniany wynik pozwolil autorom uzyskaé¢ prawdopodob-
nie pierwszy przyktad (Wniosek 5.11) przestrzeni Banacha X (jest to tsirelsonowska suma
prosta) o typie potegowym 1 lecz o niesumowalnym indeksie Szlenka.

Jezeli chodzi o publikacje [DK17], to gléwny wynik w niej zawarty (Main Theorem,
rozszerzajacy wyniki Causeya) jest bardzo elegancki i orzeka, ze dla niezerowych przestrzeni
Banacha X i Y takich ze Sz(X) < w i Sz(Y) < w zachodzi nastepujacy zwiazek
P(XE.Y) = maz{p(X), p(Y)}.

Ostatnia praca z powyzszej serii [CDK19] rozwija elementy teorii asymptotycznych i
operatorowych odpowiednikow zaréwno typu i kotypu Rademachera i martyngatowego;

w tym celu autorzy rozwazaja pewne state dla ogélnych struktur blokowych.
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Te rozwazania doprowadzaja do interesujacego wzmocnienia twierdzenia Brookera-
Lanciena (z pracy Three space property for assymptotically uniformly smooth renormings,
JMAA 398).

Autorzy pokazuja nastepujace twierdzenie (chodzi o wynik typu o trzech przestrzeniach,
Theorem 7.5 z pracy [CDK19]).

Theorem 5. Dla przestrzeni Banacha X i jej podprzestrzeni Y zachodzi zwigzek p(X) =
mazx{p(Y),p(X/Y)}. Sted, dla dowolnego ¢ > 1 wlasnosé p(.) < q jest wtasnoscig trzech

przestrzent.

Kolejne dwie prace [KK14] i [HKK14] sa powiazane tematycznie badaniem struktury
kraty domknietych idealéw w algebrze operatoréw ograniczonych B(X) na przestrzeni
Banacha X. Problem podania charakteryzacji kraty domknietych idealéw w ogdlnym
przypadku jest technicznie bardzo trudny i do tej pory jest nierozstrzygnietym poza kilku
konkretnymi przypadkami.

Autorzy pracy [KK14] bedac inspirowanymi wynikami Loya-Willisa-Laustena, ktérzy
scharakteryzowali idealy algebry na przestrzeni Jamesa J,(w;) (1 < p < 00), postawili
sobie zadanie opisania idealéw w algebrze operatoréow tzw. dlugiej przestrzeni Jamesa
Jp(wr) (1 < p < oo) wprowadzonej i badanej przez Edgara w 1980 roku. W tym celu
autorzy pracy [KK14] wprowadzili (wyréznili) pojecie ideatu operatoréw WCG (tj. stabo
zwarcie generowanych).

Glowne wyniki tej pracy widze w Twierdzeniu 3.1 oraz Twierdzeniu 3.7. Pierwsze z nich
ustala pewna wilasnos¢ operatoréw na przestrzeni J,(w;) orzekajaca, ze kazdy operator
T € B(J,(w)) dziala jak mnozenie przez stala na duzym zbiorze liczb porzadkowych w w .
Ta obserwacja pozwolila autorom wyrézni¢ pewien funkcjonat liniowo-multiplikatywny A,
na B(J,(w1)). Okazuje si¢ (Twiedzenie 3.7 z [KK14]), ze jadro tego funkcjonatu okresla
jedyny wilasciwy ideal maksymalny D w B(J,(w1)) (= ideal operator6w WCG).

Ponadto (jak autorzy pokazuja w tej publikacji) operator T' € B(J,(w1)) nalezy do
ideatu D wtedy i tylko wtedy gdy 7' nie jest izomorfizmem na zadnej izomorficznej kopii
przestrzeni J,(wy).

Kolejna (i ostatnia) praca [KK16] w ramach osiggniecia naukowego dotyczy uzyskania
analogonéw dwdch twierdzen Kottmana (1975) i Eltona-Odella (1981) dla nieosrodkowych
przestrzeni Banacha, a dotyczacych zbioréw odseparowanych na sferze przestrzeni Ba-
nacha.

Tematyka ta jest w oczywisty sposéb motywowana naturalnym poszukiwaniem wzmoc-
nieri klasycznego twierdzenia Riesza. I tak, Twierdzenie A pracy [KK16] orzeka, ze dla
przestrzeni quasi-refleksywnych X (odpowiednio, WLD o gestosci > continuum) sfera jed-

noskowa S C X przestrzeni (odpowiednio, sfera jednoskowa S* C X* przestrzeni dualnej
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X*) zawiera nieprzeliczalny (14 )-odseparowany zbiér. Ponadto, dla nieosrodkowej su-
perrefleksywnej przestrzeni Banacha X istnieje € > 0, ze S zawiera (1 + €)-odseparowany
nieprzeliczalny podzbiér. Ciekawy komentarz autorski (zawarty w autoreferacie) wyjasnia,
ze w ramach stosowanych technik w powyzej wspomnianym wyniku nie da sie wzmocnic
tego rezultatu pokazujac go dla nieosrodkowych refleksywnych przestrzeni Banacha.

Cze$¢ omawianej pracy poswiecona jest uzyskaniu odpowiedzi (pozytywnej) na pytanie
Mercorakisa i Vassiliadisa (2015) czy dla nieosrodkowej przestrzeni Banacha C'(K) (funkcji
ciagtych rzeczywistych okreslonych na zwartej przestrzeni K') sfera jednostkowa w C'(K)
musi zawiera¢ (14)-odseparowany zbidr, tj. (Za)aca taki, ze ||z, — 24| > 1 dla a # .
Eleganckie Twierdzenie B omawianej pracy dostarcza nastepujacy wynik:

(1) Jezeli K jest doskonale normalna, to sfera S w C(K) zawiera podzbiér o mocy
gestosci C(K), ktéry jest (1+)-odseparowany.

(2) Jezeli natomiast K nie jest doskonale normalna, to S zawiera nieprzeliczalny podzbiér
A taki, ze ||z — y|| = 2 dla dowolnych réznych z,y € A.

Nalezy stwierdzi¢, ze uzyskane wyniki wymagaty wnikliwego przeanalizowania i rozbu-
dowania szeregu technik dowodowych, wlaczajac pojecia wokot 1-projekeyjnych szkieletow
i wynikéw Erdosa-Rado o kolorowaniu ¢ — (w)3. Swiadczy to o bardzo dobrym przygo-
towaniu merytorycznym autorow pracy, szerokim zakresie wiedzy i intuicji wokdét omaw-

ianego zagadnienia.
2. OCENA RESZTY DOROBKU

Poza wyzej wymienionymi i oméwionymi pracami naukowymi dr Tomasz Kochanek jest
autorem lub wspétautorem 17 artykuléw naukowych znajdujacych sie na liscie Journal Ci-
tation Report, prawie wszystkich ulokowanych w dobrych i bardzo dobrych czasopismach.

Ponadto, dr Kochanek jest rowniez autorem 9 opublikowanych pozycji popularyzujacych
olimpiady matematyczne. Nalezy wspomnie¢, ze dr Tomasz Kochanek brat czynny udziat
w szeregu miedzynarodowych konferencjach naukowych wyglaszajac referaty. Pelna lista
tych wystapieni (odezytéw) jest dotaczona do wniosku. Dr Kochanek brat udziat w kilku
projektach badawczych jako wykonawca. Uzyskiwal wielokrotnie nagrody w Konkur-
sie im. Marka Kuczmy na najlepsza polska prace z réwnan funkcyjnych i zagadnien
pokrewnych; chodzi tu o nagrody z lat 2007, 2008, 2009, 2013.

3. KONCOWA KONKLUZJA

Podsumowujac, w moim przekonaniu, osiagniecie naukowe dra Tomasza Kochanka
stanowi znaczny wkiad w rozwoj dzialu matematyki bedacego jego specjalnoscia naukowa i
plasuje sie w nurcie aktualnie prowadzonych badan w szeregu osrodkach matematycznych.

Dr Tomasz Kochanek wykazuje sie istotna aktywnoscia naukowa, a pozostale osiagniecia
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oceniam réwniez bardzo wysoko. Jego dorobek naukowy jest znaczacy i uznany przez
srodowisko matematyczne. W mojej opinii, okreslone ustawowo osiagniecie naukowe i
pozostaly dorobek naukowy kandydata w pelni spethniaja ustawowe i zwyczajowe kryteria
stawiane kandydatom do otrzymania stopnia doktora habilitowanego.

W zwiazku z powyzszym goraco popieram wniosek o nadanie stopnia doktora habili-

towanego drowi Tomaszowi Kochankowi.



