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1. PODSTAWOWE INFORMACIJE

1.1. Imieg i nazwisko: Volodymyr Berezovskyi.

1.2. Posiadane dyplomy i stopnie naukowe:

e dyplom magistra matematyki, Odeski Paristwowy Uniwersytet, Wydzial
Mechaniki i Matematyki, 1984.

¢ stopien kandydata nauk fizyczno-matematycznych na podstawie roz-
prawy “O prawie geodezyjnych odwzorowaniach przestrzeni z koneksja
afiniczng”, promotor Prof. Josef Mikes, Moskiewski Paristwowy Uni-
wersytet Pedagogiczny, Wydzial Matematyki, 1991.
Certyfikacja dla tego stopnia zostala juz nostryfikowana przez Uniwer-
sytet im. Palacky’ego w Olomuricu, ktéry jest réwnowazny ze stopniem
doktora (Ph.D.) w programie P1102 Matematyki, dziedzina studiéw
1101V003 Algebra i Geometria. Dokument jest zalaczony.

e tytul docenta Katedry Fizyki i Matematyki Umanskiego Instytutu Rol-
niczego, 1995.

1.3. Dotychczasowe zatrudnienie w jednostkach naukowych:

¢ 1986 — 1993 Kierownik Katedry Matematyki w Umariskim Paristwowym
Uniwersytecie Pedagogicznym, (1986 — 1987, asystent),

e 1993 - : Kierownik Katedry Matematyki i Fizyki w Umaniskim Parist-
wowym Uniwersytecie Ogrodnictwa, (1993 — 1999 docent).

1.4. Osiggnigcia naukowe wynikajage z art. 16 ust. 2 ustawy z dnia
14 marca 2003 r. o stopniach naukowych i tytulach naukowych
oraz o stopniach i tytulach w zakresie sztuki: jednotematyczny
cykl 4 publikacji pod tytulem:

Podstawowe réwnania typu Cauchy’ego pewnych odwzorowan
przestrzeni Riemanna i przestrzeni z koneksja afiniczna.

Publikacje wchodzgce w sklad w.w. osiagnieé:

[H1] V.E. Berezovskii, J. Mikes, A. Vanzurovd, Fundamental PDE’s of the
canonical almost geodesic mappings of type w1, Bull. Malays. Math.
Sci. Soc. (2) 37, No. 3, 647-659 (2014).

[H2] V.E. Berezovskii, N.I. Guseva, J. Mikes, On special first-type almost
geodesic mappings of affine connection spaces preserving a certain ten-
sor, Math. Notes 98, No. 3, 515-518 (2015).




[H3] V.E. Berezovskii, N.I. Guseva, 1. Hinterleitner, J. Mikes, Conformal
mappings of Riemannian spaces onto Ricci symmetric spaces, Mat.
Notes 103, No. 2, 304-307 (2018).

[H4] V.E.Berezovskii, 1. Hinterleitner, J. Mikes, Geodesic mappings of ma-
nifolds with affine connection onto the Ricci symmetric manifolds, Filo-
mat 32, No. 2, 379-385 (2018).

2. DYSKUSJA O NAUKOWYCH OSIAGNIECIACH

W pracach [H1-H4] sa réwniez cytowane moje wczesniejsze publikacje [P1-
P25]. Mozna je znalezé w paragrafach 3.1 1 3.7. Publikacje innych autoréw sa
podane na koficu tej rozprawy.

2.1. Wprowadzenie. Dyfeomorfizmy i automorfizmy uogélnionych przest-
rzeni geometrycznych stanowig jeden z najbardziej aktualnych kierunkéw badan
w geometrii rézniczkowe]j. Duza liczba publikacji jest po§wigcona izometrycz-
nym, homotetycznym, konforemnym, afinicznym, geodezyjnym, quasi-geodezyj-
nym, holomorficznie rzutowym, prawie geodezyjnym i innym odwzorowaniom,
transformacjom i deformacjom.

O specjalnych (szczegélnych) odwzorowaniach przestrzeni Riemanna
i przestrzeni z koneksja afiniczng.

Odwzorowanie konforemne, transformacja konforemna lub odwzorowanie
biholomorficzne sg transformacjami, ktére lokalnie zachowuja kat miedzy wek-
torami. Funkcja analityczna jest konforemna w kazdym punkcie, w ktérym
posiada niezerowa pochodna. Odwrotnie, kazde odwzorowanie konforemne o
zmiennych zespolowych, ktére posiada ciggle pochodne czastkowe, jest anali-
tyczne. Odwzorowania konforemne maja duze znaczenie w analizie zespolonej,
jak réwniez w wielu obszarach fizyki i inZynierii.

Kilka waznych kartograficznych rzutowan, wlaczajac rzutowanie Mercatora
83 odwzorowaniami konforemnymi. Pierwszy nietrywialny przyklad odwzoro-
warti konforemnych byt znaleziony przez Lagrangéa w 1779r; bylo to mianowicie
stereograficzne rzutowanie sfery. Pézniej, gdy tensorowe podejécie zaczelo by¢é
bardziej powszechne w geometrii rézniczkowej, H. Weyl [93,94], L.P. Eisen-
hart [21,23] i inni rozwingli nowg, niezmiennicza i bardziej elastyczna teorie
konforemnych odwzorowan. Modyfikacje tej teorii mozemy znalezé n.p. w [44].
W¢réd dyfeomorfizméw przestrzeni z koneksja afiniczna wazna role odgrywaja
geodezyjne i prawie geodezyjne odwzorowania. Teorie geodezyjnych i prawie
geodezyjnych odwzorowaii sa wlasciwie oparte na pracy T. Levi-Civity (48], w
ktdrej postawil i rozwigzal ten problem w specjalnym ukladzie wspéirzednych
migdzy klasycznymi przestrzeniami Riemanna. Warto zauwazyé, ze bylo to’
zwigzane z badaniem dynamiki mechanicznego ukladu réwnaii. Pézniej teorie
geodezyjnych odwzorowaii rozwijali T. Thomas, H. Weyl, L.P. Eisenhart, P.A.
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Shirokov, K. Yano, A.Z. Petrov, A.S. Solodovnikov, N.S. Sinyukov, A.V.
Aminova, R. Deszcz, J. Mikes, I.G. Shandra, S.E. Stepanov i inni w pra-
cach [11,12,39,41,43,58,59,64,82,86,88,93,99], i [H17)].

Problemy podnoszone w badaniach odwzorowari geodezyjnych rozszerzali
V.F. Kagan, V. Vranceanu, P.K. Rashevsky, L.Ya. Shapiro, V.D. Vedenyapin,
A.Z. Petrov i inni. W szczegdlnosci pojecie quasi-geodezyjnego odwzorowa-
nia wprowadzil A.Z. Petrov. Bliskie jemu jest holomorficznie rzutowe odw-
zorowanie przestrzeni Kéhlera, ktére, jako pierwsi rozwazali T. Otsuki i Y.
Tashiro, patrz [59, 65, 82,95].

Naturalnym uogélnieniem tych klas sa prawie geodezyjne odwzorowania
wprowadzone przez N.S. Sinyukova [82]. Potem prawie geodezyjne odwzorowa-
nia badali V.S. Shadny, V.S. Sobchuk, N.V. Yablonska, J. Mikes, V.E. Bere-
zovski, M.S. Stankovic, L.S. Velimirovié¢, M.L. Zlatanovié [85, 90, 91], patrz
tez [P17).

Ta praca jest bezposrednio zwiazana z badaniem przestrzeni, ktére sa uogél-
nieniem przestrzeni symetrycznych i rekurentnych wprowadzonych i rozwaza-
nych odpowiednio przez E. Cartana [8] i W. Walkera [92]. Sa one w naszych
rozwazaniach obrazami specjalnych odwzorowan. Uogélnione symetryczne i
rekurentne przestrzenie byly studiowane w wielu pracach, np.: W. Roter [77),
R. Deszcz [14,15], L. Tamassy, T. Binh [4], Olszak [68-70], i innych.

Podstawowe pojecia teorii dyfeomorfizmu przestrzeni z koneksja
afiniczng. Rozwazmy n-wymiarowa przestrzen z koneksja afiniczna bez skrece-
nia w ukladzie wspélrzednych z i zalozmy, ze n > 2, nizej wszystkie funkcje na
niej sa dostatecznie gladkie. Podstawowe pojecia teorii geodezyjnych i prawie
geodezyjnych odwzorowari mozemy znalezé w [82] i [P17].

Zalozmy, ze we wspélnym ukladzie wspdirzednych z = (z!,...,z") przes-
trzen z koneksja afiniczng A,, dopuszcza dyfeomorfizm f na przestrzen z konek-
sja afiniczng A,.

Niech

Pjj(z) = Tj(z) — T}j(2),

gdzie I“?j (x)1i I‘?j (z) sa wspdirzednymi obiektéw koneksji afinicznych przestrzeni
A, i A, we wspélnym ukladzie wspoirzednych z za$ P:]‘ jest tensorem defor-
macji f.

Definicja 1. Krzywa okreslona w przestrzeni A, jest nazywana geodezyjng,

gdy jej wektor styczny jest réwnoleglty wzdluz niej.

Definicja 2. Krzywa okreSlona w przestrzeni A, (n > 2) jest nazywana prawie
geodezyjng, jezeli istnieje wzdluz niej dwuwymiarowa réwnolegla plaszczyzna
zawierajgca jej wektor styczny.




4

Definicja 3. Dyfeomorfizm f miedzy dwiema przestrzeniami A,, i A,, z koneksja
afiniczng nazywamy odwzorowaniem geodezyjnym, gdy kazda krzywa geodezyjna
Ay, jest odwzorowana na krzywa geodezyjna przestrzeni A,, i vice versa.

Dyfeomorfizm f jest odwzorowaniem geodezyjnym wtedy i tylko wtedy, gdy
tensor deformacji Pz’; we wspdlnym ukladzie wspélrzednych ma nastepujaca
postaé (réwnanie Levi-Civity)

Pfj(z) = $u(2)8} + ¥;(2)8F, (1)
gdzie 6? jest symbolem Kroneckera a 1; kowariantnym polem wektorowym.
Jezeli ¢; = 0, wtedy f jest odwzorowaniem afinicznym.

Definicja 4. Dyfeomorfizm f: A, — A, (n > 2) nazywamy odwzorowaniem
prawie geodezyjnym gdy kazda krzywa geodezyjna A, jest odwzorowana na
prawie geodezyjna krzywa A,.

Dyfeomorfizm f: A, — A, jest prawie geodezyjnym wtedy i tylko wtedy,
gdy tensor deformacji })1’; we wspélnym ukladzie wspdirzednych ma nastepujaca
postaé

Abg APNXY = a PhxNS b AR,
gdzie A?jk = ng + P,-‘J’-ng zas’ a i b sa pewnymi funkcjami zaleznymi od z" i
dowolnego wektora A\*.

Tutaj i nizej symbol “,” oznacza kowariantng pochodna w A,,.

N.S. Sinyukov [82] okreslit trzy typy prawie geodezyjnych odwzorowan =,
T, ™3 z podstawowymi réwnaniami. Mozemy udowodnié, ze jezeli n > 5, to
istniejg tylko trzy takie typy [P1], patrz tez [P16, P17].

Prawie geodezyjne odwzorowania typu m; jest scharakteryzowane przez warunki

h h h
Aiik) = (i50k) + b Pjyy, (2)

gdzie a;; jest pewnym tensorem symetrycznym za$ b; pewnym kowektorem,
nawias (ijk) oznacza symetryzacje indekséw 4, j, k (bez dzielenia).

Jezeli w (2) kowektor b; jest réwny zero, wtedy odwzorowanie nazywamy
kanonicznym. Wiadomo, ze dowolne prawie geodezyjne odwzorowanie typu m;
moze by¢ przedstawione w formie zlozenia kanonicznego prawie geodezyjnego
odwzorowania typu m i odwzorowania geodezyjnego [82].

Uklady réwnarn rézniczkowych czastkowych typu Cauchy’ego. Niewat-
pliwie istnienie rozwiazania podstawowych réwnar implikuje istnienie wspom-
nianych odwzorowan, transformacji i deformacji. Podstawowe réwnania znaj-
dowano w réznych postaciach. Wsréd nich jest szczegélnie wazna postaé’
ukladu réwnari rézniczkowych czastkowych typu Cauchy’ego. W przypadku
liniowym, na problem rozwiazalnoéci uktadu mozemy odpowiedzieé metodami
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algebraicznymi. Badajac taki uklad mamy wiele aspektéw dotyczacych ist-
nienia i jednoznacznodci rozwiazania, rézniczkowalnosci rozwazanych funkcji,
lokalne i globalne wlasnosci rozwigzari. Nizej réwnania rézniczkowe czastkowe
bedziemy krétko oznaczali przez PDEs (ang. partial differential equations).

Uklady PDEs typu Caychy’ego w R". Wprowadzimy tutaj podstawowe
pojecia teorii ukladéw réwnari rézniczkowych czastkowych typu Cauchy’ego.
Ograniczymy si¢ do lokalnej teorii.

Przyjmiemy wypukloéé obszaru D C R™ ze wspélrzednymi z = (2!, 22 . .. ,z™)
i funkcje FA(z,y), i =1,...,n; A=1,...,N,na D c D x RV, Zal6zmy,
ze funkcje FiA(x, y) sa ciagle wzgledem z i rézniczkowalne wzgledem y w ob-
szarze D.

Uklad réwnan réiniczkowych czgstkowych typu Cauchy’ego ma postaé

Ay’ (z) = FMz, y(z)), A=1,...,N, i=1,...,n, (3)
gdzie y(z) = (y'(z),...,y"(z)) sa niewiadomymi funkcjami, 8; = 3/01.

Dla danych poczgtkowych (= warunki poczgtkowe Cauchy’ego)

vi(z) = 4§, A=1,...,N, (4)
gdzie 7o € D;(z0,yd') € D, uklad (3) ma co najwyzej jedno rozwiazanie
v =yi(',. .. 2" (5)

w klasie C! takie, ze (z,y(z)) € D. Z tego powodu ogélne rozwigzanie
ukladu (3) zalezy od r < N parametréw rzeczywistych.

Zalézmy, ze FA(z,y) € CY(D) i poszukujemy rozwigzania spelniajacego
y*(z) € C*(D). Wtedy warunki catkowalnosci (3) maja postaé Okyi(z) =
Okjy(z). Jesli zastosujemy je do (3), to otrzymamy warunki catkowalnosci
ukladu (3):

OFf + FP - 0F/oy® — 0;F — FP . 9F{ /oy = 0. (6)

Dla kazdego rozwiazania (5) uktadu (3), warunki (6) sa spelnione tozsamosciowo
dlaz € D. Wéréd innych te warunki muszg by¢ sphione dla danych poczatko-
wych (4).

Jezeli warunki (6) sa tozsamo$ciowo spetnione dla z € D, wtedy uklad (3)
nazywany zupelnie catkowalnym. W tym przypadku uklad ma rozwiazanie dla
kazdych danych poczatkowych (4), to znaczy, ze ogélne rozwiazanie (5) zalezy
od N parametréw rzeczywistych.

Mieszane uklady PDEs typu Caychy’ego w R".

Zalézmy, ze funkcje y“(z) spelniaja, oprécz (3), takze dodatkowe réwnania
Pt 2yt yN) =0, p=1,...,m. (M)

Funkcje fP(z,y) sa okreSlone w obszarze D.




Uklad (3) i (7) nazywany mieszanym uktadem PDEs typu Cauchy’eqo. Jezeli
studiujemy taki uklad, to réwnoczesnie badamy warunki catkowalnosci (6) i
(7) i oznaczamy je w skrécie przez (B).

Niech FA(z,y) € C"*%(D) i fP(z,y) € C"1(D). Wtedy rézniczkujac krok
po kroku otrzymujemy ciag rézniczkowych przedtuzeri (B;), (Bz),..., (By).
Oznaczmy (Bg) = (B). Teraz (Byy1) otrzymujemy z ukladu warunkéw (By)
za pomoca rézniczkowania wszystkich réwnan przez ;, i = 1,...,n. Warunki
(Bo), (B1),. .-, (Bn) musza byé spelione dla danych poczatkowych (4).

Mozemy udowodnié¢ nastepujace twierdzenie (Eisenhart {22], Finnikov [27],

Rashevskij [76], Sinyukov [82] - tutaj twierdzenie jest formutowane dla rozwiazan

analitycznych).

Twierdzenie 1. W otoczeniu punktu zo = (b)), mieszany uktad PDEs (8)
i (7) typu Cauchy’ego posiada jedyne rozwigzanie (5) klasy C™1, ktére spetnia
warunki poczgtkowe (4) wtedy i tylko wtedy, gdy warunki (By), (B1),..., (By)
sq¢ spelnione w punkcie (o, o), © T jest najmniejszg liczbg, dla ktérej (Briq)
Jjest wynikiem ukladu wszystkich poprzedzajgcych przedtuzen.

Podstawowe badanie (3) polega na sprawdzeniu warunkéw calkowalnosci,
ktére zasadniczo sg algebraicznymi réwnaniami dla nieznanych zmiennych y*.
W przypadku, gdy sa one tozsamosciowo spelnione mamy r = N.

Mieszany liniowy uklad PDEs typu Cauchy’ego w R". Wspomniane
w poprzedniej czegéci uktady sa szczegllnie wazne w przypadku, gdy sa one
liniowe. W tym przypadku réwnania (3) i warunki (6) maja postaé

(@) diy(z) = Fip(e) -y (@) + Fix) 1 () fh)-y®+ fP(z) =0, (8)
gdzie F{}(z), FA(z), f5(z), fP(z) sa funkcjami na D.

Warunk1 calkowalnosci (8a) s algebraicznymi liniowymi réwnaniami wzgle-
dem y” i maja posta¢ réwnan (8b). Oczywiscie, Twierdzenie 1 jest spelnione,
w konsekwencji, problem rozwigzalnosci ukladu liniowego (8) moze byé roz-
strzygniety przez analize algebraicznych réwnan liniowych.

Mieszany PDEs w postaci tensorowej. W zastosowaniach teorii PDEs
réwnania (3) i (7) sa czesto zapisywane w postaci tensorowe;.

Niech D C R" bedzie dziedzing wspélrzednych A, z koneksja liniowa V.
Uklad PDEs typu Cauchy’ego w pochodnych kowaria.ntnych (wzgledem konek-
sji afinicznej V) m nieznanych pél tensorowych Y ;‘1;22 i (z),0=1,...,m,
typu (ps, o) przyjmuje postaé

1112 1,,, 1,11,2 lp
}I,jljZ"‘jqiv (z) F3132 y (x Y ’ ’}n/)’

ilviza"-ang,Jla.g?a"‘ana?k - 1 2

Po prawej stronie ukladu (9) sa funkcje tensorowe typu (ps,q,) zbudowane
w okredlony sposéb za pomoca skoriczonej liczby operacji tensorowych dla

o)



7

nieznanych pél tensorowych Y i takze dla pél pewnych znanych obiektéw

lacznie z koneksja liniowa V. Warunki catkowalnodci ukiadu (9) wynikaja
z tozsamosci Ricci’ego dla tensora Y, ktéry wynika z warunkéw (6):
. [+

i1 - ipy — v M2l piy .. 4 ipy 14 pip,s
}7, jl "'j(h'ra[lm] - Z I 90 Ralm + + X J1"Jge Ralm
_ i1 - dpg a . 1 - ipy T o i1..ipy 1o
},/ ajz - Jos lelm Z ) "'qu—laR]qalm ‘1,/ J1--Jas aSim
1112 - %, 2142 - ¢
— F Po Po

o j1j2"'jqal:m_ P J1J2 dgemil ?

gdzie Rfj & 53 Wspélrzednymi tensora krzywizny i “,” oznacza pochodna kowa-
riantng na A,. Stagd warunki catkowalnosci sg zapisane w postaci tensorowe;.
Zastosowania tych ukladéw. Wiele probleméw geometrii rézniczkowej byto
pomy§lnie rozwigzanych za pomoca jednorodnych uktadéw liniowych réwnan
rézniczkowych typu Cauchy’ego dla przykladu:

e izometryczne i homotetyczne transformacje przestrzeni Riemanna,

¢ afiniczne i rzutowe transformacje przestrzeni Riemanna i rozmaitosdci
z koneksja afiniczna,

e holomorficznie rzutowe transformacje przestrzeni Kahlera,

e afiniczne odwzorowania przestrzeni Riemanna i rozmaitosci z koneksja
afiniczng.

Powyzsze rezultaty byly osiagnigte w latach 1900 — 1960 i prezentowane w
wielu monografiach i pracach naukowych takich jak: Aminova [1-3], E. Cartan
[9], do Carmo [6], I.P. Egorov [19,20], Eisenhart [22,23], Fecko [26], Fubini [31],
Helgason [33], Kobayashi, Nomizu {45], Mikes [64,65], Mikes, Vanzurov4, Hin-
terleitner [59], Norden [67], Penrose, Rindler [71], Petrov [73,74], Radulovié,
Mikes, Gavrilchenko [75], Rashevskij [76], Rund (78], Schouten, Struik [79],
Sinyukov [82,83], K. Yano [95], K. Yano, Bochner [96] i innych.




Nizej przedstawimy nowe wyniki otrzymane w ostatnich 40 latach i zwiaza-
nych z ukladami typu Cauchy’ego. To oznacza, ze dla wspomnianych typéw
geometrycznych probleméw, regularne metody rozwiazan znaleziono dla prob-
leméw takich jak:

geodezyjne odwzorowania przestrzeni Riemanna

(Sinyukov [81,82], 1966),

geodezyjne odwzorowania rozmaitosci z koneksja afiniczna (rzutowa)
na przestrzenie Riemanna (Berezovsky i Mikes [P1], 1989, patrz [P16],
[P17], [64]; Hinterleitner, Mikes [36,37,56], 2008; Uwaga: wynik East-
wooda i V.M. Matveeva [18] wynika z wcze$niej wspomnianych rezul-
tatéw E. Cartana [7] i J.M. Thomasa [87], wykorzystujacych normalna
koneksjg, patrz (21, s. 105].

geodezyjne odwzorowania rozmaitosci Kéahlera (Mikes, 1979-2002, pa-
trz [64]) (Mikes, 1979-2002, patrz [64]),

geodezyjne odwzorowania hiperbolicznych i parabolicznych rozmaitosci
Kéhlera (Mikes, Shiha, Starko, etc., 1989-2002, patrz [64]),

geodezyjne odwzorowania stabych przestrzeni Berwalda i przestrzeni
Berwalda na przestrzenie Riemanna (Mikes, Bécsé, Berezovski [P15],
2008),

geodezyjne deformacje hiperpowierzchni Riemanna w przestrzeniach
Riemanna (Gavrilchenko, Mikes, etc. [32,53,75], 1997),

konformne odwzorowania przestrzeni Riemanna na przestrzenie Ein-
steina (Gavrilchenko, Gladysheva i Mikes [55], 1992, patrz [65]),
holomorficznie rzutowe odwzorowanie przestrzeni Kahlera

(Domashev i Mikes [17,50], 1976, 1980, patrz [65,82]),

holomorficznie rzutowe odwzorowania na przestrzenie Kihlera
(Chodorovs (Skodova), Mikes i Pokorné [84], 2005),

holomorficznie rzutowe odwzorowania hiperbolicznych przestrzeni Kihlera
(Kurbatova [46], 1980, patrz [65]),

holomorficznie rzutowe odwzorowania parabolicznych przestrzeni Kihlera
(Shiha, 1992, patrz [10,65,72)),

prawie geodezyjne odwzorowania typu m; (Berezovsky, Mikes, Vanzurova
[H1]),

prawie geodezyjne odwzorowania typu m; (Vavitkovd, Mikes, etc. [89]),

e F-planarne odwzorowania rozmaitosci z koneksja afiniczna na przestrze-

nie Riemanna (J. Mikes [52], 1994, 1999, patrz [65]),
infinitezymalne F-planarne transformacje rozmaitosci z koneksja afiniczng
na przestrzenie Riemanna (Hinterleitner, Mikes, Stranska [42], 2008). .

Wyniki wspomniane wyzej sa szczeglowo opisane w monografii [P17], ktérej
bylem jednym ze wspélautoréw.
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W konkluzji pokazujemy zastosowania wyzej podanej teorii PDEs, ktére
byly wprowadzone w pracach:

¢ w [H1] otrzymaliémy podstawowe typu Cauchy’ego PDEs kanonicznych
prawie geodezyjnych odwzorowan typu m; na przestrzenie Riemanna i
uogdlnione Ricci-symetryczne przestrzenie,

e w [H2] otrzymaliSmy podstawowe typu Cauchy’ego PDEs dla specjal-
nych pierwszego typu prawie geodezyjnych odwzorowan 7, przestrzeni
z koneksja afiniczna zachowajacych pewien tensor,

e w [H3] otrzymaliSmy podstawowe typu Cauchy’ego PDEs dla kon-
foremnych odwzorowan przestrzeni Riemanna na Ricci-symetrzyczne
przestrzenie,

e w [H4] otrzymalismy podstawowe typu Cauchy’ego PDEs dla geodezyj-
nych odwzorowari rozmaitosci z koneksja afiniczng na rozmaitosci Ricci-
symetryczne.

W nastepne;j czesici przedstawimy te wyniki szczegétowo.

2.2. Podstawowy typu Cauchy’ego uklad PDEs kanonicznych prawie
geodezyjnych odwzorowan typu m; na przestrzenie Riemanna i uogol-
nione Ricci-symetryczne przestrzenie. [H1)].

Niech M, V i g beda rozmaitoscig, koneksja afiniczna i metryka. Udowod-
niliSmy nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 2. Rozmaitosé A, = (M, V) dopuszcza Ty -odwzorowania (tzn.

kanoniczne prawie geodezyjne odwzorowania typu m ) na preestrzer (pseudo- )
Riemanna V,, = (M, g) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje rozwigzanie mieszanego
ukladu typu Cauchy’ego dla1/2n*(n?—1)+n(n+1)2+1 niewiadomych funkcji.

Twierdzenie 3. Rozmaitos¢ A, = (M, V) dopuszcza 71 -odwzorowania (tzn.
kanoniczne prawie geodezyjne odwzorowania typu ) na uogdlniong Ricci sy-
metryczng rozmaitosé A, = (M, V) wtedy i tylko wtedy, gdy zstmeje rozwigza-
nie mieszanego uktadu typu Cauchy’ego dla 1/6n(n + 1)(2n® — 4n? + 5n + 3)
niewtadomych funkcji.

Rozmaito$¢ nazywamy uogélniona Ricci symetryczng rozmaitoscig, gdy j€ej
tensor Ricci’ego spetnia warunek VRic(Y, Z; X) + VRic(X,Z;Y) = 0.

Te twierdzenia wzmacniaja twierdzenie Sinyukova [83], gdzie docelowa przes-
trzenig jest Ricci symmetryczna przestrzen (pseudo-) Riemanna.

2.3. Podstawowy uklad PDEs typu Cauchy’ego dla specjalnych pier-
wszego typu prawie geodezyjnych odwzorowan 7, przestrzeni z ko-
neksjg afiniczng zachowujacych pewien tensor. [H2].

Zalozmy, ze odwzorowanie przestrzeni z koneksja afiniczng A, i A, spehia
warunek

13” k= P Pka + a’(zjék) (10)
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Takie odwzorowania sa szczegdlnym przypadkiem prawie geodezyjnych odw-
zorowan pierwszego typu. Otrzymujemy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 4. Tensor R{‘i ik jest niezmiennikiem prawie geodezyjnych odw-
zorowan przestrzeni z koneksjq afiniczng, ktdre spetniajg warunki (10).

Poniewaz tensor Riemanna przestrzeni afinicznych znika, otrzymujemy na-
stepujace twierdzenie.

Twierdzenie 5. Jezeli przestrzeri afiniczna dopuszcza prawie geodezyjne odw-
zorowania spelniajgce warunki (10) na przestrzen z koneksjg Ay, wtedy A,, jest
réwniez przestrzenig afiniczng.

Tak wigc klasa przestrzeni afinicznych jest zamknieta wzgledem prawie
geodezyjnych odwzorowan spelniajacych warunek (10).
Z warunkéw catkowalnosci (10) otrzymujemy nastgpujace twierdzenie.

Twierdzenie 6. Przestrzeri z koneksjg afiniczng A, dopuszcza_pmwie geode-
zyjne odwzorowanie spelniajgce warunki (10) na przestrzern A, z koneksjg
afiniczng wtedy ¢ tylko wtedy, gdy istnieje rozwigzanie mieszanego uktadu PDEs

typu Cauchy’ego w pochodnej kowariantnej (10) i

1 o pf
%ik = (n—1)(n+2) [+ (PRas — PEGRY ) + RoPS; = 5 Ry 0

_PgiR?ka - R]za +(n+1)- (aj(iplgia ~ 8a k)]) +2(a ikpj a‘]a})ﬁc)] :

wzgledem nieznanych funkcji P} i a;; w tej przestrzeni.

iJ
Z wiasnosci tego ukladu wynika, ze liczba istotnych parametréw, od ktérych
zalezy ogélne rozwiazanie takiego ukladu jest co najwyzej r < 1/2 n(n +1)2.

W konkluzji rozwazmy réwnania (10) w przypadku, gdy tensor a;; tozsamos-
ciowo znika. W tym przypadku (10) przyjmuje prostsza postaé

P, = -P3Ph. (11)

Warunki calkowano$ci réwnaii (11) w przestrzeni afinicznej maja postaé
P"‘Rakm+Ph(1R;") km= 0, réwnania (11) sa zupinie calkowalne. Dlatego réwnania
(11) w przestrzeni afinicznej maja rozwigzanie dla kazdych wartoéci poczatkowych
tensora deformacji Pg (z0)-

Jezeli wartosci poczatkowe sg takie, ze Ph(xo) Z 6 “j)(z0), wtedy w taki
sposéb skonstruowane rozwigzanie okresla prawie geodezyjne odwzorowanie’
pierwszego typu przestrzeni afinicznej A,, na przestrzen afiniczna A, i nie jest
to odwzorowanie geodezyjne. Stad nastepujace stwierdzenie jest uzasadnione.




11

Twierdzenie 7. Istnieje prawie geodezyjne pierwszego typu odwzorowanie na
siebie przestrzeni afinicznej, ktdre spetnia warunki (11). Wszystkie linie proste
przechodzg w krzywe ptaskie.

Na zakoriczenie damy prosty przyklad prawie geodezyjnego pierwszego typu
odwzorowania przestrzeni afinicznej A, na afiniczna przestrzeni A,, spelniaja-
cego warunek (11).

Niech z!, 22, . L,Zt i z',72,...,Z" beda afinicznymi wspétrzednymi odpo-
wiednio w A, i A,,. Punktowe odwzorowanie
1
zh = o (z% - )P+ al,

gdzie cf, ¢ i z sg stalymi takimi, ze 2" # ¢# i det |c?| # 0, okresla prawie
geodezyjne odwzorowanie pierwszego typu od A, do A,.

Prosta weryfikacja pokazuje, ze niezerowymi skladowymi tensora deforma-
cji Pl’]‘ koneksji we wspétrzednych z',z2,...,z" sg P}, = 1/(z" - ), h =

1,2,...,n. Rozwigzanie to spelnia réwnania (11). Latwo pokazaé, e jezeli
tensor deformacji ma takg strukture, to odwzorowanie nie jest ani typu o ani
typu 7r3.

Takie odwzorowanie przeksztalca linie proste w A, ktére, jak wiemy, sa
okreslone réwnaniami postaci zh = ah + bht, gdzie t jest parametrem, na
parabole w A,,, ktére sa okre$lone réwnaniami postaci

ih=Dh + EMt + Fh 2,
gdzie D" = 1/2 ck (a® — ¢*)?, E" = ¢ (a® — ¢*) b* i Fh = 1/2 ¢! (b2)2.
Jedynym wyjatkiem sa linie, dla ktérych wektory E* i F? sg kolinearne.
Wtedy sg one liniami prostymi. Na zakoriczenie odnotujmy, ze relacje (11)

generuja rodzine prawie geodezyjnych transformacji typu 71 przestrzeni plaskich
pod warunkiem, ze wspdtczynniki cﬁ‘, c* i P sg parametrami cigglymi.

2.4. Podstawowy uklad PDEs typu Cauchy’ego dla konforemnych
odwzorowan przestrzeni Riemanna na Ricci-symetryczne przestrze-
nie. [H3].

Odwzorowania konforemne n-wymiarowych przestrzeni Riemanna V,, byly
rozwazane przez wielu autoré6w. Znalazly one zastosowania w ogélnej teorii
wzglednodci (patrz np. [5,13,23,55,59,73,96]). Nizej zalozymy, ze sygnatura
metryki na rozwazanych przestrzeniach V,, begdzie dowolna, to jest kazda V,,
moze by¢ wlasciwg przestrzenia Riemanna lub przestrzenia pseudo-Riemanna.

Brinkmann redukuje pytanie czy przestrzeri Riemanna V,,, n > 3, moze byé
odwzorowana konforemnie na przestrzenie Einsteina ¥, do problemu rozwigzal-
nosci nieliniowego ukladu réwnan rézniczkowych typu Cauchy’ego w pochod-
nych kowariantnych dla n + 1 nieznanych funkcji [5]. Ten problem w detalach
by} rozwazany przez Petrova w jego monografii [73].
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W [55] (patrz takze [59,65] i [P17]), podstawowe réwnania odwzorowari
byly zredukowane do liniowego ukladu réwnar rézniczkowych typu Cauchy’ego
w pochodnych kowariantnych, dla ktérych mozna dokonaé oszacowania, liczby
7 dowolnych parametréw okreslajacych ogélne rozwigzanie problemu. Innymi
stowy, stopiert mobilnosci przestrzeni Riemanna wzgledem konforemnych odw-
zorowanl na przestrzenie Einsteina zostat znaleziony.

W [25], pierwsza luka w dystrybucji stopnia mobilnoéci przestrzeni Rie-
manna wzglgdem odwzorowan konforemnych na przestrzenie Einsteina byla
oszacowana. Jak wiadomo, [55], przestrzenie z maksymalnym stopniem mo-
bilnosci r = n + 2 sg dokladnie przestrzeniami konforemnie plaskimi. Otrzy-
mano tensor charakteryzujacy niekonforemnie plaskie przestrzenie Riemanna,
dla ktérych r = n — 1. W ten spos6b otrzymano ostre granice dla pierwszej
luki w dystrybucji stopnia mobilnosci przestrzeni Riemanna wzgledem odw-
zorowan konforemnych na przestrzenie Einsteina i zostaly opisane maksymal-
nie mobilne niekonforemnie plaskie przestrzenie Riemanna z danym stopniem
mobilno$ci.

W tych badaniach, geometryczne obiekty byly rozwazane przy zalozeniu
dostatecznego stopnia gladkosci. W [24] byly badane minimalne warunki na
rézniczkowalnoéé geometrycznych obiektéw konforemnych odwzorowan przes-
trzeni Riemanna V;, na przestrzenie Einsteina. Uklad réwnan okreslajacy te
odwzorowania byl znaleziony w postaci zamknigtego liniowego ukladu typu
Cauchy’ego w pochodnych kowariantnych z minimalnymi zadaniami na réznicz-
kowalnos$é metryk rozwazanych konforemnie zgodnych przestrzeni.

W [24] rozwazamy konforemne odwzorowania przestrzeni Riemanna V,, na
Ricci symetryczne przestrzenie Riemanna. Zauwazmy, ze Ricci symetryczne
przestrzenie charakteryzuja si¢ kowariantnie stalym tensorem Riecci’ego, przez
to sa one naturalnym uogélnieniem przestrzeni Einsteina. To otwiera nowy
kierunek rozwoju dla problemu odwzorowan konforemnych na przestrzenie
Einsteina.

Na zakonczenie wprowadzenia przypomnijmy, ze geodezyjne odwzorowa-
nia przestrzeni Einsteina i Ricci symetrycznych byly studiowane przez Mikesa
w [43,60,61], patrz tez [59,64] i [H17].

W [H3] otrzymaliSmy podstawowe réwnania problemu konforemnych odw-
zorowan na Ricci symetryczne przestrzenie w postaci zamknigtegu ukladu typu
Cachy’ego w pochodnych kowariantnych. Okreslamy liczbe istotnych paramet-
16w, od ktérych zalezy ogélne rozwiazanie tego (nieliniowego) uktadu.

Rozwazmy odwzorowanie f przestrzeni Riemanna V,, z tensorem metrycz-
nym g na przestrzen Riemanna V, z tensorem metrycznym g. Zalézmy, ze
przestrzenie Riemanna V;, i V;, sa wyposazone w uklad wspoélrzednych z ="
(z1,22,...,2™) wspdlny z odwzorowaniem. Zakladamy, ze n > 2 i rozwazane

funkcje sa dostatecznie gladkie.




13

Moéwimy, ze odwzorowanie f: V,, — V,, jest konforemne gdy we spélrzednych
T tensory metryczne g i g sa proporcjonalne i ich wspéirzedne spelniaja warunek

= 62 (@) Gij (.’E),

9ii(z)
gdzie (z) jest funkcja.
Z powyzszego warunku wynika, ze odwzorowania konforemne zachowuja kat
miedzy wektorami stycznymi do krzywych. Ta wlasno$é calkowicie charak-
teryzuje odwzorowania konforemne.

Udowodnilismy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8. Przestrzeri Riemanna V, moze byé konforemnie odwzorowana
na Ricci symetryczng przestrzeri Riemanna V,, wtedy i tylko wtedy, gdy zamk-
nigty typu Cauchy’ego uklad réwnan w pochodnych kowariantnych

Vi =

1 -
Yij = ;{‘%yzj + i — — (Rij — Ryj),

Rijk = 24k Rij + vi Rk + ¥ Rix — ¥*Riagjk — ¥*Rjagir,
(n—1) px = g ((n = 2y Ry + (n— 1) PpRap — 1//5Rak) +
(R+(n=1)-p)-px—1/2 Ry
jest rozwigzalny w V,, vzgledem nieznanych funkcji (), vi(z), u(z) i Rij(z) (=

Rji(x )-

Stad ogdlne rozwigzanie ukladu réwnan rézniczkowych, podanego wyzej,
zalezy od (1/2) n(n+ 1) + n + 2 wartosci poczatkowych niewiadomych funkcji
w punkcie xg, mianowicie od (o), ¥i(zo), pu(zo) i R;j(zo) (= Rji(zo)), ktdre
ogdlnie moga zalezeé¢ od siebie.

2.5. Podstawowe typu Cauchy’ego PDEs dla geodezyjnych odwzoro-
wan na Ricci symetryczne przestrzenie. [H4].

Praca [H4] jest poswigcona dalszemu rozwojowi teorii geodezyjnych odw-
zorowan rozmaitosci z koneksja afiniczna. Ta teoria jest inspirowana praca
Levi-Civity [48], gdzie postawil on i rozwigzal w specjalnym ukladzie wspélrzed-
nych problem znalezienia metryk Riemanna ze wspSlnymi geodezyjnymi. Odno-
tujmy, ze bylo to potaczone z badaniem dynamiki ukladéw mechanicznych.
Pézniej teorig geodezyjnych odwzorowarn rozwijali w swoich pracach Thomas,
Weyl, Cartan, Shirokov, Solodovnikov, Petrov, Sinyukov, Prvanovié, Mikes,
patrz [21,23,59,64,73,75,82].

Geodezyjne odwzorowania odgrywaja fundamentalng role w teoretycznej
mechanice i fizyce, szczegélnie w ogélnej teorii wzglgdnosci 48,73, 74] i takze
w podstawach geometrii specjalnych liniowych struktur [57].
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Geodezyjne odwzorowania bardziej ogélnych klas rozmaitosci (Finslera, i
uogdlnione Einsteina) byly studiowane w pracach [66,97,98,100]. Odwzorowa-
nia geodezyjne i rzutowe transformacje przestrzeni symetrycznych, rekurent-
nych, Ricci symetrycznych, pélsymetrycznych, Einsteina i ich uogélniert byly
studiowane w [11,12,16,28-30, 35,51,59-64, 68,69, 73, 75, 82, 83].

W latach pigédziesigtych ubiegtego wieku Sinyukov [80] badal geodezyjne
odwzorowania equiafinicznych symetrycznych rozmaitosci z koneksja afiniczna
na przestrzenie (pseudo-) Riemanna. Udowodnit, ze te przestrzenie (pseudo-)
Riemanna musza mie¢ stalg krzywizng. To jest takze prawdziwe dla rekurent-
nych rozmaitosci. Ten wynik byl wielokrotnie powtarzany, patrz [59,64, 82].

Mikes [51, 62-64] rozwinal rezultaty otrzymane przez Sinyukova. Wyzej
wspomniane rezultaty sa takze prawdziwe dla uogélnionych rekurentnych przes-
trzeni. W pracy [35] Hinterleitner i Mikes udowodnili, ze obrazami tych odw-
zorowani mogg by¢ rozmaitosci Weyla. Podobne wyniki sa takze prawdziwe dla
geodezyjnych odwzorowan nieeinsteinowskich Ricci symetrycznych przestrzeni
na przestrzenie (pseudo-) Riemanna [61]. Zauwazmy, ze geodezyjne odw-
zorowania przestrzeni Einsteina byly studiowane przez Mikesa [60] i innych, pa-
trz [37,59]. Sinyukov [81,82], podczas studiowania geodezyjnych odwzorowan
migdzy przestrzeniami (pseudo-) Riemanna znalazl, ze ogdlne rozwiazanie
zalezy od skoticzonej liczby rzeczywistych parametréw. Taki wynik otrzymal
takze dla odwzorowar geodezyjnych rozmaitosci z koneksja afiniczng na prze-
strzenie (pseudo-) Riemanna [P1] i takze dla przypadku geodezyjnych odw-
zorowari uogdlnionych przestrzeni Finslera na przestrzen (pseudo-) Riemanna,
i)

W podanych badaniach najwazniejsze réwnania odwzorowan geodezyjnych
rozmaitosci A, z koneksja afiniczng na Ricci symetryczna rozmaito$é A, byly
otrzymane w postaci ukladu réwnan rézniczkowych czastkowych typu Cau-
chy’ego. Warunki ich catkowalnosci zostaly znalezione. Liczba niezaleznych
parametréw rzeczywistych wplywajacych na ogélne rozwigzanie tego uktadu
zostala znaleziona. Ostatecznie otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 9. Rozmaitos¢ A, z koneksjg afiniczng dopuszcza geodezyjne
odwzorowanie na Ricci symetrycang rozmaitosé A, wtedy i tylko wtedy, gdy
w Ap, istnieje rozwigzanie zamknigtego uktadu réwnar typu Cauchy’ego w pochod-
nych kowariantnych

Rijm = 2$mRij+ ¥ Ryj +¥;Rim,
Yij "t [nRij + Rji — (nRij + Rji)] + ¢it;
waglgdem funkeji niewiadomych R;j(z) i ¥y(x).

Ogolne rozwigzanie tego ukladu réwnari zalezy od nie wiecej niz n(n + 1)
niezaleznych parametréw.
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Jest oczywiste, ze ten uklad nie jest liniowy wzgledem niewiadomych funkcji
Rij(z) i ¥i(z). Otrzymali$my ich warunki calkowalnosci. Tak wigc, warunki
catkowalnosci odwzorowan geodezyjnych rozmaitosci A,, z koneksja afiniczna
na equiafiniczna (I_?,u = Rji) symetryczna rozmaitosé¢ A, beda liniowe wzgledem
nieznanych funkcji R;;(z) i vi(z).

Rozmaito$é A, z koneksja afiniczna V nazywamy (lokalnie) symetryczng
jezeli jej tensor Riemanna jest kowariantnie staty (E Cartan [7]).

Dlatego symetryczne rozmanitosci A, sa charakteryzowane przez warunek

ph
Rijklm =0.

Jest oczywiste, ze symetryczne rozmaitosci sa jednoczes$nie rozmaitos$ciami
Ricci symetrycznymi. Z drugiej strony, symetryczne rozmaitosci sa pélsymet-
ryczne. W 1950 r. takie przestrzenie byly wprowadzone przez Sinyukova [80],
sg one charakteryzowane przez nastgpujacy warunek

R h _
Riikiim — Rijrgmu =

0.
Odwzorowania geodezyjne pSlsymetrycznych przestrzeni byly studiowane przez
Sinyukova [80, 82] i Mikesa [51,59,61-64,82], patrz [59,82] i [P17]. Byly one
badane takze przez R. Deszcza [15].

Rozwazmy odwzorowanie geodezyjne f rozmanitosci A, z koneksja afiniczna V
na symetryczna rozmaitoéé A, z koneksja V. Otrzymamy nastepujace twierdze-
nie.

Twierdzenie 10. Rozmaitosé A, z koneksjq afiniczng dopuszcza odwzorowanie
geodezyjne na symetryczng rozmaitosé A, wtedy i tylko wtedy, gdy w A, ist-
nieje rozwigzanie mieszanego uktadu réwnan typu Cauchy’ego w pochodnych
kowariantnych

Ry = 20mBE, +iRM  + 0 RE L+ pRE, — SRyl RE,,
Bi j ) [nRi; + Rji — (nRij + Rji)| + vij,

R?(jk) (z)=0 and R?ijk) (z)=0

wzgledem niewiadomych funkcji Rfjk(x) i Yi(z).

Jest oczywiste, ze ogline rozwiazanie mieszanego zamknietego ukladu réwnan
typu Cauchy’ego zalezy od nie wigcej niz

%ns(n—l)—l—n

niezaleznych parametréw.
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Opiszemy teraz podana wyzej liste prac. Oméwimy w szczegdlnosdci naj-
wazniejsze wyniki, ktére osiagneliémy studiujac dane zagadnienia.

3.3. O odwzorowaniach geodezyjnych. Wazna cze$é teorii geodezyjnych
odwzorowan (GM) dotyczy przypadkéw, gdy jedna z rozmaitosei jest rieman-
nowska, t.j. klasyczna (dodatnio okreSlona) przestrzeniag Riemanna, mozliwe
tez rozmaitoscia pseudo-Riemanna. Zauwazmy tez, ze problem geodezyjnych
odwzorowan na przestrzenie Riemanna jest réwnowazny z metryzowalnoscia
lub rzutowa metryzowalnoscig (rzutowej) koneksji, patrz [18].

Dla geodezyjnych odwzorowan miedzy klasycznymi rozmaito$ciami Rieman-
na, podstawowe réwnania Levi-Civita znalazl w innej réwnowaznej postaci.
Jednakze te réwnania, sa zachowane w ogélniejszym przypadku, gdy rozmaitosé
z koneksja afiniczna A,, jest geodezyjnie odwzorowywana na rozmaitosé¢ Rie-
manna V;,. Zalézmy, ze V,, jest (klasyczna) przestrzenia Riemanna lub pseudo-
Riemanna.

Zauwazmy, ze réwnania Levi-Civity nie sa réwnaniami typu Cauchy’ego.
Sinyukov rozpoczal badania nastepujacego problemu: znaleZé wszystkie przes-
trzenie Riemanna V,, ktére dopuszczajg geodezyjne odwzorowania na z géry
okreslong przestrzeri Riemanna Vg, patrz [64,82].

To oznacza, ze musimy znalezé wszystkie tensory metryczne g, ktore sa
rozwigzaniami réwnan Levi-Civity (1). Réwnania te sa nieliniowe wzgledem
wspélrzednych tensora metrycznego g i dla ich rozwiazania nie istniejg stan-
dardowe metody. Sinyukov (patrz [64,82]) otrzymal dla tego problemu uklad
réwnan liniowych typu Cauchy’ego.

Otrzymujemy nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 11. (Mikes, Berezovski [P3]) Rozmaitos¢ A, z koneksjq afiniczng
dopuszcza geodezyjne odwzorowanie na rozmaito$¢ Riemanna V,, z tensorem
metrycznym gi;(x) wtedy i tylko wtedy, gdy nastepujocy uktad réwnan rézniczko-
wych typu Cauchy’ego w pochodnych kowariantnych

(a) Fijk = 2UkGi; + Vugk

(b) nbi; = ni; + pdij + Rij + 5iadP RE,; — 737 RS

() (n— 1)“',11 = 2(n-— 1)‘1’0@’8ng7¢—

—wagaﬂwRBi—n_-?——IRzﬂi - R‘iﬁ) + gaB(R;ﬁi,y + Ra’i,ﬂ - %R:yyai,ﬂ)‘

posiada rozwigzanie wzgledem symetrycznego tensora gij(x) (det(gij(x)) # 0),
kowektora ;(x) i funkcji p(z), przecinek “,” oznacza pochodng kowariantng
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wzgledem koneksji w A, 3 () sq wspélrzednymi tensora odwrotnego do (gs5(x))
za$ thjk i R;; sq tensorami odpowiednio Riemanna i Ricci’ego rozmaitosci Ay,.

Twierdzenie 12. [P3] Przestrzen equiafiniczna A, dopuszcza odwzorowanie
geodezyjne na przestrzen Riemanna V,wtedy i tylko wtedy, gdy zupelny uktad
lintowych réwnan rézniczkovych typu Cauchy’ego w pochodnych kowariantnych
w A,

(a) a?, = X&l + N6
(b) n /\i’j = u (5; — aiaRaj - a"‘ﬂRflﬂj;
() (m—1p; = —2(n+1)A%Rq; — a"‘ﬂ(2Rm-,5 — Ry3.)

posiada Tozwigzanie wzgledem nieznanego symetrycznego niezdegenerowanego
tensora a¥, wektora l* i funkcji .

. h . _ ’ . » . . . .
Tutaj R, © Ri; = R, ; sq wspdlrzednymi tensoréw Riemanna i Ricci’ego
w Ay, przecinek “,” oznacza pochodng kowariantng w przestrzeni A,.

Na kazdej rozmaitosci z koneksja afiniczna I' Z (z) istnieje normalna konek-
sja afiniczna F;‘j, patrz E. Cartan [7] i J.M. Thomas [87], patrz tez [21,
s. 105]. Te koneksje maja wspélne geodezyjne. Z drugiej strony, normalna
afiniczna koneksja jest equiafiniczna. Dlatego wyzej wspomniane stwierdze-
nie jest prawdziwe dla wszystkich przestrzeni z koneksja afiniczng. PéZniej,
podobne wyniki otrzymali Matveev i Eastwood {18] z powolaniem sig¢ na [P3].

Analogiczne rezultaty otrzymano dla odwzorowan geodezyjnych przestrzeni
Finslera na przestrzenie Riemanna [P9]. W [P22] i [P25] badaliSmy geodezyjne
odwzorowania na symetryczne i Ricci symetryczne rozmaitosci. W tych przy-
padkach takze znalezliSmy podstawowe ukiady typu Cauchy’ego. Przypomni-
jmy, ze duzo innych badaczy réwniez studiowalo to zagadnienie, patrz np. [49].

3.4. Odwzorowania prawie geodezyjne. Jak juz wspomniano wyzej prawie
geodezyjne odwzorowania sa uogélnionymi odwzorowaniami geodezyjnymi.
N.S. Sinyukov [82] okre§lit trzy typy prawie geodezyjnych odwzorowari: 71,72
i m3. Kwestia zupelnosci takiego podzialu pozostaje otwarta. W pracy [P4]
udowodniliSmy, ze nie istnieja inne typy précz wymienionych dla n > 5.

Praca [P5] jest po$wigcona badaniu odwzorowan 7; z warunkiem zachowa-
nia n-ortogonalnego ukladu hiperpowierzchni. Znaleziono metryki Riemanna,
ktore dopuszczaja wspomniane odwzorowania.

W pracach [P6] - [P8], [P10] — [P15] badaliSmy specjalne przypadki prawie
geodezyjnych odwzorowan pierwszego typu. ZnaleZliSmy tam podstawowe
réwnania w postaci ukladu typu Cauchy’ego.

Zal6zmy, ze odwzorowywane przestrzenie z koneksjami afinicznymi A, i A,
speliaja nastepujace warunki:

Pl + Pl j = —P§ Py — PRPa; + 8aj0)- (12)

)
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Odwzorowania te przedstawiaja szczegdlny przypadek prawie geodezyjnych
odwzorowan pierwszego typu (2). Otrzymujemy nastepujace stwierdzenie [P15].

Twierdzenie 13. Tensor Riemanna R ik jest niezmienniczym geometrycznym
obiektem przestrzeni z koneksjg aﬁmczng, wzgledem prawie geodezyjnych odw-
zorowans okreslonych przez (12).

Twierdzenie 14. Jezeli przestrzen afiniczna A, dopuszcza prawie geodezyjne
odwzorowanie okreslone przez (12) na A,, wtedy A, jest takie przestrzenig
afiniczng.

Stad, przestrzenie afiniczne tworza zamknieta klase prawie geodezyjnych
odwzorowan okreslonych przez (12). Réwnania (12) moga byé zredukowane
do zamknigtego typu Cauchy’ego ukladu w pochodnych kowariantnych.

Rozwazmy kanoniczne prawie geodezyjne odwzorowanie pierwszego typu
przestrzeni z koneksja afiniczng A, — A, okreslone przez nastgpujace rtéwnania
(patrz [P20]):

P, + Pk ;= -P3Ph — P3Pk + ai(j‘sl’:): (13)

gdzie a;; jest tensorem symetrycznym (przecinek oznacza pochodna kowa-
riantng w przestrzeni z koneksja afiniczng 4,).

Réwnania (13) moga byé zredukowane do zamknietego typu Cauchy’ego
ukladu w pochodnych kowariantnych wzgledem funkcji Pi'; (z)1ia4(x). Mozemy
udowodnic, ze liczba istotnych parametréow, od ktérych zalezy ogdlne rozwigzanie
takich uktadéw nie przekracza n(n + 1)2/2.

Twierdzenie 15. Tensory
~Rh, 1 (Ri;0f — Ryo™) Wi; = Rij — Rj;
Uk ijk _1 1%k k%5 )5 iy — g g2

i rzutowy tensor krzywizny Weyla sq¢ niezmienniczymi geometrycznymsi obiek-
tamt wzgledem prawie geodezyjnego odwzorowania pierwszego typu okreslonego
przez (18).

Twierdzenie 16. Jezeli rzutowo euklidesowa lub equiafiniczna przestrzen A,
dopuszcza prawie geodezyjne odwzorowanie, scharakteryzowane przez (13), na
Ay, wtedy A, jest takie odpowiednio rzutowo euklidesowq lub equiafiniczng
przestrzenig.

Dlatego rzutowo euklidesowe i equiafiniczne przestrzenie tworza zamknigte
klasy wzgledem prawie geodezyjnych odwzorowan okreslonych przez réwna-
nia (13). '

W przypadku, gdy tensor a;; tozsamosciowo znika, réwnania (13) sa zupelnie
catkowalne.
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3.5. Niezmiennicze geometryczne obiekty poszczegélnych odwzoro-
wan. Wiadomo, ze T.Y. Thomas otrzymal niezmienniczy obiekt geometry-
czny wzgledem geodezyjnych odwzorowari. Jest to parametr rzutowy. H. Weyl
[93] otrzymal obiekty tensorowe, ktére sa niezmiennikami odpowiednio kon-
foremnych i geodezyjnych odwzorowan. Analogicznie znaleziono obiekty, ktére
sg niezmiennikami wzgledem holomorficznie rzutowych odwzorowan. Jak wia-
domo, tymi obiektami sa: tensor Weyla konforemnej krzywizny, tensor Weyla
rzutowej krzywizny i tensor Yano holomorficznej krzywizny.

W pracy [P24] studiujemy odwzorowania, ktére zachowuja tensory Rie-
manna i Ricci’ego. Taki problem byl badany dla geodezyjnych i kanonicznych
prawie geodezyjnych odwzorowan m;. W tym przypadku znalezliSmy ten-
sorowe kryteria, dla ktdérych te tensory sa zachowane.

3.6. Koncyrkularne pola wektorowe przestrzeni z koneksja afiniczna.
Koncyrkularne pola wektorowe sa $cisle zwigzane z konforemnymi, geodezyjny-
mi i innymi odwzorowaniami, patrz [82] i [P17]. Praca [P19] jest poswigcona
badaniu podstawowych réwnan tych pél wektorowych. Okre§lamy warunki
rézniczkowalnoéci obiektéw geometrycznych i otrzymujemy tensorowe kryteria
przestrzeni, ktére dopuszczaja maksimum niezaleznych koncyrkularnych pdl
wektorowych.

3.7. Podrozmaitosci zespolone. W koricu, w [P23] z Cherevko i Chepurng
badamy podrozmaitosci zespolone LCK-rozmaitosci, rozmaitosci pseudo Vais-
mana i Vaismana. Ta praca jest poSwigcona immersji podrozmaitosci w LCK-
rozmaitosci, gdy przestrzen styczna w kazdym punkcie podrozmaitosci jest
normalna do pola Lee’ego i znajdujemy warunki, dla ktorych LCK-rozmaito$é
dopuszcza immersje podrozmaitoéci zespolonych. Badamy takze wlasnosci
form Lee’ego rozmaitosci Vaismana i pseudo-Vaismana.

Na zakoriczenie, wiele otrzymanych rezultatéw w bardziej rozwinigtej postaci
jest zawartych w monografii [P17] i przegladowych pracach [P16] i [P18].

4. PLAN DLA PRZYSZLYCH BADAN NAUKOWYCH

Planujemy kontynuacje badan geodezyjnych i prawie geodezyjnych odw-
zorowan i ich uogdlnien.

Geodezyjne i holomorficznie rzutowe odwzorowania maja wiele otwartych
probleméw. Ostatnio wielu matematykéw pracuje intensywnie nad rozwigzaniami
tych otwartych probleméw, dla przyktadu [34,38,40,54]. W tej pracy zakladamy
kooperacje z kolegami z Czech, Wegier, Polski i Ukrainy,

Ponadto, wigkszo$é wynikéw byla otrzymana dla geometrii lokalnej. Zakladamy
badanie probleméw globalnych, gdy przestrzenie sa zwarte lub geodezyjnie
zamkniete. Na tym polu wielu naukowcéw kontynuuje swoje badania.
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