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Sur Pintégration directe des équations d’évelution 2
par

T. LEZANSKI (Lublin) -

Resumé. On considére dans ce travail les opérations: T(ty,t) et D/Dt défi-
niées dans [1] au moyen d’une opération fondamentale §(3, &).

De plus, on introduit ici deux nouvelle opérations fondamentales: Sy(t, &) —
“presque inverse” 3 8 (2, 2), et S§*(t, &) — Padjointe & S (I, &) ; on construit les opérations
correspondentes Ty (fy,?) et Di/Di, D*/Dt — suivant la méthode exposde d&ns [1],
et on étude les rélations entre eux et T (iy, t). En particulier on déduit une condition
suffisante pour que I'(s, ) ait I'inverse continue, ou qu’elle soit isométrique, ou bien
que Péquation: T'(s, f)@ = y ait solutions pour yeX; (s <1). On montre les formules:

[

D
yt) = T(o,t)y(0)+of11(s,t)ﬁy(s)ds,|

D iD*
dlds (2 (s), (8))s = (—ﬂm(s), 97(8)) + (W(S),Lﬁgqﬂ(ﬂ)\)

pour @(s)eXs, ¢(s) X% Enfin, on déduit une formule pour la solution d’équation:

2
—-]1))# w) =y®, @(0)=0, =1 =0, O0<i<L

Introduction. Le présent travail est un complément du travail [1];
les notions dont nous nous occuperons ici, et les notations que nous utili-
serons coincident avec celles de [1]. Rappelons-les: & tout nombre réel
&’un intervalle fixe <0, > faisons eorrespondre un espace réel X, de Banach
avec.la norme | [,. Pour >0 tel que 0<¢-+&< 7 sSupposons définie
une opération linéaire bornée 8(1, &)e X;—X,,,, telle que 8@ 00 ==,
satisfaisant aux hypothéses suivantes:

(A) Il emiste une constanie K telle que

1) 18 )l <1+Ke  pour 0 e<E E—fixe.
(B) Pour te{0, 7y il ewiste un ensemble Z, = X, convexe, syméirique,
fermé et contenant 0eX,, tel que
2) S(t, &) e 2~y -
(C) I existe ume comstante C =0 telle que ) .
(3) 18(t, e+ 8)w—S(t+e, )8, 8)@lipnys < O pour ze .
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L’hypothése (A) est un cas particulier de ’hypothése (A) du travail [1];
en effet, ¢t &) = 1+ Ke, p(t) = exp(K?) satisfont aux conditions (1), (2)
de [1]. Comme, de plus, (B) et (C) coincident avec les hypothéses cor-
respondantes (B), (C) de [1], tous les théoremes de [1] restent vrais ici.
Rappelons les notions et les théorémes fondamentaux de [1].

Pour upe division z = {0 <8 =1, <? <... <t, = 7} de intervalle
{8, 7y posons &=ty —1;, 4(z) =max d;, T(vy 8,8) =8ty b —2,) 8 (Bg1y Opa)
LBty 8) 81 8, <<ty Or, on a daprés [1]: T(m, s, t)c Z,—~2Z,.
8i A(m,)—0 et weZ,, la suite T(w,, s, t) converge vers un élément
T(s, tywe Z, ne dépendant pas de la suite =, (pourvu que 4(s,)—0). En
vertu du théordme 2. (p. 20) de [17, T'(s, 1) est une ,,opération. d’évolution’:
4 T(ts, 1) T (81y te) @ = T'(ty, by) 0, "WZ#,’ 0<t, St <y
La suite T'(x,, s, t)o converge vers T'(s,t)x pour xeZ,, donc aussi pour
2e¥Y, & lin(Z,), toutes les opérations I'(m,, s, ) étant linéaires.

Les inégalités suivantes découlent des formules (13), (14), (8) et (17)
de [1]: en y posant ¢(f, ¢) =1+ Ks, p(¥) = exp(Kt) on a, pour zeZ,,
0t 7

) IT(m,s, ha—T(s, al, < O(1—s)exp (K (t—s))exp (K 4(m)),
(6) IT(s, t)all < exp (E(t—9))llal, (0¥, % lin(Z,)),
(7) I (t, &) —T(t, t+8)li, < Oexp(Ko)-s*

Définissons les Tonetions abstraites »(f) comme les transformations:
0, THat—w(t)eX;.
DEFINITION 1.

(1) = lim- [w(t)—8(t—e, )@ (t—z)]

—x
Di a0 €

si la limite ci-dessus existe. On a, en vertu de (7) et (4),

—P——T(t(,, o =0

(®) i

(@< Zy,).

Cela posé, nous sommes amends & I'étude des opérations T'(s, t) et
des fonctions abstraites x(f). Nous allons donner, entre autres, les con-
ditions suffisantes pour que 7'(s, t) admette une inverse continue, qu’elie
soit symsétrique, que 1’équation T'(s, f)z = y ait une solution etc. Enfin,
nous établirons les formules pour la dérivée de la fonction ( (1), qn(t))“
ol »(t) e X, o)Xy, '

e ©
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L. Limitation de |#(f)], au moyen de

D
]' 57 (® Ht . Btablissons. d’abord
la simple inégalité

(9)
Draprés (1) on a: [[8(i—e &)o'l < o], + Koo' [;_, d’olt

lolly— o'l < o — S (t—e, &)a' |}y + Ke |/, -

llzlly = Ml e < Nlwlle— 18 (8~ &, &) ', + K [l .
S lw—8(t—e &)o'l + Eellw' I, -

P , . D
THEOREME 1. Soit #(t)eX;; s — »

(2) ewiste et si les fonctions |z(2)],,
D Dt ‘
Hﬁ“’(t) t

ds} .

; i+ K |zt —e)ll;_.

sont continues, on a

D s)

3
10 ol < exp (0 floOlo + [ exp(— 10 | 2

Démonstration. D’aprés (9) on a pour 0< &< s:

Ol — o)l < ”%[w(t%sa—e, Da(i—e)

ot en posant A(t) = lo(®)ll, 9(t) — “,%w(t)

on obtient en phssant
i

a-la limite (2)0): Eh(t) < ¢(t) +Ekh(t). La fonction continue:

. i
f@) £ exp( —Kt)h(t)—fexp( —HKs)g(s)ds
0
a-
satisfait & Wf(t) =0, donc f(t) < f(0), d’olt la conclusion qu’il fallait
démontrer.’ '
Démontrons maintenant (10) sous des conditions un peu différentes.

DiFiNrTIoN 2. La fonction abstraite m(t) est dite wniformément diffé-
rentiable si & tout 6 > 0 correspond un A:> 0 tel que

(11)

‘}-[w(t)—ﬂ(t—e,s)w(t—s)]——ﬂw(t)l[ <d powr O0<e< .,
£ Dt j,

TeBORBME 2. 8¢ %(f) est uniformément différentiable et si la fonction

D
9) = | 5700 |‘

Démonstration. Soient 0< ¢z, 6> 0. Comme () est uni-
formément différentiable, il existe un nombre réel N tel qu’en posant

est continue, inégalité (10) a liew.
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e=1tn"Y t;, =ic on aura pour =N et ¢ =0,1,...,n
D

1—1; ) (1.~1)] (ti>

[w(t (i=1,2,...

d’olt

(a) (&) — 8 by, )@ (la)ly < [9(8) +01e ol g() = {

On en tive, en vertu de (9) et en y posant: & = #(t;), &' = m(ti_l)
(b) e (t)ll, < (L+ Ee) ()i, + [ (&) + 61,

d’ol, par récurrence,

@l = el < (L+Em™) a0)llo+ ) [9(t) + 5101+ En™'T"tn ™.
fe=l
8i n—o0, le second membre tend vers

¢
D
exp(E0) o (O}l + | [H—i—)g—w(s)
0

+ 6] exp(Ks)ds,

d’oli, 8 étant arbitraire, on obtient la conclusion demandée.
2. Relations entre ume fonction abstraite ®(f) et sa dérivée absolue

D
ﬁm(t). Soit () une fonction abstraite. Chacun des éléments «(f) ap-
partenant & des X, différents, il ne peut étre question de la continuité
de z(t).. On y suppléera en introduisant une autre notion.

DiwmvrrioN 3. Une fonction abstraite (i) est dite wniformément
S-continue, si 'on a:

(12) ai\o\zl(o <e<<A) = {lw(t+e)— 8, &) 2 (#)pe < 5}
Si x(t)e Z; (ou bien si z(t)e AyZ;, ol 0 < T
remplacer dans (12) 8(t, ¢) par T(t, t+¢).

LevyE 1. 87 @(t) est uniformément S-continue et st x(t)e Z; (0 < < 1),
la fonction 2(s) = T'(s, t)a(s) est, pour t finé, uniformément continue dans Z,
aw sens ordinaire.

Démonstration. Soient 0 <

7), on peut, en vertu de (7),

$; <8<t 7. On a, en vertu de (4)

et (7):
le(82) —2(s)lly = T (85, ) (83) — T (83, B) (1)l
= [|T'(s2y ) [wa{8) — L' (81, Sa) @ (1) 1lle
< exp (| K| 7) |w(8s) — L' (81, $2) ®(81)llg,—>0

uniformément, si (s,—s,)—0, c.q.f.d.

) D
En vertu de (8) et du théoréme 4 de [1] on a Ez(t) =0,
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On en tire que
PR
y(t) = [ T(s, )a(s)ds

exigte (si #(-) est uniformément S-co.ntinue et si #(t) e Z;). On a démontré
dans [17] (théoréme 4, p. 155) que y(2) est uniformément différentiable

et que D (1) =2(?)
que -y .
Démontrons maintenant un théoréme réciproque.

TafhorkME 3. Soit y(t) une fonetion abstraite (y(t)e Z,), uniformément
D
différentiable et telle que (1) Eﬁy(t) soit uniformément S-continue.

Alors

i
D
(13) y(®) = T, 9O+ [ T(s,8) T-(s)ds.
4

Démonstration. Pogons:
i
D
(1) =y(t)—ofl’(s,t)Eyw)ds—T(o,t)y(m.

2(0) =0 et

2(t) est uniformément différentiable. En vertu du théordme 1 ([1], p. 154)
on a donec bien z(t) =0, c.q.f.d.
*

D
3. La dérivée adjointe 77 la formule pour i( o(8), p(t));- L opé-

ration S(%, &) étant linéaire bornée de X, & X,.,, son associée S*(f, z)e
D*
e L(X} ey Xt ) Admettons la définition suivante pour ——<p(t (p(t) e X7),
analogue & celle de D/Dit:
DEFINITION 4.

*

o
i ?(0) =1 87, 0)p(e+) —p (0]

si la limite existe.

THEOREME 4. Soient x(t)eX;, ¢(t) X},
ment différentiables et si les fonctions

(%’?mm, «p(t))‘, (W)’ ?3, "”“))

Si x(t) 6 p(t) sont uniformé-

le @l el
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sont continues dans <0, t>, on a la formule suivanie:

& . _ .
D D*
ao [(Fr 261, 066) + (@@ten, Zro@) ] 35 = 000, w0ty

Démonstration. Supposons: [z (f)l; < a, lp(?)],< B, 6 > 0 et posons:

K

i D
16 = (o, FL @), 010 = (000, o),

J(s) et g(s) étant continues, il existe un nombre naturel N, tel que, en
posant pour n> N,: & = 0" (f,—1;), §; = #,-+4s, on aura

@) lff(s ds—s 3 fs)| < 5
i=1

®w lfg(s)ds—ejg <o
=0

Les .fonctions abstraites w(t), @(t) étant supposées uniformément diffé-
renm.a.bles, i existe un nmombre N, tel que pour &< (f,—1t,) N;' (done
aussi pour n> N,) on aura, en tenant compte de la définition de f(s)
et g(s):

< Oty 1) ta™?

&

D* 1_ .
D POV =~ [8°(s, )p(s +6) =0 (s)]
et :

11
jl;[w(s)—8<s-—s, s)w(s—e)—i%w(s)] < Ob—n)p

pour ¢ < (t,—1,) N5 Done, en particulier, en posa.nt §; pour s et en prenant
& = (t,—1;)n~’, on aura:

{e)

$160= (at50, 7 [ 7 6 o)~ (00

8

1 :
= 8" (50 e)plsi o) —(s)]]| < B(t—1)™

&

< llo ()l

et d’une fagon analogue:

(d)

1
(3 o650, 900502, 0059)_ 05

8

1
< lp(sp)lls;” ;[W(Sj)—'S(sj_l, g)w(s;—e)]

r < (B =)0,
% .
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Soit n > N = max (N, N,). Multiplions (¢) et (d) par ¢ et ajoutons-les
4 (a) et (b); nous obtiendrons ainsi:

iy n—1
(@ | [ @) +e@lds—{ 3 ([2(s), 8 (s £)p(s00) —@(sille +
t i=0

{o(8) — 8 (8515 €)@ (8;-1), ‘P(Sj))sj} < 20+28(ta—1ty) Tne = 44,

Ngs

4+
7

Mais Pexpression entre parenthéses est égale &

]
-

n-1 n—1 n
3 (8505 ©)0(8), $i))agyy— D, (@08, 9oyt D, (0085 9 (55—
i=0 =0 j=1

- 2 (8(sj-1, ©)2(5-1), 9(87))sy

= (80), (8, — (2(80); Py = (2(), PO

d’ott Pon tire la conclusion, § étant arbitraire.
COROLLAIRE. Si ®(f) ef (t) satisfont aux hypothéses du théoréme 4,
on a

(15) 2 wtt), 9(t)), = (ﬂm(n, q»(t)) + (w(t>, Ew(t)) :
@ dt .Dt i .Dt i

4. L’inverse continue de T'(s, t) ; ’équation T'(s, )& = y. Outre 8(i, &)
soit Popération 8, (%, &) e L(Xy ., X;) (8 0), satisfaisante aux hypothéses
suivantes:

(16) 8., &)l < 1+ Kye,

an) 181 (¢, &) 8 (¢, e)o—al, < pe? (me Zy).
On en tire facilement
(18) loly < (L+E, o)l 8(2, e)@lp,+Be® (e Z).

En effet, en vertu de (17) et (16) on a: |l < fe+ [15.(2, &)8(t, &)l
< (L+ K, &)IS () &) lly o+ fe? c.q.f.d.
TutoriME 5. 8% S,(4, &) vérifie (16) et (17), on a

(19) IT(s, )@l > exp(—E,(t—s))all, (0 <s<t, veZy).

Démonstration. Soit # un nombre naturel tel que & = (i —s)~'n~*
< |K,|.Posons t; = s +4e (6 = 0, 1, ..., m); %4y = S(t;, &) o; pour &, = weZ,.
D’aprés (1) ([1], p- 150), on a

() lle, —T(s, t)all—0  (n—-oc).
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Posons pour abréger

= ”wn—]'”tn_j (G=0,1,..,n), & =,1+K18’ u = fe?,
alors, en vertu de (18), on a:
(b) Nis1 = (1%, —-j—l”ln S < (14 Hye) llwn_fll:n_j+ﬂ82 Sy,
@’olt I'on obtient par récurrence:
(e) lells = liwolly, = nn < "o +p(L A4S ...+ ")

Distinguons deux cas: 1° K, # 0, 20 K, == 0.
10 Si K, 0, il vient
llly < (1+Kq8)" gl + @ (L — )"
= (1 + K, (t— s)n‘l)" llglly + B (¢ —8) K m™ (1 - Ky 8)*—
—>exp (K1(t'”"3)) 1T (s, t)al,
quand n->co, d’olt la conclusion.

20 8i Ky =0, 0ona ¢ =1 dol

lolls < pmA4-10 = llwglly +Be*n = llwyll, + B (t—s)2n~"—~|T (s, t) &y, fe.q.f.d.

Le théoréme 5 nous dit que I'opération 7'(s,t) admet une mverse
continue; dans ce qui suit, nous allons donner les conditions suffisantes
pour que ’équation,

(20) T(s,t)m =y,
ait une solution. Admettons les hypothéses suivantes:
(21)

(22)

(o étant un nombre fixé),
I18(2, 2)8.(t, &) —allye < fre®  (we Zyya).

81(¢, ) e Z;,..>exp(02) Z;

Remarquons que (22) entraine

(23) T ( t46)8y(t, )@ —0llys < Bae®, By = Pu+Cexp ((lol -+ K])7).

E_)n effet, en vertu:de (7) on a pour z¢ Z,,, (0, K 6tant les constantes qui
figurent damns (A), (B), (0), p. 89):
US(t; &)8a(ty &) —T(t, t+2) 8 (2, &)l
< O exp(Ke)e? exp{ge) < Oexp(|K|T)exp(|o|7)s?

(car 8,(¢, &)z e exp(oe)Z;), d’onr résulte (23).
TrtorEME 6. 8¢ 8,(% &) satisfait & (16), (17), (21), (22) et si ye 2,
Véquation T'(s, t)w = y admet une solution unique e exp(o(t —8)Z) (s <1,

icm
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= 8 }-1g
1 On prouve facilement,

Démonstration. Posons, pour » naturel, ¢ = (t—s)n~", i,
o af
(i = 0,1, cym)y o =yeZy; @ = S1(ty_y, &)@;_
en tenant compte de (21) que

(a)
de sorte que (22) donne en posant: f
(b) T (Fpimys Bs)S1(bnis s 8) 20—

puisque e < ne =t—s <

;e exp(ige) 2y, .,

= Brexp(lol7):
Baexp(ige)e? < fae?
7. Posons, pour abréger,

& —1|1’(t-1, (E=0,1,...,m).

Zilly, <

@ — Yl
En particulier

=T (tn’
En vertu de (b) on a:

EO = ”T(tnwi} t)mf_y”t = ”T(tn—i+1’ t)T(tn 2] tn—-1,+1)’5'1(t -1 8) 1—1
ST Csrs DIL sy brmigr) Sy )51 — 51+
AN (fpirs By — Yl < NI (b —gyn B - Bae®+ &5y
ol B, = fexp(|K|z). On en tire par réeurrence
(e) IT (o, D), — Yl = &n < fys®n = By(t—s5)2n"' >0
La suite T'(s, t)&, satisfait alors & la condition de Cauchy; il en est de
méme de-w,,, en vertu de (19) et du fait que x, « exp (nge) Z;= exp (o (t—¢)) Z,..
La suite », converge vers un Ze exp(g(t—s))Zs (les Z; sont fermés, v. (A),
p- 89) et, par suite, T'(s, t)x,~T (s, )T =y en vertu de (¢), c.q.f.d.

- CoroOLLATRE. 8% Pon suppose, en plus des hypothéses (A), (B), (O),
. 89, que les ensembles Z, somt symétriques, il résulte de (16), (17), (21)
et (22) que T'(s, t) est un homéomorphisme lindaire (bijection) de Y, = lim(Z;)
sur im(Z,). 8i, de plus, K =K, =0, T(s,t) est isométrique, ce qui est
wune conséquence de (6) et de (19).

THEOREME 7. Les deuw conditions swivanies sont équivalentes:

Nao—yll, = 1T, 8y —yl = 0.

f‘/”f

< Bae?+ &y

(n—>c0).

(a) 1T (4, D)@oll, = const, 1ty <1, wyeZ
et
(b) [I8(t, &)alleye— | < r(e)e, weZ,, r(s){0 (s40).

Démounstration. 1° (a) =
a pour weZ;

IS (2 &)less— lllle]

(b). Comme ||T'(t, t+e)@ly. = lloly, on
<]IS(t &)@l — 1L (2, t+8)wm+,

< IS(, &) — T (8, t + &) #lley. < cexp(Fe)a?
d’olt régulte (b).

.
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20 (b) = (a). Posons, pour n naturel, ¢, et ¢ fixés, & = (t—1ty)nt
f = to-de (6 = 0,1, ..o, )y Ty = Sk, )35, (woe Z). Bn vertu de [1],
(14), p. 152: 2,—T (&, t)%,, car @,cZ,. D’autre part

n—1

n—1
< 3 19l — lodlly] = D) 118 (ty &) ily, — il
i=0 i=0

< ner(e) = (E—1o)7r((t—1to)n~

[l — llzoll, |

=0 si  m->o0,

* d’oft i'on tire (a) en passant & la limite, c.q.f.d.

5. Une nouvelle ,,dérivation absolue® et ses applications. Moyennant
lopération S (4 8)e £ (X, X;) on peut définir la dérivée absolue d’une
fonction abstraite »(¢) comme il suit:

DEFINITION 5.

£~w(t) -—hm [8:(t, 8)w(t+8)

T —a(%)],

‘ D.
§i la limite existe. Le théoréme 8 met en évidence le rapport entre 5:—

t___
o

TekoREME 8. Supposons vérifides les relations (16) et (17); soit w(t)
une fonction abstraite satisfaisant auw. conditions suivanies:

() o(t)eZ;, O0<Lt<T,

D
(b) . () est uniformément différentiable et (%) £ 573 (t) est uniformé-

ment S-continue (v. DéE. 3).

D
Dams-ces conditions la dérivée absolue %m(t) ewiste et %——w(t) = Ew(t).

Démonstration. Remarquons d’abord que la S-continuité de =(f)
entraine :

(©)

En effet, on a

(184(t, &)2(t + &) —2(t)]l; 0 uniformément si &0.

18, (25 )2t + &) — 2 (8
< 184 (2, &) [2(t+2) —
< (L Eye) Je(t+5) —

8(t, e)e (@)l +18:(t, &) 8 (2, &)2(8) —2(B)ll
B(t, &) 28|+ Be2.

en vertu de (16) et (17), ce qui prouve (c¢), puisque #(¢) est S-continue.
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Démontrons maintenant la conclusion du théoréme. Soit 2(t) ——D—-w(t),
alors Dt
L

< 18308, &) {e [(t+5) — 8(2, &) (t)] —2(i+ )}l +

1
" [8:(t, e)a(t+ &) —2(8)]1—=(1)

1
+ Y 1S1(2, 2) (¢, &)@ (8) — m(B)l| + 1S+ (F, &)2(t+ &) —2(B);

< @+ Hye) | = [o(540)

8, e)a@)]—2(t+e)|| +

(233

+1181(%, 8)2(t+ ) —2(2)ll;+ pe2—0

uniformément si £/0, en vertu de (¢) et du fait que «(t) est uniformément
différentiable, ¢.q.f.d.

TedoREME 9. 8i 8,(%, &) satisfait & (16) et (17) et si WoeZ;, la

fonction f(t) = |IT(ty, 1)l est continue.
Démonstration. Posons () = T(ty, t)a,; alors f(£) = |z(d)];. En
vertu de [1] ((15), p. 152), #(f)e Z;; de plus, (6) entraine
(a) o (8)]; < C'exp (K (t— 1)) [zolly, < Cexp (1K |7) | (to)ll, = -
Or, (4) et (6) donnent, avec (a),
(b  fU+e) =T, t+e)a(t)le. < exp(Ke) o ()], = exp(Ke)f(F).

D’autre part, (16) et (17) entrainent (19) (v. théoréme 9)

" (e) ftte) = 1T, 1+ &) @(8)]eps > exp( —Eq&)f (1),
d’ott il vient finalement
—lexp(—Kye) —Llay < f(t42) —f(1) < lexp(Ke) — 1| a, c-d-id-

D*
6. L d,- e 1
a daerivee Dt

@(t)3 les dérivées gauche et droite de (=), @(2))se

Comme 8,(t, s)e L(X;,., X;) on a 871, 2)e L (X7, Xr..). Admettons la

DREFINITION 6.

ok

D; i 1 . .
By =Hn e~ (—ee)pl—e)] pour p(n)eXr.
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TrtoREME 10. Supposons vérifides les relations (16) et (L7); s ¢ (t) e Z,,

D D
o(t)eX], o)< a (0<t<7) et si les dérivées w(t), i (t) ewistent

aw point s =1, on @

— *

D i
e S, e = (5 90, 0) + (a0, 5y 000).

Démonstration. Pour ¢ > 0 lidentité suivante a lieu:
2 o9, o)~ ot =), ple— 2] = (FT00)
= 5(t—s, ot =)}, (0] + (0, 7 o) =S5 —e, hple—a1]) -+
. %—[su—e,a)m(t~e>’—w(t>1,§[qa(z>~sz‘<t—e,a)w(t-—s)])t+
.

{(S(t—s, g)a(t—¢), S’;(t——a, 8)9’(t“‘3))t_ (w(t"‘g):q’(t"e))t—a}-

et |

Or, si 80, la somme du premier et du second terme du second membre
de (a) tend vers le premier membre de (24); le troisidme terme tend
vers zéro puisque les expressions entre parenthdses admettent des limites;
enfin la valeur absolue du quatriéme terme ne dépasse pas

—IIS (t—z,8)8(t—z,e)a(t—e) —a(t—e)li_o o —e)lls—. << —W-*O
si e0, en vertu de (17), e.q.f.d.

D*une fagon analogue on peut démontrer le

TukortME 11. Supposons satisfaites les relations (16) et (25):

(25) I18(¢, &)81(t, &)@ — iy, < fre®  (@e Zyy)
et soient:
@(8)e Z, o(s) GX:7 llp()lls < a.
o . ) . Dy n*

Dans ces conditions, st 6(t) et p(t) admettent des dérivbes ~a (), =— p(t)
ay point 8 =1, on a D D

. ar D, D*
2 — === -
@ Gl e = (5 o0, ot0) + (o0, o o0).
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La démonstration est tout & fait analogue & celle du théoréme 10
et g’appuie sur lidentité:

@ (ot o+ N0, 9 0]

~ (2840t 10(0-+0)—0(01, 90) + (000, T 18" o+ —g) +
o (2180t ate o) =0 ), T84 dalt-+)—p(0]) —

_%{(Sl(t, w(t-+e), §(t, £)p(t+e))i— (@(t+2), p(t+8))ewa)

7. Cas ou les X, sont des espaces de Hilbert. Admettons maintenant
que chagque Z; soit un espace de Hilbert avec le produit scalaire (2, y);
et supposons que S (%, &) remplisse la condition (27) (outre les hypotheses
(4), (B), (C), p. 89):

@1)  |IS@; &) alie—lol| < 7(e)e,  weZ;, r(e){0 st el0.

D
THBEOREME 12. S7 (t) e Z; est bomée: ()l < @ et si la dérivée _ﬁ{w(t)
ewiste, on @

d D
28) et =2 (3l 200

Démonstration. On obtient facilement

1
2 Ut — ot — 112 Lot S —s, ehale—o)], ()

2

=+

= L)~ 81—, e)a(t—)]

12

1
+ L8 (t—e, &) (t—e)lf — lo(t— )i, ] 0

D
en vertu de (27) et en tenant compte du fait que —D—t:v(t) exisgte, c.q.f.d.

TrtorEME 13. 8¢ S(, &) satisfait & (27), st @;(D)eZ; et |v;(B)] < @

D
enfin st les dérivées -ﬁ—t-w,-(t) existent, on a

d . D
_{$1(t)y wz(t))t = (—ﬁ (1), wz(t))t~|- ( L (8,

{29) pr

D
Ewa(t))
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Démonstration. Il suffit de poser dans le théoréme précédent
2(t) = 2,(t) +2,(t) et de soustraire ensuite les équations du type (28)
qui ’ensuivent pour &, () 4 @,(%).

Nous allons maintenant établiv une condition suffisante pour que
T'(ty,t) soit isométrique; le théoréme suivant, qui la fournit, peut &tre
plus utile que le théoréme 7 dans le cas ol les X; sont des espaces de
Hilbert.

TegoriME 14. 80 S(¢,5) satisfait & (27) e woe Zy, [T (L, )@, est
constamite.

Démonstration. Soit m(t)—ﬁl’(to,t)wo (t=1); en vertu de (15)
(1], p. 152) w(i)e Z; de plus, lw(t)l;< ap = exp(|K|7) |moll, (v. (6)).
La fonetion f(?) = lz(?)l, est continue; cela découle dey relations (7), et

. a-
(27), puisque @ (t+ &) = T(t, i+ &)w(t). D’aprés le théordme 12 Ef(t) = (),
D .
car B—t—T(tu y )@, = 0. Or, f(¢) étant continue et admettant une dérivée
gauche identiquement nulle, elle est constante, c.q.f.d.

D
8. Rapport entreﬁ et les opérations différentielles. Soit, outre

8(t, &), une opération o(t, &) e £ (X;,,, X;) telle que [lo(t, &)|| < y. Posons:
é L1
—>y(t) = lm —[o(, &)y (t+2) —y(2)].
ot elo €

La fonction x(?) sera dite o-continue, si [lo(t, &)z (t+¢) —(t)|l;—0 () 0). Soit
4 () une-fonetion abstraite telle que la dérivée uniforme x(f) £1~=fj%i;y(t)

80it o-continue. Posons enfin
.1

(30) Fy(z) =hm—;[a(t,e);5’(t, g)s—ax].
8L0

Le domaine D(F,) est par définition I’ensemble des X, pour lesquels
la limite ci-dessus existe.

TotorEME 15. 8¢ y(t)e D(F),), on a

D 4
E‘y(t) =Ey(t)—1"’z(ill(t))-
En effet, on a:

(a)

[%[y<_t)~su—a,e)y(t~e>—m(t>J

‘Qr(a), ol r(e)l0 ¢ &0,
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x(t) étant la dérivée uniforme de y(-). Bn posant t+& pour t on oblient:

1
(b) t S W+e) =80, e)y(@)]—a(t+e2)

< 7(8)
t4-8

d'ow Don tire

&

”%[a(t, DY (t+2) g O+ — [y (6) — o(t, )86, £y () — (1)

L

+la(t, s)a(t+&) —a(@)]
|

1
oty ) -+ =80, oy 0] —a(i+2)

< llo(t; 8)lir(2) +llo (¥ &) w(i+ &) — @ (2)l,—0;

x(t) btant supposée o-continue. Il suffit de passer & la limite (e}0) pour
obtenir la conclusion qu'il fallait démontrer.

Si, en particulier, tous les X; sont égaux: X; = X et st o(f, &) = 1,
on obtient: #

d
—dt‘?/(t)*l’-’t!/(t)

—D—ty(t) =

1
(B, étant égal dans ce cas & Fyx = lim—[8(t, e)x—ax]), en supposant que
sjo &
y(t) e D(Fy).

9. Exemple. Illustrons maintenant les considérations précédentes par
un assez simple example. Soient: X; = H un espace réel de Hilbert, 4
une opération linéaire fermée de domaine M dense, satistaisant aux con-
ditions

@ WI—ed) <1+ Ke
Posons:
8(tye) = (I—ed)™,
42z < exp (K1),
Vérifions les hypotheéses (A), (B), (O).
(A) L’hypothése est évidemment équivalente & (a).
(B) Il suffit de prouver que S(i, ¢)e Z)—+Z},,, S(t, &) étant bornée.

Soit weZ?, clest-d-dire || < exp(Kt), {42 < exp(Kt), xeD(A%). Or,
on a

(I+eA)(M) = H.

veZ) = meD(A%), 2]l < exp (Kt),

Z, =7

18 (¢, &)z = (I —ed) ol < exp(Ke)exp (Kt) = exp(K (t+¢)).
Pareillement
1428 (t, e) 2| < exp(Kt)exp(Ke),
d’ott lon tire (B).
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(C) On a, pour weZj, s 6 =0,
18(t, e+ 8)w—S(4-+ 6, 50) 8 (8, d)al
={I—(e+8)4) o — (I —sd) (I~ 8A)
= [je8(L —eA)™ (I — 8A)™} (I — (s+ 8) A) > A%a]|
< gdexp(8|K|7) 42| < edexp(4]K]|7) = csd,
d’ot1 Pon tire (C) aussi pour me@ = Z,, puisque S(t, &) est bornée.
Les hypothéses (A), (B), (C) étant vérifiées, il existe une opération
T'(s, t) linéaire bornée, définie sur imZ, = H (D(4?) étant dense dans H).
Supposons maintenant que
(b) I(I+sd)<14+Ee, &20,
= (I+&4)"" On prouve facilement que
exp (2 (|E|+ |K4|)1)s® = fe* pour we Z],

et posons: §,(%, &)
() N 181 (t, 2)8(t, e)s—all <
ainsi que
@ I8¢t 88t 0) (e Z), B = exp(2(1E|+ 1K) 7).
Alors T(t,,t) est une bijection de H sur H =lim(Z,). Si Pon admet:
A* = — A, —T(t,,1) est isométrique; en effet:

I8, e)al*— izl = [(8*(t, )8 (¢, &)o— =, 4|

=|(I+:4) (I —ed) s —a, a)|

z—al < pe

< g2)lA%z o)l < exp(2|K|7)e?, pour weZ,
d’ott résulte la conclusion, en vertu du théoréme 14.
D
10. L’équation: ﬁ?m(t) = —y(t), 2(0) =0, x(1) = 0. Posons iei

=1, et supposoﬁs que Popération 7T'(s,?) définie plus haut a un sens -

et est équibornée pour s, te {0, 1) Dégignons par N, (seulement dans ce No)
T’ensemble des fonctions abstraites y(-) uniformément S-continues et
telles que y(t)e Z;. Définissons une fonction réelle K (i, s)

s(1—1)
(1 —s)

Pour y () e N, et ¢ fixé, la fonetion: K (1, 8) T (s, tjy (8)e Z, et elle est continue
au sens habituel, en vertu du lemme 1. Alors l'intégrale

powr 0<s<i<1],

a K(t,s) = =
(a) (t,5) o<i<s<l.

pour

(b) a(t) = [ K(t, s)T (s, t)y(s)ds

existe. Nous. allong etablir le
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- D
THEORBEME 16. #(f) ainsi que — x(f) sont uniformément différentiables
et on a: Di o

D2

(©) %M ==y, @(0)=0, z1)=0.

Démonstration. On a d'abord: @(t) = u(f)-+o(t), ot

@  u() js(l—tT(s y(s)ds, w)=jt<1—s>T<s,t)y(s>da-
Nous avons:

e [u(t) —S(t—e, g)u(t—s)]

= s*l{ufs(l—t)T(s, 1)y (s)ds 8 (t—e, E)Isﬂ(l—t‘i“e)T(s) t—z)y(s)ds}

t—e
e [ s(L—0)[T(s,t)—8(t—e,

0

i

&) T(s, t—2)]y(s)ds+

3 s
o7 [8(L—)T(s, t)y(s)ds— [ S(t—e, £)sT (s, t—=2)y(s)dse
i—s [}

Or, comme y(s)eZ,, on a d’aprés [1], (17) du lemme 5, p. 152:

(e)] I8 (t—e, &) T(s, t—e)y(s)—T(s, 1)y ()l < const- e,

d’oit 'on tire que le premier terme du second membre tend vers zéro
. 11

gi £},0; pour 1a méme raison, le troisiéme terme tend vers — [sT (s, £)y (s)ds,
0

car la fonction: 7'(s, )y (s) est continue de s. Enfin, le second terme tend
vers ¢(L—1)y () car T'(s, t)y(s) tend vers y () uniformément si s—%.
Nous avons donc démontré que:

D i
() T ) =1Ly ()= [sT(s, Dy (s)ds

On montre tout pareillement que

D

1
(g) —l—ﬁv(t) P +‘f —8)T (s, y(s)d

2 ~ Studia Mathematica LII.2
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En effet,

s o) —S({E—e, s)v(t—e)] )
(s)ds—8(t—e, e) f t—s) (1—s T(s,t)y( s)ds}

i—

—l{ft(l—s T(s,t)y
— ft(l_s)[T(s,t)—S(t—s,é)T(s,t—e)Jy(s)dS—

gt ft —8)T

Or, comme plus haut, le prem1er terme tend vers zéro (si £/0), le second
y(s)ds, Aot (g).

(8, D)y (s)ds -+ f(l—s V8(t—e, &) T'(s, t—e)y(s)ds.

vers: —t(1—1t)y(f), et le troisiéme vers: f(l—s)T(s,
On obtient de (), (f) et (g):

D
() T o = ——fsT(s By (s ds—f—fT(s )y (s)ds
Désignons par w(t) et #(2) le premier et le second terme du second membre

de (h) resp.; montrons ensuite que () et () sont uniformément diffé-
rentiables et qu’on a:

D
) e =0,
D
() e = —y(0).
En effet, on a:
e w(t)—S(t—e, e)w(t—e)]

= e‘l{fs_’l’(s,t)y(s)ds——sgt—-s,s)fls.’l’(s,t—a)y(s)d.g}
0 [

1 .
=& [s[T(s, )~ 8(t—e, &) T(s,t—e)]y(s)ds—0  (si &}0)

en vertu [1], (17) du lemme 5, p. 152. (i) est ainsi démontré. D’auntre
part, on a pour &> 0;

e [=(t)—

—l{fT(s By

1

=& [[T(s,)—8(t—s,e)T(s, t—e)Jy(s)ds — e jT(s tyy(s)ds

L]

S(t—e, e)z(t—e)]
1

(s)ds— 8 (t—e, a)jT(s,t—s)y(s)ds}
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On montre tout comme auparavant que le premier terme du second )
membre tend vers zéro, si £}0, tandis que le second tend vers' —y ().
Les égalités (i) et (j) sont ainsi démontrées, et par cemséquent aussi ’équa-
tion

D2
R 2(t) = —y(@®);

les conditions aux limites: #(0) =0, (1) = 0 découlent de Pidentité:
K(0,s)K(1,8) =0, cq.f.d.

11. Quelques remarques concernant les applications. Bien qu’il soit
parfois possible de construire les solutions dites ,,généralisées’ de I'équa~
tion: dz(3)/dt = A;x(f), par la méthode de l’intégrale-produit, décrite
dans [1], le domaine principal des applications du présent travail semblent
étre les espaces du type de Riemann-Hilbert. I’espace en question peut
8tre défini comme un espace métrique X, dans lequel la dérivée des fone-
tions abstraites: da(t)/d¢ est bien déterminée, et tel qu’a tout point reX
correspond un “plan tangent” H, qui est, a son tour, un espace réel de
Hilbert, avec le produit scalaire ( , ),. De plus, & tout couple %, yeX
corregpond une bijection linéaire @ (z,y) de H, sur H,. A une fonction
abstraite »( ) faisons correspondre Popération S(¢, &)b = @ (w(t), #(t +5)} b3
pour he H,y, la fonction h(f)e H,y sera alors dite translation paralléle
de h(0) suivant xz(?), si

D 1
—h(t) =1i
Dt 0 :J,I?a

[B(t) — Bz (t—e), m(t) R{t—e)] = 0.
Or, les propriétés fondamentales ‘de la translation paralléle découlent des
résultats de ce travail (et de [1]). ]

Un. autre exemple d’application est fourni par les lignes géodésiques,
c-a-d. les fonctions abstraites satisfaisant &:

b, 1) = 0; !

e "W =0 .

or, les résultats du présent travail nous permettent de déduire cette
équation de la condition:

i
f @t —
; (t)

[

d
Ew(t)
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d’une fagon immédiate, e.-a-d. sans faire usage de ’équation du type:
” a i
%E—w(t) =4 (m(t),ﬁzm(ft))

(ce quon fait d’habitude), et qui peut &re dépourvue de sens dans le
cas des espaces plus généraux.
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On topological, Lipschitz, and uniform
‘ classification of L¥'-spaces

by
P. MANKIEWICZ (Warszawa)

Abstract. It is proved that all essentially infinite-dimensional LF-spaces (i.e.
L¥-spaces which are not isomorphic to the strict inductive-limit of finite-dimensional
spaces) are topologically equivalent. The problem of Lipschitz and uniform classifi-
cation is also studied. Some partial results are obtained.

Introduction. The problem of the topological classification of Fréchet
spaces was investigated by several authors (see for ex. [1], [2], [3], [8]).
There exists a conjecture that all infinite-dimensional Fréchet spaces
with the same density character are homeomorphic to each other. In
1966, Kadec verified this conjecture for separable Banach spaces, and
then Anderson extended this result to the class of separable Fréchet
Spaces.

In Section .2 of this paper we establish a theorem of the Kadec—
Anderson type for separable LF-spaces. It should be mnoted that the
methods presented in that section enable us to solve completely the
problem of topological classification of LF-spaces with the density character
less than N, under the hypothesis that the Kadec—Anderson theorem
extends to Fréchet spaces with density character N, for all X' < ¥.

The problem of the uniform classification of Fréchet spaces has not
been solved yet (even in the separable case). Lindenstrauss [11] has
proved that there exists a continuum of Banach spaces which are different
with respect to uniform homeomorphisms. There is a conjecture that in
the class of separable Fréchet spaces the following fact holds:

(C) A space X is uniformly homeomorphic with a space Y if and only
if X is isomorphic to Y. ‘

The validity of this conjecture in the case where X is a Hilbert space
has been established by Enflo [6]. Similar results for X = s (the space
of all scalar sequences) and for X = H x s have been obtained by the
author [12], [16]. Paper [12] contains also some invariants of uniform
homeomorphisms in the class of Fréchet spaces.
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