ZASTOSOWANIA MATEMATYKI
APPLICATIONES MATHEMATICAE
X1V, 1 (1974)

T. ZALESKI (Gliwice)

SUR LA REDUCTION DES DETERMINANTS DES MATRICES
DE JACOBI D'UN TYPE SPECIAL AVEC L’APPLICATION
A LA RECHERCHE DE LEURS VALEURS PROPRES

1. Introduction. Les champs de températures dans les échangeurs
hélicoidaux et ceux a plaques [1] peuvent étre déterminés sous certaines
conditions (voir [2] et [3]) en partant des équations:

1° pour un échangeur hélicoidal

ar
% =F. 2nT7
T étant une matrice de la forme T = (t,1,,...,%,) et F,, étant une

matrice jacobienne
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2° pour un échangeur & plaques

dT N e ilm
@ = Gl

o T = (t,,1,,...,1,) ¢t G,, est une matrice jacobienne
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Grice & I’hypothése que AB # 0, on peut représenter les déter-

minants caractéristiques propres sous la forme
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‘det(Fp,~AE)

=A"B"py,(A)

et, respectivement,

= A28, (A),
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La structure spécifique des déterminants P,,(1) et @,,(1) permet
non seulement de trouver les formules de réduction pour chacun d’eux,
mais aussi de résoudre en conséquence les équations caractéristiques
pour des » naturels quelconques.

Let déterminants P,, (1) et @,,(4) se composent de blocs de plusieurs
types bien déterminés. En particulier, les blocs situés sur la diagonale
principale, sauf ceux dans les angles gauche supérieur et droit inférieur,
coincident. Ils peuvent étre classés parmi les déterminants d’un type
général. Introduisons les désignations:

0(1 1

LN N
N AN

&) ATl NN ’
N N N
1 g 1
1 o
By 1
1\ B2 1\
NN N
AN N
(2) B‘= \\ #A\\ \\\ 1’
N N
RN
1 B
x1 1
1\ x2 1\
\ N\ N
\\ \\ \\
(3) Ds= \\ \\ \\ )
\\ \ \\
N N N\
1 Xe-1 1
1 .xs

Les déterminants A, B; et D, sont des jacobiens; par conséquent,
tous les termes n’étant pas placés sur la diagonale principale, sur sa
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sur-diagonale et sur sa sous-diagonale, sont nuls. Considérons-les comme

des blocs & partir desquels nous construisons le déterminant jacobien.

A1 | L
——k+1-—+-——+——-1~——-—

1 Dg !4 I i
—t k== ——

RN | |
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V, = I |\\\\\\ I |
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| | | 1) By
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b o ST -

(n=ps+k+(;p=1,2,..).

Dans 1a suite, nous allons nous occuper de la recherche et de la réso-
lution d’'une équation de récurrence correspondante & ce type de déter-

minantes.

2. Equation de récurrence. Soit donnée une matrice jacobienne

ot by-b,-..

-'bn_l'cz'ca'..

ay by
¢, 4 by
05\ asxb_,’\

N
\\ N ~
N

peut étre écrit sous la forme

(6)

ma 1
1 ma 1
LN
detC=C=g,
~ ~ N
\\\\\\\\ \1
\\\1 T?nan

.*¢, #0. Le déterminant de la matrice (5)
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Pore = D105 e obgp_1°Ca7Cy et Copy
@orp1 = DarbyreitbgCaen Copyny
mo=1,1m; =1/bsCoy e, = @iy /@i
E=1,2,... et 2 =3,4,...
Examinons les déterminants du type (6), c’est-a-dire dont tous

les termes de la sur-diagonale et de la sous-diagonale voisines de la diago-
nale principale sont des unités. Posons

xr 1
1\\xr+l 1\\
N N N

(7) D(rs)= Y NN

~ NN

NG AN

1 xg1q 1
1 X5
ou 1< r<s,
(7a) D(r,r) =,
et, conformément & (3),
(7b) D(1,s) = D,.
Calculons:
z, 1
D(r,r+1) = 1 & =x,%,,,—1,

r+1

(7e)
rz, 1 0
Dr,r+2) =1 =2, 1 = LTy (L ppg—Xp— Bppge
0 1 Try2

LEMME. Les déterminants dw type (7) satisfont a la relation
(8) D(r,s)D(r+1,8—1)—D(r,s—1)D(r+1,8) = —1

ou s =3,4,... 66 1<r<s—2.
Démonstration. Le développement de D(r, 8) et D(r, s—1) suivant
les termes de premiéres colonnes donne

D(r,8) =z, D(r+1,8)—D(r+2,s),
D(r,8—1) =z, D(r+1,8—1)—D(r+2,8—1).
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Calculons:
D(r,8)D(r-+1,8s—1)—D(r,s—1)D(r+1, )
= [, D(r+1,8)—D(r+2,8)]D(r+1,s—1)—
— [z, D(r+1,8s—1)—D(r+2,8—1)]D(r+1,s)
=D(r+1,8)D(r+2,8s—1)—D(r+1,s—1)D(r+2, s).
Cette relation de récurrence prend par 'induction la forme
D(r,8)D(r+1,s—1)—D(r,s—1)D(r+1,8)
= D(s—2,8)D(s—1,s—1)—D(s—2,s—1)D(s—1, ),
d’ol en vertu de (7a) et (7c¢),
D(r,8)D(r+1,8—1)—D(r,s—1)D{(r+1,s)
= (L g Wy 1By — Ly g — Lg) gy — (Xg_ g Bg_y — 1) (@y_, 2, —1) = —1.

La formule (8) est ainsi établie pour 1 <7 <s—3. Pour r =s—2,
on peut la vérifier directement.
Soit & présent

!
o4y g,
1 bl Lo 2
|
(9) Wy (nt) = I I NG P T I
i vy
I NI R
IERE O

ouw n=(p—1)s+t—r+1, 1<r<s et 1<<t<s. Posons pour abréger
W.(1,8) =W, (n=(p—1)s+1).
Il vient pour p =1
(9a) Wo(r,t) =D(r,t) oul<r<i,

et convenons pour n = 0 que W, = 1.

En supposant que p = 3, cherchons la formule de récurrence pour
le déterminant W,. A cet effet, développons le déterminant W,(r,t)
suivant les mineurs de s—r-+1 premieres colonnes:

(10) Wn(r7 t) = D(T, S)Wn—s - .D(?’, §— 1)Wn—s—1(27 t).
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Le développement suivant la premiére colonne donne

Wn—s = wIW'n—s—l(Z’ t) _Wn—s—2(3? t)’
d’out

(10a) B Wy o1(2,8) =W, o +W,_ s 5(3,1).
On vérifie qu’en méme temps .
(10b) D, , = ;D(2,s—1)—D(3,s—1).
En posant r = 1 dans (10) et en appliquant (10a) et (10b), il vient
W,=DW,_ ,—[z,D(2,8—1)—D(3,8—1)]W, _,_,(2,1)
=DW, .—D(2,8s—1)x, W, ., (2,0)+D3,8—1)W,-,_,(2,1)
=DWy_o—D(2,8—1)[Wy s+ W, 553, )]+ D3, s—1)W,_,_4(2, 1)
=[D;—D(2,8s—1)]W,,_o—D(2,8—1)W, _,_,(3,8)+D(3,s—1)W,_,_,(2,1)
et on a en vertu de (10)
Wi o—2(3,1) = D(3,8)W,_,,—D(3,s—1)W,_,,_,(2, 1),
Wos-1(2,8) = D(2, )Wy _o—D(2, s —1)W,_,,_,(2, 1),
d’ou
Wo = [Dy—D(2,8—1)]W,_,+
+[D(3,s—1)D(2,8)—D(2,8—1)D(3, )W, _,-
En vertu du lemme (pour r = 2), nous pouvons écrire
W, =[D;—D(2,8—1)]Wy_s— Wy _,s,

cette formule se trouvant ainsi établie pour » > 2s+1 et s > 4. Remar-
quons cependant que '

1° La méme formule subsiste pour n =2s, car W, = D,D,—
—D,_,D(2, s) et conformément au lemme D, _, D(2, s) = D,D(2,8—1)+1.

Par conséquent, W,, = [D,—D(2,8—1)]D,—1; or D, = W, et 1 = W,,
d’ou finalement

W,, = [D,—D(2,s—1)]W,—W,.
2° On a de méme pour s < 3:
(a) w, =2,W, ,—W,_, pours =1,
{Db) W, =D,W, ,—x,W,_;(2,t) pour s =2
«t, le développement de W,,_, donnant

Wn—z = wIWn—3(27 ?) _Wn—u
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on a

ey Wo_s(2,t) = W, _,W,_,,
d’ot en vertu de (10a)
W, =(D;—1)W,_,—W,_, = (2,2, —2)W,,_,—W,_,.
W, = D;,W,_,—D, W, ,(2,1)
= D,W, s—x,2,W,_,(2,8)+W,_,(2,1)

(e)
pour 8 =3,
d’ou en vertu de (10a)
Wo = DsW,_3—23(W,_s+W,_s(3, )14+ W,_,(2,1)
= (Dy—a)W,_3—2,W,_5(3, ) +W,_,(2, 7).
Le développement de W,_,(2,t) suivant la premiére colonne donne

Was(2,t) = 2,W,_5(3,8)—W,_,
d’ou en tenant compte de (7a),

W, = [D;—D(2,2)1W,_s—W, .

Nous pouvons donc écrire la formule de récurrence suivante:

(11) Wn = a’(s)Wn—s—Wn—2s7
ous=1,2,..., p=>2, n=(p—1)s+t, n>2s, 0<<t<s et
ry pour 8 =1,
(12) a(8) = {w2,—2 pour s = 2,
D,—D(2,s—1) pour s = 3.
Ceci établi, posons
a1 Br 1
1\:1f‘t1\ 1\\ N Br-ﬂ 1\\
(13) A(R)=| NN N [etBlro=l NN
\\ N N \\\ N e
1 oy ! 1 B ™
1 (o 7% 1 Bt
On a d’aprés (1) et (2)
A(,k) =4, e B(l,l)=B5B,.

Reprenons la formule (4). Nous allons établir I’égalité
Vn = a(s) Vn—s - Vn—237
oun =ps+k+l,p=2,3,...ets=1,2,...

(14)



Déterminants des matrices de Jacobi 61

Développons d’abord le déterminant (4) suivant les mineurs formés
de %k premiéres colonnes et puis les déterminants ainsi obtenus — suivant
les mineurs formés de ! derniéres colonnes. En utilisant maintenant les
notations de (9) et (13), on arrive & la formule

(15) Vn = Vops+r+1
= AkBZWps—AkB(27 Z)Wps—l_Ak—lBles—l(zs S)+
+A4;_,B(2, Z)Wps—2(27 s—1).
Posons dans cette formule
(15a) Ay, =1pour k=1 e B(2,1) =1 pourl =1.

Posons en outre pour s = 1 #, = , et pour s = 2, 3, ...

Ty = Ty Ty = Lygy enny By_y = Xy, By = @y.
xp 1
7
1\\ xrt1 1\\
D'(rs)= R R , D'(1,5) =D's,
\\\\\\ \\\
1 :xg_1 1
1 X5
D'(ns) 11_ | l |
ettt
-t St
, _ \
Wn (';'b)— l l \\\\l l
NI
' | | Dgly
o
I | |
Alors
Wps—1(2’ 8) = W;)s—l(:[’ §—1) = lens—u
We—s(2, 8—1) = Wy (1, 8—2) = W, _,,

Ve =A4,BW,,—A,B(2, DWpeo1— A BiWp,_,+ 4,_, B(2, l)W';,s_z,



62 T. Zaleski

d’ol en appliquant (11),
Ve = Vpsirpr = AxBi[a(8) Wip_1ys— Wip—gs] —
— A, B(2,)[a(8)W(p-1)s-1— Wip_g)s—1]— Ag_1 Bi[&' (S)sz—l)s-—l -
—Wio—ns—1]+ 451 B(2, ) [0 () Wip_1ys—s— Wip_aps—al-
Remarquons que

@, pour s =1,
a'(8) ={ oy, —2 pour s = 2,
D,—D'(2,s—1) pour s> 3.

Pour s = 1 nous avons x, = &, et a’'(1) = a(1), pour s = 2 il vient
X, = @y, T, = X, €t a’(2) = a(2), et pour s >3

X3 N\ x5 1.
N AN
h \\\ \\\ AN
a'(s)=D§—D'(2, S—1) = \\\ \?x \\1 — \\\ \\\ 1
1 N ~N
N x, T
x2 1\ % 1\ x5 1\
ANERN AN 1 N N
N N . _
=X 1\\ \\\ N T 1\\\\\\ b - \\\\\\\\\1 =DS_D(2,S"1)—Q(S)_.
\\\ S 1 ~ \\ NN

On a donc toujours a’(s) = a(s) et par conséquent
Vi = a(8)[4xBW y_ys— A B(2, YW (p_1)51 —
— A1 BiW gyt (2 8) + Ay B2, D W ppye s (2 s—1)]—
—[AxBW (p_gs— AxB(2, YW (_3s_1—
— Ay BW (y_55-1(2, 8)+ 4, B(2, DW (p_2-2(2, s —1)].

En vertu de (15), les expressions en crochets sont égales respecti-
vement & V,_, et V,_,,, d’ott 1a formule (14) pour les valeurs considérées
des indices.

Reste & compléter la démonstration de la formule (14) pour le cas

de p = 3 avec s = 1 et pour celui de p = 2 avec un s quelconque. Or
on a pour p =2 et $=>3
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V,=A4,BW, —A;B(2, )Wy, —A;_BW,_,(2,8)+
+A, B2, )W, ,(2,s—1)
= A, B;[a(8)W,—W,]1— A, B(2,)[D;D;,_;—D,_D(2,8—1)]—
—A,_,B,[D(2,8)D,—D(2,s—1)D(2, 8)]+
+4,_,B(2,))[D(2,s)D,_,—D?*2,s—1)]
= A, B,[a(s)W,—W,]—A,B(2,)[D,—D(2,s—1)]D,_,—
— A4 B[ D;—D(2,s—1)]D(2, 5)+
+A4, B2, )[1+D,D(2,s—1)—D2(2,s—1)].
En vertu de (9a) et (12),
V) =A4;B[a(s)W,—W,]— A4, B(2,)a(s)W,_,—
— A1 Bia(s)W,_,(2, s)+
+4;_,B(2,0)a(s)W,_,(2,8s—1)+ A4, ,B(2,1)
= a(8)[4,BW,— A4, B(2,)W,_,— A, _B;W,_,(2, 8) +
+4, ,B2,)W,_,(2,s—1)]—[4,B,—4,_,B(2,1)]
= a(s)V,_y—V

n—28°

Enfin, pour p =2 et s = 1, pour p = 2 et s = 2, de méme que pour
P =3 et s =1, la formule (14) peut étre facilement démontrée par
vérification directe.

3. Résolution de I’équation de récurrence. La résolution de I’équation
de récurrence (14) conduit 4 une formule pour calculer le déterminant V,,.
Admettons que ¢, et g, sont les racines de 1’équation

(16) ¢*—ag+1 =0,
ou P’on a écrit, pour abréger, a au lieu de a(s). On a
a+ Vaz—4
¢, = 2
(17) pour a? # 4,
_a— Vat—4
q: = 2

¢ =¢ = £1 pour a = £2
et naturellement

(18a) 6.9, =1,
(18b) ¢ +49. = a.
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Nous allons démontrer que la solution de 1’équation de récurrence
(14) a la forme

¥ —aq? ¢t —qf
$i~7%y A1 Th 5
¢—q. T g—q Y

= Q(p) Vk+l+s_Q(p —1) Vi

oup=12,...,q #¢q, et

(19a) Vk+l+ps =

_ g
a—q.
Il sera également démontré que, pour ¢, = ¢,, on a la forme limite
suivante de (19a):

pour m =0,1,...

(20) Q(m)

D__ 4P p—1__ p—1
(19b)  Viyiips = lim [QI % Vk+l+s—’uvk+l]

g Ld1— 42 91— 94>
= lim [Q(P)Vii14s— QP —1) Vi il
142
_ IPVk+l+s—(P—1)Vk+l pour ¢ =1 (a = 2),
(=1 ' [PVipps+ (@—1)Viy] pour ¢ = —1 (a = —2).

Le procédé de démonstration de (19a) et (19b) sera celui de 'induction.
Vérifions ces formules d’abord pour p =1 et p = 2. Soit ensuite
(a) ¢ # q.. On a alors d’aprés (14) et (18b)

Vk+l+(p+1)s = aVii14ps— Vk+l+(p—1)s = (414 92) Vitiips — Vk+l+(p—1)s

9t — g% @ - ]
R e T
¢+ @) 41—1q: it 91 —1q: a

_ [ @t —gf ! @it VM]

Vv _
G- T a—g

I e Sl U0 Al U LY it A
B 91 —4q. frbre ™

- — .08+ 0,0 -+ 5
- Vk+l
q1—9>

et, vu I’équation (18a),

Visirwens

_g"-g",  d-g
4.—1q: fttre 41— q-

Vit =Q@4+1) Vir146—Q (D) Viyr
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Soit & présent
(b) ¢ = ¢, =1 et a = 2. Alors
Vk+l+(p+1)s = 2Vk+l+ps— Vk+l+(p—1)s =2 [ka+l+s_ (p — 1) Vk+l] -
~[@—1D)Vis10s— P—=2)Vietl = @4+1) Viprys—2Vieta-
Soit enfin
(€) ¢ =¢q¢, = —1 et a = —2. Alors
Virtrwins = —2Visrips— Virrs@-ns = —2{(=1)" 7' [DVipiipe+
F(@—1) Vi l}—(— 1?2 [(p—1) Vitivs (@ =2) Vil
=(—1"[p+1) Vk+l+s'+ka+l]°
4. Un cas particulier. Considérons 1’équation
(21) .Vk+l+s = a(8) Vi = (411 ¢2) Vk+l'

En tenant compte de (19a) et (19b), on conclut en vertu de (18a)
que '
Gt -t ,
*—Vis  Dour g; # g,

(22) Vitizps =
P 4+ Vi pour ¢; = ¢, =1 (a = 2),

(—1)°(p+1)V,,; pour ¢, =¢, = —1 (a = —2).

Cherchons une condition nécessaire pour que l’équation (21) soit
satisfaite. Le développement du déterminant V., , montre que

a(1)Vy,—A,B(2,1)— Ay [Bi—a,B(2,)] pour § =1,
Virirs =10(8) Vipy + 4, [B;D(2, s —1)— B(2, 1) D,_,] —
— A, _,[B;D(2,s)—B(2,1)D,] pour s=>2.

I1 en résulte la condition cherchée:
—A4,B(2,1) = Ay [B;—2,B(2,1)] pour s =1,

Ax[B,D(2,8—1)—B(2,1)D;_,] = 4‘1‘k—1[Bl-D(27 8) —B(2,1)D,]
pour s = 2.
Dans les formules (23) restent en vigueur les définitions (15a), aux-
quelles vient s’ajouter la définition D(2,1) = 1. - L’équation (21) facilite
en particulier la recherche des valeurs propres de la matrice correspondante.
Admettons que le déterminant caractéristique peut étre transformé dans
la forme (4) par les opérations employées dans le cas du déterminant (6).
Les termes de la diagonale principale sont alors des fonctions linéaires

de la variable A. En admettant (21), on a
' ¢t — gt

(23)

Vo = Vk+l+ps R Vk+t-

5 — Zastosow. Matem. 14.1
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Transformons:
"‘=p[ ( 2mr +isi 2mw )]
— q,| cos sin
e A B e T
q9:— 4> 91— 4,

ﬁ[ ( 2mn+,_ 2'm7r)]
= —q, | cos sin .

11 q1— 4> P+1 J P+1

Conformément a la notation de (17), on parvient par une série de
transformations & 1’égalité

m=p

P+1__ p+1
" TE =”(cos mr +jsin i )[l/az—-zlcos—m——jasin i ]
¢ — G 1LV p+1 p+1 p+1 p+1

Le membre gauche, c’est-a-dire ’expression
i A

’

Gd1—1q:
est un polynéme du degré p de la variable a, le coefficient de a” étant
égal a 'unité, tandis que le membre droit posséde p racines réelles diffé-
rentes de la forme

mr .
2cos i oum=1,2,...,p.

Nous pouvons done écrire

m=p

gt — g +! m
1 2 = ”(a—2cos ),
91— 4. m p+1]
done
T mmn
(24) Vn = Vk+l+ps = Vk+l”(a—2005 ) pO'l].I' p = 1, 2, oo
m=1 p+1

Comme a = a(s) est un polyndéme du degré s de la variable A, tandis
que V;,; est un polynéme du degré k+1, la forme de (24) montre que la
recherche des racines du polyndme du degré k-1 ps revient i trouver
celles de p polynémes du degré s et d’un polynéme du degré k-+1I1. En

Particulier, pour s < 4 et k+1< 4, ce probléme ne comporte pas de diffi-
cultés.

5. Exemples d’application. Appliquons les formules établies 3 la
recherche des valeurs propres des matrices F,, et G,, cnvisagées dans
PIntroduction. Puisque, comme on peut le vérifier, la condition (23)
est satisfaite dans les deux cas, nous pouvons faire I'usage de la formule (24).
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(a) Pour trouver les valeurs propres de la matrice F,,, il faut résoudre
Péquation P,,(A4) = 0. Comme P,, (1) = Viiyipsy oW k=11 =1,8 =2
et p =n—1, on a

T mm
Pon(A) = Vo) = Vz” 4(2)—20037 .
m=1

Calculons:
A+ A L
” A _ 2+ (A+B)A
- i+B|  AB 7
B
122+2(A+B)A+24B
a(2) = )
AB
A2+ 2(A + B)A+ 44 Bsin?—
mr 2n
a(2)—2cos =
n AB

Toutes les valeurs propres de la matrice F,, résulteront done en
résolvant les équations carrées

ABL(A+B)A=0 et a=+2(A+B)z+4ABsin’—’;1;i=0

oum=12,...,n—1.
(b) Pour trouver les valeurs propres de la matrice G,,, il s’agit de
résoudre 1’équation Q,,(1) = 0.

Comme @,,(1) = Viypipyolt k=2, 1l =2, s=4 et p=n-—1,
on a

n—1
! ’ mm
Qlyn(}») = V4+4(’n—1) = V4 [a(4)-—2008"7n—:|,
m=1

A24+(A+B)A—2(A%2+4 B3— AB) .
V4= Az B2 la

M—4(A*+ B2+ 242 B

o(4) = o

Toutes les wvaleurs propres de la matrice G,, se trouveront done
déterminées en résolvant les équations

A2[A2+ (A +B)A—2(A2+ B*— AB)] =0
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et

14—4(A2+B2)/12+4A232sm2—’2”§ —0 oum=12..,n—1.

Travaux cités

[1] J. Wolf, Przeponowe wymienniki réwnoleglopradowe o wielokrotnej wymianie
ciepla, Archiwum Budowy Maszyn 9 (1962), p. 55-76.

[2] T. Zaleski et J. Jarzabek, Obliczanie wymiennika plytowego o kanalach lgczo-
nych szeregowo, InZynieria Chemiczna 3 (1973), p. 405-420.

[3] T. Zaleski et W. Krajewski, Obliczanie wymiennika §$rubowego, ibidem
3 (1973), p. 389-404.

Regu le 15. 4. 1972

T. ZALESKI (Gliwice)

0. REDUKCJI WYZNACZNIKOW PEWNEGO TYPU MACIERZY JACOBIEGO
Z ZASTOSOWANIEM DO ZNAJDOWANIA WARTOSCI WLASNYCH:

i . STRESZCZENIE

W pracy wyprowadzono wzory rekurencyjne dla wyznacznikéw Jacobiego
-0 specjalnej budowie. Rozwigzujge réwnania rekurencyjne otrzymano odpowiednie
wzory redukcyjne; kt6re'w pewnych przypadkach staja sie szczegblnie proste. Wlasnoséé
te mozna wykorzystaé dla obnizenia stopnia wielomianu przy poszukiwaniu wartodeci
‘wlasnych macierzy. )

Podano dwa przyklady zastosowan do wyznaczenia rozkladu temperatur w wy
miennikach ciepla. '



