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ACTA ARITHMETICA
XXVI (1975)

Points d’ordre 2p" sur les courbes elliptiques
par

Y. Herrecoviror (Caen)

‘1. Introduction. Wtant donné un norbre premier p, on sait [10]
qu'il existe une constante C(p) telle qu'ancune courbe abélienns définie
sur 2 n’admette de point rationnel d’ordre »* ponr b > O(p): cependant
la valeur numérique de C{p) pour p quelcongque n’est pas connue.

Dautre part, il a &66 démontré ([4], [5]) gqu’ancune courbe ellipfique
définie gur @ n’admet de point rationnel d’ordre 2p%, lorsqne p est un
nombre premier > 3 pour lequel 'équation de Fermadt:

(1) Caftaftal =0

n’a que des solutions triviales.
On. trouve aussi dans [1] la démonstration du théoréme suivant:
81 Ia courbe elliptique y° = a*+ ao® +-b définie sur O posséde un point
rationnel d’ordre p2, olt p désigne un nombre premier > 3, alors la courbe
d’éguations:
P—P =1,
P 4P = P

posséde nn point rationnel tel que vtz #£ 0 (%),

Or ceci équivant & la méme assertion pour une cublque d’equammn
Y = X(X*+ X D) définie sur @, c’est-d-dire pour une eubique possé-
dant (a priord) un point d’ordre 2 rationnel sur Q.

Ainsi ce résultat a-t-il é66 obtenu par deux méthodes fort différentes
(quant & la lettre sinon Pesprit) de sorte qu’il parait difficile de metitre
en doute sa validité.

(Past la raison pour laquelle je me bornerai & présenter les grandes
lignes de la démonstration sans trop entrer dans des détails exposés dans

(t} Plus précisément Demjanenko affirme gue cetie courbe posstde au moins
(p—1ip—3)
8
de cette assertion.

points rationnels distinets maie ne donne qu'une justification vague
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[1], [B], [7] et quon peut interpréter de plusieurs manidres selon - ges
godts personnels. Je ferai cependant une exception en introduisant des
fonetions théta, dont on pourrait certes se passer, mais qui me paraissent
- particulidrement bien adaptées & la situation.
La méthode gque j'utiliserai est une variante simplifide de cellede
{4], 18] et les résultats seront wn peu plus forts.

2. Préliminaives. Nous allons énoncer un certaln nombre de lemmes
qui. seront utiles dans le paragraphe suivant.

Mais pour Dinstant o désigne une courbe abélienne définie sur un
corps l-adique L = @, ot P désigne un point d’ordre » dans le groupe
des points de .« rationnels sur L.

On suppose que < ost donnée par un moddle de Weierstrass:

@) Yt — XS4 AX 4B

avee A eb Bel, 4434+ 2TB® # 0, o6 on désigne par j(«/) Dinvariant
modulaire de =:

- : 28 _33_&3

) = — oA

N = o

Levus 1. Désignons par v la valuation l-adique de L. Si o (j( o)) 20
et si Vordre n de P est un nombre impatir n > 1 dont Lo valuation est nulle,
alors lo valustion de Pordonnée des mulliples de P est constanie {on ewelut
Te multeple égal & Uélément newtre ).

Ce lemme peut se vérifier soit en considérant I'équation de divigion
por # ([5], coroftaire 3.1.1) soit en remarquant que ’image de P dans-la
réduction modulo ! du modéle de Néron appartient & Ja composante de
Vélément neutre du eycle réduit [7].

Nous mous proposons maintenant d'introduire des fonctions elipti-
ques l-adiques (voir [3] et [8]).

Soit ¢ un élément mpn mul de L de valuation positive. Pour toutb
t¢l nous poserons:

E(t)*: 42( qﬂ-i; _ + >'! _'n-

et
ned t) :l:s!

"t (14 ¢"1)
o= J R
ned "

Le Heu du point (£(2), 5(2)) est une cubique dont Véquation est de
la foime:

7t = (& —

avec § ef T'el; nous désignerons cette cubique par 7.

288+
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Dégignons par &,(L) le groupe des points de 7 mtwnnela sar L,
on sait {8] quil eXISte un “isomorphisme de Jacobl” (13 entre %, (L} et
le groupe multiplicatif quotient L*/q.

La valuation v de I fowrnit une “valuation” naturelle “1;” sur %, (L)
suivant le diagramme: :

G,(L) b - L}* iq
\
\\-‘3\ l
\\\
"oz

Par abus de langage nous écrirons v au lien de “»”.

DHFINITION. Une courbe abélienne «f définie sur L sera appelée
une cubique de Tate si et seulement §°il existe ge L™, de valuation positive,
tel que o et 7, soient birationnellement équivalentes sur L. °

Remarquons que ¢ est alors unique et gue P’on peut étendre la “va-
Ination” v aux points de o rationnels sur L.

LEMME 2. Sodt wn,e courbe abélienne s ot soilt un point P de sf valionnel
sur L et @ordre n = p”, avec p premier >3, p #*1let bz 1.

Alors si la valuation de Vordonnée des multiples de P nlest pas constante,
o est une cubique de Tate ef v(P) #* 0.

Ceci peut se vérifier analytiquement & partit de lemme 1([5] en
wbilisant la méthode du corollaire 1.3.2)} on bien 4 Uaide des modéles
de Néron [T] '

LEMME 3. On suppose que Pordre de P = p?, ois p est un nombre premier
>3 et on suppose que | = p. ‘

Alors of est une cubique de Tate ef v{pP) = 0.

On peut vérifier ce résultat & U'aide de “I’hypothése de  Riemann”
pour les courbes de genre 1 en utilisant les groupes quotients de Lutz
(8], eh. 2) ou, ce qui vevient un peu au méme, & l'aide des modeéles de
Néron [T]. .

Remarque. Quelques indications(?) pour le cas ol » est une
puissance de 3 sont donndes dams [5].

3. Points d’ordre p*. Les résultats que nous allons énonecer dans ce
paragraphe seront utilisés dans les deux paragraphes suivants.

Avant de les énoncer, nous allons introduire quelques notations.

Pour commencer donnons-nous entier naturel n. A tout nombre
réel @ nous ferons correspondre le symbole (@), qui est la distance de

(1) 0. Lecacheux m'a fait remarquer que hien que proposition 3.3.1 de [5]
goit essentiellement correcte, on ne peut pas dire que 3 divise C.
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@ & 'emsemble #Z; remarquons que (w), ne dépend. que de la classe de
% modulo nZ. Supposons maintenant que # == p™, ol p est wn nombre
premier et m un entier > 0, nous désignerons par I, Vimage de Vappli-
cation ¢—{w), restreinte 4 Z et par p,, le nombre de ses éléments en sorte
que: '

pﬂ'i. ’_"‘l

3) : © pr, = Cardinal(l,,) = 2

.

Ensuite, nous dirons que deux nombres rationnels » of »’ sont associds,
ot nous éerirons r~7', si et seulement 81 r = -9’

Soient maintenant une courbe abélienne o donnée gomns la forme
(2) aveo A et BeQ ef un point P de o rationnel sur Q ot d’ovdre p*, avee
P prenver >3 ef 2.

TidoREME 1. Soit e Z/p" & non nul, et soit y, Vordonnée du point iP.
Il exviste (on wiilise la notation (3)):

Py entiers a,, viely,
Py entiers a,,, vely,

Py, entiers a,h, vel,

tous positifs ef premiervs entre eux deuw & douw, et il emiste une consmnte

yeOF tels gue( ):
Yy~ n H (“m),pm

w=1 v el

Preuve. Puisque pour presque touwies lsg valuations ¢ de O les
#: sont des unités, i1 suftit de vérifier que si v(y,) n’est pas consbant lors-
que ¢ parcourt l’ensemble J/p"’Z moing 0, il existe »,<I,, et un entier
a,,, tels que:

v (y'L) = c(}nstz_mte ~+ ("‘:"'m)pm v (aym) .

D’aprés lelemme 2, o est une cubique de Tate et v(P) w0 lorsque o (p) == 0,

Dlaprés le lemme 3 a.ppllqué an point p" P, o'est encore vrai lorsque
s(p) > 0:

En wutilisant les fonotions théta de Jacobi-Tate (on le moddle de-

Néron) on obtient:

B(y;) = constante -+ (8(iP));(g).

*) Il s’agit bien d’'un double produit [3] et non dun simple produit comme il
est d1t par crreur dans [57,
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Comme il existe me{l, ...,

) (” (P))l = ﬂ’m/pm

h} et v, L, tiels que:

on a:

v (q)

fu('y,i) = consgtante -+ ("':"m)pm _pﬁ—

en lui donnant pour valuation v-adique le
P)ly = vp/p™; zéro pour les

Finalerment, on définit «,
nomhre - entier positif »(g)/p™ lorsque ((
autres valuations.

COROLLATRE 1. Posons @ = p" 1P e désignons par z; Vordonnée du
point iQ lorsque ieFy = Z[pZ moins 0, on a:

-

wely
. ol les:
=1
—_ ’ l D
A”l - avh
(n)p="1

pour viely, sont des puissances d’ordre 7 de mombres entiers prewmiers
entre euxr deur & deus.

Remarque. On pourra trouver dans {4] ou [5] quelques conséquences
de ce corcllaire.

4. Points d’ordre 2p*. Le résuitat essentiel de ce paragraphe est la
démonstration du corollaire 2, corollaire qui implique (entre autres .
choses) que si une courbe abélienne o définie sur ¢ posséde un point
d’ordre 2p%, avec p premier > 3, I'équation de Fermat (1) ) posséde des
solutions non-triviales (et dans 1e “denxidme cas du théoréme Fermat”).

Nous nous donnerons la courbe & par équation:

¥ — X(X*+CX +D)

avee O ot De@, D(0*—4D) £ 0. o , .
On sait qu'h la conrbe o est associée une courbe isogéne 7, d équation:
¥: = X, (X1 —320X,+6)
avee G = 04D, N
Leg formules de [11] montrent que si I'on choisit convenablement
les périodes de &7 et si 'on pose:

7 : B10 000
Uy =0
W, U0 =% 5,

V) =0, ()

1
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avec des constantes ecomplexes convenables (), et ¢, cette isogénie est
donnée par les formules:

z(t} = V2(1),
y(t) = VE@)U(1),

22(20) = U(1),
Y (20) = 2T3(8) V' (28),

(4)

qui montrent que U et V jouent des réles presque symétrlques lorsque
l'on passe de o & o,

Luvvm 4, U et V sont lides par les relations @ addition suivantes:

Vie+#)+Vie—p _ _ Ula)
Viat ) ~7 (a—p) Tip)

Preuve. Les formules (7) de [11], § 22, nous fournigsent:

5069i0(601(04‘.3)911(a_ﬁ)+901(““49)911('1"‘5))

= 204, () 0,1 ()840 (B) 10 (B) s
+8)031(@—p) — Ogy {a~— B) Oy, (a+ £))

= 2600( 010 ) Ol(ﬁ) 11(ﬁ)

et en passant au quotient on obtient le résultat de 1’énoncé.

THEOREME 2. Reprenons les notations du théoréme 1 et SUPPOSONS
UetV lids & m et y par los relations (4).

Pour tout me{l, . h} il ewiste 2p,, entiers positifs &, 6 b, 4 vyel,,

premiers entrs euw deuw & deum, ef il existe deux constantes A et ,ueQ tels
que:

Bo 810(501(‘1

U (it) ~ 4 f] I amom,

Mm=1 vy, el

V(it) ~pu ﬁ ” b_gﬂ":n)pm

m=1 vy el

t désignant le paramitre d'un point P Aovdre p" of i un dément non nul
ds Z)p*Z.

Preuve. 1) La premiére partic de Ia démonstration consiste & monirer
que si v est une valuation non-archimédienne de Q telle que fu( Y (u)) et
v (y, (it)) solent des constantes, alors (U (it)) et v (V (i 1)) sont des constantes
lorsque ¢ parcours Z/p*Z moins 0. :
En efiet cette hypothése et les telations (4) entrainemt:
(2) +o {y*(81)) —v [y, (it))

= 4o (V (8) —v(V(2t)) _ ox
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En posant f(t) = o(V(#))+ K, K étant une constante comvenable, on a:

f(28) = 4f(1)
f@) = 47f(#)

of f( t) = {, puisqu’il exigte un entier n tel que ¢ = 2"¢ modulo les périodes.
Un raisonnement identique est valable pour U.

2) 11 répulte de la premidre partie et de la démonstration du théoréme
1, que si o{U(it)) et »(V(it)) ne sont pas tous les deux eonstants, alors
o ou «; (done o et ;) sont des cubignes de Tate.

Liutilisation des fonctions théta l-adiques fournit, ecomme pour le
théoréme 1, les nombres a, et b, (c.q.fd.).

Dans le corollaire suwant, % demgne ia courbe projective d’equatlons

d’olu

—|—-m2 =.95:? 3
5 - -
( ) . m{’h lmm%,h 1 :m;,h 1. |
COROYLATRE 2. Si o admel un point rationnel @ordre 2p", la cowrbe
% posséde au moins (p—1)/2 poinis d"iatincts nos wiviaus dans Vespace
projectif Py(Q).
Remarque. On dit quun point (%, &,, mg,%) de P,(0) est trivial

si et seulement si on peut choisiv les #; dans I'ensemble {0 1, —1}.

Preuve. Désignons par P un peint de «, d’ordre p", rationnel sur
Q. et posons @ — p"'P. Comme dang la_ démonstration du corollaire 1,
on dédnit du théoréme 2 gue pour ieFy, on a:

Ulip™2ay~2 [ [ 450,

vyedy

Vg ~ou [ [ B
ille‘fl ]
ot les A, et B sont des puissances d’ordre p"~* d’entiers positifs pre—
miers emrre eux deux & deux.
En portant ce résultat dans le lemme 4, avee o = 3¢p"“lt ot f = ip™ ',
on a:

1] B[W’ﬂp + H B(W'J)p ]‘I A(Swl)p

6 mely. wely S vely
(6) . [T B(""Wl Il B(”’ﬂp Il Ai”l):P
ety viedy pely ¢

Nous devons maintenant distingner deux cas guivant que les B, ne
gont pag tous impairs, ou guw'ils le sout.

Dans le premier cas 'équation (6) donne (5) en écrivant les fractions
sous forme irréductible et en égalant numératenrs et dénominateurs.
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Dans le second eas on obtient par le méme procédé les relations:

-1 fi—1 Ji--1
+yf =297 7,
ple=1 A1 Jome1
yi -y =2
En ajoutant et retranchant ces relations membre & membre, et en
divisant par 2, on obtient:
i | Juml
=y Y

Jr—1 p o1

yf’.} = Y3 "“Jd

phel
1

¢e qui redonne les équations (5).

Il reste & voir gu'on obtient (p —1)/2 solutions non triviales distinctes. -

Pour cela déduit du lemme 3 gue l'un des nombres A,i ou B, est
divisible par p (la méme observation vaudrait pour 2). Alors on déduit

des formules (6) et du calenl de la valuation de @y @, wy @, que lorsque :

i parcourt I les solutions de (5) sont distinctes. En particulier on trouve
que pour p = 5 une solution an moins est telle que @, ¥, v, x; = ¢ (modulo
p) alors que pour p > 5 elles possédent toutes cette propriété.

Remarques. 1) Les équations (b) sont équiva.lentes aux équations:

(1) o et T =Bl
mg,? 1_m hwl 2

9) La courbe d’équations (5) se trouve sur la surface:

oFe— Fu—1 s '7-—1
(8) . a T T = ()
et sur la surface:
' Bl -1 h—1
9 2T e = d(mm,) .

: 3) Dans [1] il est dit que, pour h = 2, 12 courbe {B) posstde ai moing
(2 =1)(p—3)

3
le lemme 4 toutes les valeurs possibles de « et f§); cela me parait plus
délieat & démontrer rigourensement par la méthode précédente.

4) Un théoréme de Hubert [6] permet de montrer que si tne courbe
abélienne «f définie sur @ admet un point P d’ordre 2p" rationnel sur
un corps dé nombres galoisien L de degré m et si (m, 3p(p —1)) = 1, alors
P est rationnel sur . Cette remarque permet d’étendre le domaine d’ap-
plication du corollaire 2.

points distinets (qu'on obtiendrait en portant dauns le
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5. Groupe (2, 2p™). Lorsque la courbe =7 posséde trois points rationnels
dlordre 2, son équation peut s'écrire (de trois manidres différentes) sous
la forme: '

(10) T = X(X—b){X +0)

avec b &6 ceQ ot be{b+¢) # 0.

Le théoréme 5 de [3] montre que les nombires &, du théortme 2
gont alors des carrés de nombres entiers. ‘

TBin. choigissant parmi les éguations de la forme (10) une de celles
pour lesquelles tous les a,, du théoréme 2 sont impairs, on obtient le corol-
laire guivant dans legqnel & désigne la courbe projective d’équation:

(11) ﬁph»—l_—l__zgph—l =zgph—~1'

COROLLATRE 3. Si of admel un sous-groupe de points rationnels du
type (2, 2p"), la courbe @ posséde au moins (p—1)[2 poinls distincls non
wiviaur dans le plan projectif Po(0).

Preuve. La démonstration du corollaire 2 fournit les relations:

mlph—l_i_wgh—l _ wiph—l’
m{,hqwég,h—l — miph-l
et ’équation (8) donne:
R A G

Roemarques. 1) I’équation (9) donne:

Ai—1

n—1 fi—1 fo—1
ap APV 4w
7 5 =4ry .

2} 8i 'on choisit ’équation (10} pour laquelle un a,, est pair, les équ-
ations (8) et (9) fournissent encore:

i1

-l g agph—1
ST — 5 = 48;

et
=1 fi—1 fi—1
4.7 Fr-5) — P
T L S ‘

6. Réciproque particlle du corollaire 3. On. considére 'équation dio-
phaniienne:

12) a4 by Lo = 0

dans lmquelle les inconnues sont x, ¥, 2 et leg données gont le nombre-
premier impair p, I’exposant h > 0 et les trms entiers non nuls et premiers
entre eux deux & deux a,b,ec.

Noug dirons quune solution (e, #, y) de (12) est “primitive” lorsque
@, §, y sont des entiers non nuls tels que aa, bf, ey soient premlers entre
eux dewx & deux.

4 - Acta Arithmetica XKVILS
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abélienne ., ;. d’équation:
Y2 = X (X —bf7") (X + ).

La “réciproque partielle du corollaire 3”7 gue noung avons en voe esh
le théordéme suivant.

THROREME 4. Si Péquation (12) admettait une infinité de solutions
primitives (a, B, v) telles que ofiy soit divisible par 2p, 4l 3miswmit u corps
de nombres algébriques I ne dépendant que de w, b, o ¢t p" dans logquel towtes

lés courbes of, ., admetlraient un groupe complet de poinis dordre 2™,

Preuve. Nous nous bornerons i présenter les gramdes lignes de la
démonstration, renvoyant & [5], ch. B, pour ley détails.

1) Soit un corps de nombres K contenu dans une cldture algébrique

Q de Q et contenant toutes les racines d'ordre 4dp* de 2%, a?, b et ¢ et
50it une valuation non-archimédienne » de K fella que:

v(abeafy) > 0.

Alors on vérifie par un caleul divect que 7, ;. est une cubique de
Tate sur K, ob que son paramétre ¢ est puissance d’ordre 4p" d’un. élément
de ). _

2) Soit P = (w, y) tn point d’ordre p* sur «,,, rationnel sur Q.

On. vérifie que 'extension K (z, 4)/K est non ramifide.

Lorsque v(abeafy) = 0, cela se voit en montrant que le diseriminant
de Véquation de division par p® est de valuation nulle.

Lorsque v(abeafy) > 0, cela se wvoit en wutilisant les fonctions
théta de Jacobi-Tate. . cebilgmes

3) Lies degrés des extensions K (z, y)/E sont tous majords par p**—1.

Finalement il existe un corps de nombres I ne dépendant que de
K et de p** tel que toute extension non ramifiée M de K de degré < p** —1.

ot contenue dans @ soit contenue dans I (on peut utiliser un théoréme
bien connu de Hermite [9]).

Remarques. 1) Une réciproque véritable du corollaire 3 congisberait
& établir que pour (e, b, ¢) = (1, 1, —1) et pour une solution. (a, B, y) de
(12) 1a courhe oy, posstde un point d’ordre p™™* rationnel sur Q.

I serait déja trés intéressant de pouvoir montrer qu'elle possede
un point d’ordre p" rationnel sur Q.

2) Dans le méme ordre d’dée, il gerait intéressant de démontrer
que 'équation modulaire qui relie j(v) & j(2p"7) n’admet qu’un nombre
‘fini de wsolutions dans tout corps de nombres. '
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A tonte solution. primitive (o, #, ¥) de (12) nous assoeierons la courbe

(1]
[2]
(3l
[4]

18]
18]
[10]

[11]
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