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ACTA ARITHMETICA
XXVIIT (1878)

Uber den Primzahlsatz von A. Selberg
von

K, Pracian (Wien)

Alg Primzahlsatz von A. Belberg bezeichnet Montgomery (vgl. sein
Buch, Topics in Multiplicative Number Theory, Berlin-Heidelberg-New
York 1971, Ch, 14) die folgende, von A. Selberg 1943 bewiesene Tatsache
(vel. [27):

Sel f(#) irgendeine mit 2 gegen Unendlich strebende Funktion, dann
enthalt () das Intervall [@, o+ f(#)log?s] fiir fast alle x eine Primzahl,
wenn angenommen wird, daf dig Biemann’sche Vermutung nbu dle
Nullstellen der {-Funktion riehtig ist.

Mit Hilfsmitteln, die man Linnik [1] verdankt, beweisen wir folgenden

Sarz. Sei N elne grofe natiivliche Zahl wnd B eine reelle Zahl > 1.
Sei ferner 0 > B und g < N[{logN)° eine natiirliche Zahl.  Dann i3t die
Amnzalbl der natiirlichen, su g teilerfremden Zahlen n < N, die sich nicht
in der Form n = p-Fgm, p Primeahl, m natirliche Zahl < (log Y5, dar-
stellen lassen, o(N) {(d.h. < Ney mit gy—0 fiir N—oo, wobei cy nicht von
der Auswahl von g abhingt), wenn die Riemonn'sche Vermutung fir die
2u Charakteren mod g gehorigen L-Funktionen als richiig angenommen wird.

Da die Arbeit von Linnik nicht ganz leicht zuginglich izt und Linnik
die wesentliche Pormel in ungerer Bezeichnungsweise nur fiir ¢ = 1 aus-
fithrlich beweist, sel ey gextattet, die wesentlichen Rechnungen von Linnik
hier nochmals wiederzugeben. Fiir ¢ = 1 ist im folgenden logg stets durch
Jog(g+41) zu ersetzen. '

Wir erhalten anscheinend auch ein um einen Faktor log¥ besseres
Resultat als das von Linnik ohne Rechnung a.ngefrebene Resulfat {loc.
eit. 8. 517)

r

J1+Ja< i3 log" N

(Y Mit loghz bemeichnen wir die Fanktion (loga)¥.
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1. Sei A(n) dle v. Mangoldt'sche Funktion A(p) =logp fir jede
Primzahlpotenz p* und sonst A(n) = 0. Wir setzen

=2A(n)e

wobei ) stets 2 bedeuten soll. mek benutzt nun die Littlewood’sche
He=1

@y 8(8) =

~af N 6—-2111:-071.

Bemehung

1 a T
R e —
¥ + 2= e (*ﬁ -}*21‘!@19)

O (log® N)

wobei g tiber die Nullstellen @ = f-+iy der Zetafunktion {(s).= (o +4t)
in 0 < o<1 lauts. Wir brauchen eine Formel tiir § ( 4 -+ a) mit ,,kleinem”
q

la] nm die Linnik’sche Versmn der Haldyublttlewood’ﬂchen Methnde
a,nwenden Zu konnen Sei 0 S a<y {a, q) =1, Man hat

81— = i *2’“'(3“)”2 7 '?_ml'&‘ N7 I () gt
(Q +a) 27;8 A(n)e 2 e 2/ P A(w_,)e ‘n

Imodg: . pelmods
¥ —amily 1 S .
. e a ‘ w 3} —~niN A Qi
m%g | 2 M)Zx( MO ()25 .
-1 :
. Z o gmye el

_ . (n,q)>1
Die letztgenannte Summe ist(?) '

d 2 e A(n) < log Nlogg -
' (ﬂ,q)>1 ' '

. wie man leleht nachrechnet, so dag 0111:'

s s )—“—Z(Z 06T 4,000+ 00 Nlogg)

x imedg
alt

(1.4) Ayfay = D) yn)e™™ A(n)e

~—2rian

2} Wir beniitzen das Zeichen < ... in derselben Bedcuﬁmg wie O(.“)'..
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wobei }" bedenten soll, daB nur iiber die zn ¢ primen Restklassen mod g

. summiert werden soll und 3 Summation tiber alle Charaktere modgq

x

bedeutet. Mit 7,(a) = 3" x(l)¢ 2”‘“ gilt also

Imodg

(1.5) S(% + a) _

Tiir (@, g) =1 hat man

r@) = 37 gne™e )_j’ "4 (ma) —x(a-l')z,"x(m)e“"kf(a)%

i e m

;%g.)— Z (@) 4,( ) + O (log Flogg).

wenn t, die Gaul’sche Summe bedentet. Beka;nnthch gilt stets |7, < g%
Und (1 5) schreibt sich

4 =___ )=- 1
N 2 2(@) - O(log Nlogg).
Wir getzen nun

(1.7) - T(9) = g

1<m<P
niit P = [(log ¥N)?]. Dann wird

. _ ~Anind
(1.8) g(a)f(ﬁ) = ;‘ r{m)e |
mit .
(1.9) r(n) = Z A(my) g™ 2 A(n— gm)e "N IV
my, _ lsm<P .
M+ n-- a0
ms P

Man hat danm
1

(1.10) [ 8oy

(B)dd = Dr2(n)
] . R
(wobcl r3(n) = {r(n)}* gesetzt wird).
Wir Het,zm noch,

i

APt (g g) =
(1.11) ri{n) ={ @(g)
0 fir (n,¢)>1

Unger Ziel igh die Abschdtzung der ,,Dispersion’

(112) - 2{'-'

n)—ry(n)}2
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2. Sei M eine natiirliche Zahl > 1 und § = 1/ qM Sel terner ¥, eine
natiirtiche Zahl < const. N. Wir setzen

2Ny (-9 e

(2.1) J = Z‘ fﬂ(%%—a)za ) g

amod g —0&

und haben nach- (1.6)

3 . 2 2 i I
(2.2) I = ) ( _*1_>1 O{log Nlogg) ¢ ™ 1( N )(Ea
‘o P (g) Lt
amodg — X
4
1 i 2
= N gy ¢ 6 2
Ld <p(q ) LA
amodyg —& %
wobei
R < f{ 1 2 7 (a 10@Nlogq+ log? Nlog?® Q‘ da
= Uele) £ f

8 (: ) -0 (log Nlogg) | log Nlogg --log2 Nlogg 1} du

j (N +10gNlogg)logNlogq +-loga N lowzq}da,
—d

¥

go dafl man schliefllich erhilt

(23) R < qa(g)alvlogz\rlogg-+q:(q)alogﬂNlogﬂg '

L olg)— Nlog Nlogq- }— . logENlogﬁ'q < —-I{Tw log? N

1
qM
wegen ¢ < N, wenn wir jetzt M = [(log N)®) Imt 3Cbe B—dund g/
<N /(IogN)”“ voraussetzen. Der Beweis zeigt, daB man in (log M an-

gtelle von £ anch jede kleinerve pmmve Konstante verwenden kaun. Hs
st ja Jedenfallb

Tg(ﬂ -+ a) < /\;1 e——nINA(%)NN
q e

i

nach dem Primuahlsatz nnd

} _
’ 1

D" [ log2Nlogtgda < ¢(q) 6log? Nlogiq < 7 logaNlogsy:
25 ‘ M

a

icm

: @ 0
1. i 4 _ ANy — —
(2.7) Iy == -.-_-—/}J 2ol y Z(a)7, 7,0 le fﬁﬁg(a)Ax
- 3
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Aug (2.2} folgt nun
(2.4}
F;
TR N\ amiNy = [~
J = YD emiaT e 0 [ 4,04 (@@ 0+ R
‘7’2(9') "}TJ Lx* "-;-’ 1 J
n -

(2.5) J = Jy kT s+ R
Dabel ist,
5
anin, & 0 . N
(2'6) JO :-(P“(g) L o ( )xﬂ( )T7OTZOG ! ) AXU(Q‘I};”{‘_;U(——[:)&"“] do
—1y
2 ; ‘)n a

denn eg ist Ty, = H(4); und, wenn Z bedeuten soll, daB der Haupteharakter

bei der Summation Weggelemxen Wn-d

M(q Y 21':1:1\71% ‘o A Z_a eﬂm‘NIuda_l_
cm(q)’%" ‘ _; zor f (@) 4(2)

( ) ¢ 2mN—- Y
* wz(gf?)z < X J 4!

NH‘ uls
Y ooe 1 gnd Ny(a) =0

4]

CL) eZlea da

Ind
inghesondore J, = 0 fiix N, = 0modg wegen e

fitr jeden Nichthauptcharalter x;

¢ ANy - Y —
(2.8)  Jae J(—) \‘ o S’ DT i@ ()T, x
x Xy

8
x J A,(a) Azl(a)ezﬂNl“da.

"y
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Zunachst gilt Hir J,

4 X1
Nun ist
B plg)  fir gy =
2(@) () x[ oo RTE
amodg 0 Fiir K1 ¥
¥is ergibt sich alzo
¢ r
(2.9) f 2 Iz, A, (a)[*da.

Zwar brauchen wir J, zundchst nur: J:m:' Ny = O modq, doch leiten wir
tiie J; eine &hnliche Absehmtzung her wie fir J’2 Eg igh

JZIZ
il lZW” Ja

em%f[ !wa}‘”{f(mxw

sl { [ 33

¢

[ <

II

) )2 da}lfz

dalm

I/\

Nach der bel J, durchg’efuhlten Rechnung gilt somit
1 Y 1e
< f gl dal {gv(q j _ ) 42

. m;(g){»f a2 da} {f ?’ 4 |”dajm_

(2100 7,
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3. Wir wollen nun, im Anschlufi sn Linnik [1], die Gréfen

&

(3.1) . (14, (@)™ da,

8

L]

(3.2) [ 14, (0)]2da,

—

X oy
berechnen bzw. abschitzen. Man bat

Axu Z éwaalNA(,},L)G—-ﬁnian . S{ )— 2

X
(. )-al {1, @)1

= 8(a) -+ O(logNlogg).

6—-mNA (’:“b) e—-ﬂr:iau

Mit (1.2) folgt wegen g{.< N

1 >"1 1/ I'(e) 0 (logs ),

(.3'3) Axu(a) - l/N |-2T:’m L (LN £ 27!:’.501)9
wobel ¢ die Nullhtellen r1c1 Z;e’u‘afunlttmn m0<o=<1 dulchla.uft Fiir
% 7 %o gl

(3.4) A, () = — ,_\_: (17@—% +0(1og31\r),

wobel jetzt o die Nullstellen von L(s, x) in 0 < o<l dmehlau_ft Mlt
@ = 1[N +2mia erhdlt man '

- (3.5)
g ' miNa : _ :
[ 1y (@item¥inda = ElNW dat U+ Us Uyt Vs Us;
-8
it
_ : . 1 0(e o
(3.6) 8, (a) - L me L «1 zm
. &
ist dabel
. . . 8- .
(3.7)  Ug < [ [8y(a)da,
.4
d .3
. s l ) . 12
S ¥ i
(3.8) | Uy @{;J’ P da_! [k".l(a.)\ C‘} ’
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/] ’ 6
(3.9) U, < { {iSs(e)rda | logﬁNda}l/a, |
=) -~
[ I} 1 & 2
(3.1.0) U, < f . da f 10g°N{4a} ,
1 o
-4 -8
4]
(3.11) U € [ log* Nia.
iy

Aus (4) ergibt sich weiter mit

(8.12) 8 (e, %) == sy

/ e
[

wobei die Summation itber die Nullstellen o = g, der Funktion Li(s, ¥)
im kritischen Streifen 0 < ¢ <1 zu erstrecken ist,

4 ]
(3.13) [ 4 a)2de < [ 18:{a, z)i*da+ slogt V.,
-8 -0 :

4. Aus Bymmetriegriinden geniigt es, die in § 3 aufgetretencn Integrale
fir das Intervall [0, 6] zn untersuchen. Sei also im folgenden stets o > 0.
BIs soll zundchst der Absoluthbetrag der Summe §,( o, y) abgeschitut
werden, und wir schreiben der Rinfachheit halber

Sy () anstelle von &, (a, 4).
Man hat mit @ = 1/ +3wia, g = f-+iy '
m""]’(g) — Iv(@)e»-(ﬁwq')(1r»g|w|+1:argm)
mit —x/2 < arge < w2, d.h.
(4‘1) m‘gf(g) — F(Q)gfﬁlogEwH~verg:cewia;lomm\vz'ﬁnrm
= I'{g) jw| e efmeta2nla ~ifarotganNa

: Ty paote-l il motg. L
= lalme (g ¢ e

Fip: die Gammafunktion gilt bekanntlich

i
E—
2

¢ T 0

i Ji->co gleichméadig in jedem Intervall 4 << o< B (die Iongtante m
O( )} kann von A un_d B sbbhéi.ngen). Wir schreiben nun

(4.3) _ Hy(a) = 8y(a) + 84(a),

wobei in §, iibe.r die ¢ mit y > 0 und in 8, iber die o Wit v < 0 summiert
werden soll. Die Anzahl der ¢ mit T sy<T+41 ist nun bekanntlich

(42) (o it)] == (2m)" o
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O(log(q(fl’ +2))). Damit findet man

- P @ bk
(4.4) o TN g logg+ Ne N e log(gn),
vzl n=2

wobei fiir o = 0 aretg(l/2nNa) = =/2 zu setzen ist. Nun hat man etwa
tir 0 < A= 1/2 hekanntlich

0?1 an L
(4.5) D e,
: ==
- :
\NT —in 14 i o 1 0
(4.6) \ e "logtn £ — log (——~) (6> 1)
, 1 A A

und fir a > 0 tberdies

had . 1 &1
u L

rreed "
]

Sei nun zundchst ¢ < ap = 4/N, avotg(l/2nNa) = aretg(1/8x). Dann ist
die Summe (4.4) <€ log¥. _

| Tir o> a, =4/N hat man aretg(l/2rNe) = ¢/Na (mit Dassender
Konstante ¢) und somit ist dann die Summe (4.4)

(4.8) < Naflogg+log(Na)}  (Na> 4),
3 I(e) I'(e) 37 “”ﬂ'r"‘tg‘z’;“;ﬁ TN
(4.9)  Sy(a) "ZT ""“"Z kR ¢
o b=
X _ig

1
= ﬁ-—-;- —yarotg—0

. 3 —gmmtg-—»}-«m L 2N o
< S"’? "'}_/_____a TN < 2 e —|—4:752*1£) ¥ e nNv,
- lmlﬁ 4 .NE
e : e

‘Wenn nun die Riemann’sehe Vermutung fitr alle L(s, x) als vichtig voraus-
gesetzt wird, so sind alle g = 1/2. Dann folgt

1
1 . 14 Al P
Np(a) <€ ("j\ﬂ" I 4-9172(13‘) \ e ING

yl

(4,10)

‘und. dies igt fir No s 4

(4.11) < N'Plogg < N"log N
und fiir No = 4 jedentalls

(4.12) <€ o8 Na{log(Na)-logg} = Na'*{log(¥a) -+-.10gg} .
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Ans (4.10) folgt nun

%
(4.13) [ 18:(0)[2da < ayNlogt¥N < log?¥.
L]

Fir die Bumme §,(e) iiber die p mit y< 0 hat man

Sy{a) < Z M

"
»<0

“Iy[

-y n 1
c=glvl vl nmmmﬁ

e .

(4.14)

Wenn alle § = 1/2 sind, so folgt

(4.15) _ 8y(a) < |27V < N2,
Aus (4.3) folgt nun

1 4 d
(4.16) [ 18y(a)i*da < 2 [ 18, (a)2da+2 | 184(a)2der
—d i —§
mit
' [}
(4.17) [ 183(a)12da < ¥s.
—8

5. Wir geben nun die Rechnung von Linnik fiic das Integral iiber
8:(e)f* wieder. Wir setzen 4, = §/2" fir » =1,2,... (also &, = 4).
Fir das » mit §/2" > a2 6/27 soll b1 = ap gesetzt werden, Terner
setzen wir ' ‘ ' '

5.1 : : ]
(5.1) : aretg n¥a l A(a)
und
(5.2 ~ L

2 s T ate g = |
Wir zerlegen das Tntegral fiber [a,, 5] (8 > ay) in Integrale der Forin
. : - ' Ep .
{5.3) f (8:(a) 2 da.

bppy )

Fiir jedes solche Integral ist im Integranden

(5.4) - avetg 1

2nlNa > arcte

aNg,

F}E zwel Nullstellen g, = g8, iy, , 82 = fa-Fiys (01 = 0, ist zugelassen)
, .
61‘

o & — - _—'1 — ™ " _ ™ .
(5.5) {L | T @) e A = Dig) Negoitnt =Gt g,
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wobel in U die a enthaltenden Bestandteile zusammengefalt sind:

a'r
(B.6) U=UX, 8,297 = [ pi(a)p(a)da
” ‘ ) dpg1
mig
(5.7) gal) = e MR HI-TID g (4) = e,

Setzt man noeh fiix - 4,

(5.8) D(a) = [ gy(a)de

Spel
so folgt durch Teilinbegration
g, [+

59 [ m@p@da = [ g0 (@)da
S | ‘ b1 o
: 5 r
=p(a)P(a)] — [ O(a)gi(a)da.
Spp1 g

Sei A das Supremum von |@(e)| im Infervall 6,,; < a < d,. Dann wird
wegenl (v, = 0, ¥, 0 nach Delinition von &)

U« A{ze"(yl*}'?g)ﬁr + V}

mit
a, .
Vo= [ gtibrrg Yat¥atl  da
. 1 1 2nNa?
weil ja
. d
pr(a) = g{a){—{y1+7a) +"v(ﬁrﬁz)}7§;1(a)
gilt mit
[ == (y1 4 o) 0 (B —Ba)] 5 yrhya-+1
und .
) 1 1
#a) = L 1 2rNaz )
+ “(_‘ercl-\?a)z

Fie y, -y, <5 1 hat man

&,
dao 1 ar
Vg < 2 e == 2
V<2 f arNat  2nNO,.,, 9nNs '

XA

5 — Acta Arlthmetica XXVIIL3
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wobei wieder §/2" durch o, zu ersetzen l%, WL r‘i/d’ T w820 int,
Es folgt dann weiter

U< A{EH—Z szao} = ey A.

mit einer Konstanten ¢, > 0. Wiir y; 4 p4 > 1 erhilt wan

V<2 f g~ ntrmAe ylrl.m;if,, &éga?
M v
- ggﬂylm)uczijjiﬂ < Gty
Damnit erhéilt man fiiv 3, +yp, > 1
U< 4Ag oty
Weiter hat man
®(a) = f "0t da = J (V1[N 4 o2} ~rtaitn=2d gq,

dpg1 g
Wir sefzen ‘

oy —l/~—~—[—4=7r2c>:’l an:———l/fa-ww-

und erhalten

o) = o [t B
™ g ) 1
! 1/1 ~ e
. Y Y

wobel in den Grenzen die o-Werte beibehalten wurden. Dabei ist wégen
o> ay '

=,
el 2 o
%> ]/ .2\ 44 — > R

Nach dem zweiten Mittelwertsats der Integralrechnung folgt

’ a
A< 25up I . J w1l gy |
g
_ ——
bised,; 1 1-—N2 .
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ist ja Dei: mnvhnmndem “ monoton abnebmend. Fir 4,,, < a < 8, gilt
§/2" = w = 1046/2"1, Denn

S5

G Gl s

wogen 6/2"! > ay == 4[N, und die rechte Seite ixt < 10(6/2”1).. Wegen
[& -] 22 ${16] 1)

und

folgt

( 3 )—ﬁl-ﬁz -1

‘ ra 1-8,~8
(5.10) A < gymin 2 , (Js_) ' 2’.
: Bal -+ ly1—yal

1By —

Fir ¢ 2z 0 hat man noch

(3.11) TB+in e € (y+1)0+,
Damit orhilt man schlieflich

|§,.
(5.12) J 18,(2) 2 da

LN

§ =81
) X

1\ .
< 2_! *,\_»:‘(y1+1)”1“*(yzfl~1)ﬁ2** (——“

2?‘
Y170 Y0

1
® minl , e~ ity
l—pg1—Bal =+ Iy — } '
(Fiiy gy -9y =0 L 8L
' O gt e g
O s g g NG o R o gt

6. Woenn wiv nun die Richfigkeit der Riemann’schen Vermutung
vorausselzon, so finden wir wmit- gy == fy =k aus (5.12)

O )

(6.1} ] [Syla)Pdu < \ \ 2 ’1“”‘“111111{1 ww-—’—*—l}

Va

c?r.! ) . TJ ~0 Py U

Dy nmn dio Anzahl der Nullstellen von (s, ) in & < v < k -+ 1 bekanntlich
(lng(q k--2) )) et fiv ko= 0,1, 2, ... wird dies

- ¢ NN g GrtEd o (g (%, - 2))Tog (g (s 2)) mi {
6.2) < > o z.nlo@(qmz)) og (4 (k- 2)) min

Tyl

Ik ~-7{;2i}
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; » Fille &y = &y und %, ¢k, erhilt man die beiden o ‘
ISDGEZ,I;]:;;GMGH der 1 2 1 # by 7. Um die Formel (3.5) auswerten zun konnen, brauchen wir noch
. o0 I .
— 2 iR y2milN g ' 2N co .
(6.3) <J£'6 rlog (g (% --2)) (1.1) f‘“‘i e — f ”i"f"“‘“” L0 f_i da
nd ~48 b Zin - Vi b dmtg? 3 e +4n?a?
% 1My '
on < Soganen 3o Lgian m 3) o
k=0 =1 ] ]

Die Summse aus (6.5} ist
- 1
< %: logtq + _;Ll: log? Z
mit A, aus (5.2) also wegen g << N

(6.75‘) ‘ <N og? N =N —rb log"N

21‘ ar—1
Um die Sumune aus (6.4) abzuschitzen betrachten wir zundchst

o0

Ze’m@%{mgq+log(lc w20}

Me==1
<(log )1logq+log(k+‘>)+log }<log(k+ 2)log N - log* XN,

g0 daB man fir die Swmme aus (6.4) die Sehranke erhilt

©.6) <Zr%ﬂvlog(q(m-z)){iogw+1ogN_1og'(k+z>}

k=0

1
<€ (T 10gq+ log 7«) logﬂl\T—J—{ (10g —-—~) logg l* —— logfl 1 } log ¥

'N.

Insgesamt ergibt sich (8 > a,)

(6.7) f 185 (0)[2da < Z Noir 1og31v < Folog' ¥
und nach (4.16) und {4.17)

&

(6.8) | [ 18:(@)fda < Nolog'¥.

-6

Wegen
Fda 1 .
I — <—3 fiir 8>0.

Weiter hat man

J—~—da~ SN R S 0 TR
fel? Lo 2T 14 (2nNa)? 4
e TR

jfz
Mit diesen Hchranken er]ml.ten wir aus (3.7) bis (3.11)
w8 ) 7, <€ Ncﬁll.og“N, U, < N logh* N,
U, < NPolog"* N, U, < N¥ Mlog’ N,  U; < Slog' N

und schliefilich wird (3.5) “

2 !NJI

2 1
(7.4) ] a)|26™ 1% g = %’— Ne —}-O( N 10g* 2 N 4 N élog® NV -+ F)
B .
]

1. N
MENe ES |"'0( T 103’3/2N‘J“‘IM)

fie M 2= [(log M), 3 b= B 4.
Weiter erhalten wir nach (3.43) filr ¢ 4 x,

(7.5) fm J2da < Nalog

i J, finden wiv mit (2.5)

(7.6}

o Wl ) N amivg T 1 N q
Ty o e AN 1«--0( “’ZN—l-——mM).
" T Gy & { rp(q) TEa 1% o(2)

anodg
{a,Q)=1
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Fir o, erhalten wir aus (2.10), wenn wir (7.4) mit ¥; = 0 benittzen

if2
(T.1) - T, < ;(q) N g (g) N 6log® N2
142
- (mf )) No¥logh® N < N6 log™ N (loglog g)™*.
(g :
Nach (2.9) wird
N,
(7.8) Ty € —L o(q) Wolog* N = gNologhV = oz log? V.
(g} M
Aug (2.5) und {2.3) ergibt sich schlieflich
. Vont 2 grine (Fra
(7.9) J= 3 s(ﬁ +a) &0t g,
gty
1, in,
:%Ne w ﬂa(q} Z o N2 o
i)
(@ q@)=1
M
+0( o log" N (loglog ) + - 10 PN 2 )
(g™ gr N - »{q)

(g natirliche Zahl < N) fitr M 3> [(log ¥)] wnd gM < N[log'* N,

8. Wir setzen nun M = [(log N)°]. Mit W sei die Vereiniguug aller
#-Intervalle
1
™o 2
’ q qM
bezeichnet, ¢ =0,1,2,...,¢~1(*) die nicht itbereinander greifen und
samtlich im Intervall [ —1/gM, 1--1/gM] tegen. Mit m sei die Komple-

mentirmenge von Mt bezughch dleses Intervalls bezeichnet. Man hat
nach (L.7) -

_ 6—27:1:;[PBH1
T(g) = gmme? o—amigh q
also . )
I8 <« M fir Ddem,

d.h. wegen P = [(log¥)®], B> b+i>1,

(8.2) T(9) < fir  dem.

P
(log ¥)=~*

%) ‘@ durchlduft jetzt also auch Zablen, die nicht zu g teilerfremd sind.
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Damit erbilt man

, P PN
83) [ ISOTONF S < o Sy j SO0 < o
b8
wegen,
1
(8.4) [I8(0)Pas = 3 ¢ 4 (n)f ~ § Nlog X .
Q n

Man hat nun

(8.5) j 18(0) T ()]} i
o
. lla_M I .
3.3 Tkl
wie amoiq ~YeM a
T (@)l

3 3 ey,
Iy

lsmy, mg<F

wobei man in den Grenzen der Infegrale sehreiben kann

1 1 1
8.6 = -
&Y M 0 (QM) T n M,
1
mit
g e - <] o i = _].___.__-.nmN
{8.7) [og* N« M, m M 7. ToaF N
also g My 5 N log® N, Damit findet man nach (7.9) .
3 SO :@wﬁmm
(8.8) j ST dp -y N L) \ W
it 2 M\J f[”(Q‘;L) 1y, el
L 1+ Mo
mit
W o< \1 \’ N ¢ log"® ¥ (loglog N2 -
mla ”‘1 iy q]“(ﬂfﬁm) '
) _
q
. log® N 4~ M —|.
L 8 (21) %

L
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Nun hat man -

wenn r{g) die Anzahl der positiven Teiler von q ist; ferner

‘Sj x 2—:? <€ loglogy

‘ GJT; Q/Ql T
und
2 1 < loglogyq.
_ o p{th)
Also folgt
W 72 L9 o ¥ totog VP L tog Nloglogg + P2 Mgloglos
< g s N (loglog M) + =g log  Nloglog gy + F.Mgloglogy.
Beniitzt man noch
_ fmy~malg P
é N w140 ( l\g)’

PgiN < (logN)~©B, 50 erhiilt man aus dem ersten Summanden von
(8.8} wegen

v# '.fll 1

oeln) vl
ein Fehlerglied
q Py ) -
€«—— NP2l L NpalogNy-©-B)
sl F g MeN”

Insgesamt erhilt man

H

fw (O T (D) ==L

NP2 RY
2 9lg)

mit
"3) y 1, (O“" ﬁ)}*

R < ‘;“(%) NP (logN)™*, g << niin{}{b

Mit (8.3) erhilt man

: 1 g [ ¢ NP
I8 T(0)208 = $ 2 ==L wpep (_.;_ )
[ISOZO)R8 = 3 et =g NP0 (s

y< min {}(b—3), 0~ B, 2(B—b)—1, 1}
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9, Wir herechnen nun

: Z r{n)ry(n) = __}_/ { v

113 1 n;l
Fhp - Qe
TegmegP

e q - 1) \1 ‘HJ‘ (7?’1) ﬁ"""'_\f-lv 31 *"’HJN
fiy

’J’F )6—14111\7] q —nh’\?‘P

Vot ?

7(q) it
1*’?1]?.4?[’
o dp A () g=tmi {1:' +0 (19 gﬁ)}
(p(q) z.‘iJ N

]

m(%)_ P{N + OI(Ne“"m}} {.P 40 (@lﬁ)—o__ﬁ)} :

Inggesamt gilt also jedentalls

S r(myryny = %ﬁm NP

. 0( g N1)2 )l
- (g}

¢(q) (log &y

SchlieBlich hat man

\! 2 e \T .._..gf ..... «32'“‘“2”{]\7 = gz PB ‘1 I Sj d —2n/N
Z'rl(%) 4;'?:.1 q)a(q) P ) y A;;.i '.A/—J iu'( )}6

-~ P2(g) i
(mg)==1
2 1N
.m_ ’a gy L pa NT g =-——~ 0 1}
- g 1 Zﬂd,"}.J oi(g) ALJ“()2 d+ )
dlg dig .
1 q .. gt ) 1 ¢ (‘g NP2 )
e NPE O F e DAy 2 e e NP e O [ —}.
2 (g) («p*(m i AT (@) Tlog )

Homit folgl

Ingbosondere isg

q NP2

N om-nimy < (@) (og 7~
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. Die Anzahl der zu ¢ teilerfremden @ < N mdt r{n) == 0 igt daher

NPE el N
(log N)"

#*(q) pe 4 _
7 p(q) (logN)” q

wiihrend die Anzahl aller g teilerfremden » = N

[5}] o(@)+0o(q)) = "”‘f) ¥+0{p(a) mt"—’»;ﬁl ¥-+0( %2 ¥ log )]

Es sind also

o(@) g N
P 54, LALINE o S
g T AT

T g teilerfremde Zahlen ny, 05 N entweder in der Torm p--gm oder
in der Form p'-+gm, 1 > 2 darstellbar. Die Anzahl der in der letztoren
Form darstellbaren n ist aber < N'2P. Daher sind

218 y_ [0 )
) g

Zahlen n in der Form p 4 gm darstellbar.

10. Mit Hilfe der A. Selberg’schen Abschitzungen fiir die L-Funltio-
nen kann man vermutlich zeigen, daf in unserem Satz ] durch 2 + ¢ ersetzt
werden kann. Linnik beweist loe. cif. unter anderem noch: 1) Wenn. die
Riemann’sche Vermutung fii die IL-Funktionen modgq richtig ist,
g < N[(log N)°, gibt es Losungen p, p’ und h der Gleichung p +p’ = N --¢h
mit Primzahlen p und p” und 0 k< (log¥N)® (wobei N bei geradem
g ebenfalls gerade sein soll). 2) Wenn die ,,Dichte-hypothese”

N{a, )< 709 (log Ty,

rz1, N(e, I) wie iiblich dis Anzahl der Nullxtellen von & '(3) in Re s 22 0,
{ms| < T, richtig ist, so gibt es fiiv groBes N Priwmzahlen p und p’ mit

p+p —N| < (log Ny,

Der Beweis von 2) scheint bei Linnik unrichtig zu sein, kann aber
wohl mit den neueren Dichtesdtzen von Haldsz und Turén richtiggestellt
werden, wobel eventuell eine gréBere Potens von log ¥ in Kauf genominen
werden. muB. 1) kann mit Hilfe unserer Rechnung ehwas verbessers
werden. Ohne die Richtigkeit der Riemann’schen Vermutung anzu-
nehimen, kann man unseren Satz fir nicht zu grofie gmit P = N5+ miitely
der neuen Dichteséitze von Montgomeéry {loc. vit. Chap. 12) bewelgen, (Zwei-
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ter Teil des A, Sclberg’schen Primzahlsatzes). Die Behandlung der genan-
nten Fragen soll eventuell in einer weiteren Arbeit ansgefithrt werden.

Zusatz el der Korrelcbor: Wie nur Herr Professor Schinzel freundlicherweise
mitieilte, wurde von Montgomery nud Vaughan in Bd 27 (19%5) dieser Zeitsehrift
folgondes bewicsen: Wonn die Riomann’seho Vermutung richtig ist, gibt es Losungen
2, p’ und b der Gleichung p+p'= ¥4k mit Primzahlen p und p’ md 0<h<
O{log B3 .

Die beiden Andoren homorlan, dafl dasselbe Resultat schon vor ein paar Jahrem
von Kdatai bowieson wurde,
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