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3.6. Si B est 1-extensive, pour toute S du méme dge, il existe une iso-
morphe & 8 et une 1-emtension commune & Ret 8.

En effet d’aprés 3.1, il existe une extension commune & R et S,
qui soit 1-extension de 8.

‘Une multirelation R peut admettre, pour toute multirelation du
méme 4ge, une 1- extension commune (& I’isomorphie prés), sans que R soit
1-extensive: prendre pour K une chaine infinie non dense, donc non
1-extensive; ou encore la chaine des entiers relatifs affectée de 4 pour
Jes pairs et de — pour les impairs. .

Disons quun dge est 1-extensif lorsque deux multirelations queleon-
ques de cet Age ont une 1-extension commune (% lisomorphie prés).
' Exemples: un Age réduit & une multirelation de base finie (et ses isomor-
phes); ’age des chaines infinies; plus généralement, avec les preuves 3.2
et 3.3, tout Age de multirelations enchainables: rappelons que F est dite
enchainable lorsqu'il existe une chaine T' de méme base, tout isomor-
phisme local de T vers elle-méme en &tant un de R vers elle-méme; toub
4ge de multirelations presqu’enchainables: il existe une partie finie I de
la base de R, et une chaine T' de base |R|—F, tout isomorphisme local
de T vers elle-méme, prolongé par lidentité sur F', étant un isomorphisme
local de R vers elle-méme. Autres dges 1-extensifs: celui des relations
unaires prenant une infinité de fois chaque valeur + et —; celui des ordres
composés de deux chaines infinies, eb incomparables entre elles (communi-
qué par M. Pouzet). :
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s,-Kategorische Theorien nicht-kommutativer Ringe
von

Ulrich Felgner (Heidelberg)

Abstract. In this paper we classify those semi-simple not necessarily commutative
rings with unit, B, whose theory Th(R) ist categorical in ;. We include also classifi-
cations of other types of rings with N, -categorical theory, like simple rings with unit,
rings without nilpotent elements and group-rings over skew-fields of characteristic zero.

"Sei T eine Theorie erster Stufe, die in einer abzihlbaren Sprache
formuliert ist und sei m eine unendliche Kardinalzahl. T heiBlt m-kate-
goriseh, falls je zwei Modelle % und B von T der Michtigkeit m isomorph
sind. M. Morley [14] hat gezeigt, daB jede vollstindige Theorie T, welche
in einer abzihlbaren Sprache erster Stufe formuliert ist und in einer iiber-
abzihibaren Kardinalzahl kategorisch ist, damn auch in allen iiberabzdhlbaren
Kardinaleahlen hategorisch ist. Aufgrund dieses Satzes beschrénken wir
uns im Folgenden auf s,-kategorische Theorien.

In der Algebra sind einige Ergebnisse tiber %, - Kategorizitit bekannt,
beispielsweise deér Satz von E. Steinitz iber die algebraisch abgeschlos-
senen Korper. Bs stellt sich hier die Frage, ob man nicht genau angeben
kann, welche vollstindigen Erweiterungen T* ciner gegebenen Theorie T
%, -kategorisch sind. 7™ ist bekanntlich genau dann eine Vervollstdndi-
gung der Theorie 7' falls es ein Modell % von T gibt, so daB T* = Th()
gilt. Dabei ist Th(U) = {@; A k P} die Theorie von 9[, d.h. die Menge
aller Aussagen ® aus der Sprache von T, die in der Struktur 9 giltig

sind. Unsere Frage konnen wir also auch wie folgt aussprechen:

(F)  Fiir welche Modelle U einer gegebenen abzihlbaren Theorie T erster
Stufe ist Th(A) - kategorisch?

" Pir die Theorie T, der abelschen Gruppen und die Theorie T'gg der

kommutativen Korper hat Herr A. Macintyre die Frage (F) vollstindig
beantwortet [11], [12]. Dabei hat er insbesondere gezeigt, dal fir eix}en
kommutativen Korper K, Th(K) dann und nur dann s, -kategorisch ist,
wenn K entweder ein endlicher oder ein algebraisch abgeschlossener
Korper ist. Fiir die Theorie Ty der kommutativen Ringe mit Eins-Ele-
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ment hat Herr J. Reineke die Frage (F) beantwortet. In dieser Arbeit (1)
wollen wir die Frage (F) fiir verschiedene Theorien nicht-kommutativer
Ringe beantworten. In den Beweisen werden sowohl rein algebraische
als auch rein modelltheoretische Methoden zur Anwendung kommen.
Dies ist sehr natiirlich, da wir eine Frage diskutieren, die auf dem Grenz-
gebiet zwischen Algebra und Logik liegt.

Es sei betont, daB wir nur Theorien betrachten,. die in einer ab-
zahlbaren Sprache des Pridikatenkalkiils ersier Stufe formuliert sind.
Fragen fiber die Kategorizitit von Theorien hoherer Stufe, welche bei-
spielsweise von Erdos-Gillman-Hendrickson [6], Salzmann [18] und
Strambaech [20] diskutiert werden, werden wir hier nicht betrachten.

Ganz besonders mochte ich Herrn J. Reineke danken, der mir im
Dezember 1972 einige seiner Ergebnisse tiber s;-kategorische Theorien
kommutativer Ringe mitteilte. Seine Erbegnisse hatten mich angeregt,
nicht-kommutative Ringe autf &, -Kategorizitit hin zu untersuchen. Herrn
G. Michler mochte ich fiir ein anregendes Gesprich in Oberwolfach danken.

1. Modelltheoretische Hilfsmittel. Sei 1 eine Kardinalzahl. Die Theorie T
heiBt A-stabil, falls fiir jedes Modell A = <4, ...> von T und jede Teil-
menge B C A mit Card (B) < 4 gilt, dafB der Raum S (B) aller vollstéindigen
1-Typen p iiber B gleichfalls hochstens die Kardinalitdt 4 hat. Dabei ist
Card(B) die Kardinalitit von B. w-stabile Theorien nennt Morley [14]
total-transzendent. Morley hat in [14] gezeigh, dafl jede w,-Kkategorische
Theorie w-stabil ist, und daf jede «-stabile Theorie A-stabil ist fiir alle
unendlichen Kardinalzahlen 1. Dabei wird die Abzdhlbarkeit von T
vorausgesetzt (2).

Sarz A (S. Shelah [19], Theorem 2.13). Sei T eine vollstindige Theorie
in der abzihlbaren Sprache £. Dann sind dgquivalent:

(i) T ist in keiner Kardinaleahl 1> o stabil,

(ii) es gibt eine ngmel B(E,4) in C und in einem Modell A von T eine
Folge von m- Tupeln a; (j € o) so, dap fiir alle §, ke w gilt: (A & D(ay, ax))
<]j<k.

Unter einem Ring R wollen wir im Folgenden immer einen assozia-
tiven Ring verstehen ([13], S. 131). Ein Ring, der cin BEins-Element besitzt,
wird wunifeler Ring genannt. Der Ring R ist halbeinfach, wenn das Ja-
?obson-Ra,djkal J von R die Bedingung J = {0} erfiillt. Bin Ring, in dem
jede Menge von Links-Ydealen ein minimales Links-Ideal enthélt, wird

() Uber die Ergebnisse dieser Arbeit habe ich wihrend des Logical Semester im
St. Banach Ze[}tmm Warschau (Polen) im Méirz und April 19738 und auf der Tagung
Alf,rébre .et L?glque in Mons (Belgien) im April 1973 vorgetragen. Beiden Institutionen
mochte 101? hier noch einmal fiir ihre freundliche Einladung meinen Dank aussprechen.
(’)‘ Eine Struktur % mit o -stabiler Theorie Th(X) nennen wir im Folgenden kurz

’ w-stabil. Ferner nennen wir 9 ,-kategorisch, .wenn Th(2) w,-kategorisch ist.
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links-artinsch genannt. Bin Ring, der sowohl links-artinsch als auch
rechts-artinseh ist, wird Astin-Ring genannt.

Die formale Sprache £z der Ringtheorie enthdlt neben Variablen
die Funktions-Symbole -+ (Addition), — (Subtraktion), - (Multiplikation),
die Individuen-Konstante 0 und das Gleichheitszeichen.

TUnter einem Schiefkérper wollen wir im Folgenden stets einen nicht
notwendig kommutativen Korper verstehen.

Sarz B (A. Macintyre [12]). Sei K ein kommutativer Korper. Dann
sind die folgenden Higenschaften untereinander dquivalent:

(i) Th(XK) ist w-stabil,

(i) Th(K) ist s -kategorisch,

(iiiy X st entweder ein endlicher oder ein algebraisch abgesehlossener
Kdarper. .

Sarz O (S. Shelah). Sei D ein Schiefkirper und Th(D) - kategorisch.
Dann ist D kommutativ.

Der Beweis von Satz O verwendet Satz B, Satz E (das Zentrum von
D ist endlich oder algebraisch abgeschlossen) und den folgenden Satz
von J. T. Baldwin: der maximale Morley-Rang aj einer ;-kategorischen
Theorie T .ist endlich. Es wird gezeigh, daB D eine Polynom-Identitéit
iiber seinem Zentrum erfiillt. ‘

Tiir zwei Ringe B, und B, sei B, @ E, die direkte Summe der beiden
Ringe.

8oz D (A. Macintyre [11]). Seien B, und B, Ringe und Th(R,) und
Th(R,) w-stabil. Dann ist auch Th(R, & R,) o-stabil.

Sarz B (7. Reineke [16]). Sei S ein definierbarer Teilring des Ringes R.
Falls Th(R) w-stabil ist, dann ist auch Th(8) o-stabil.

Tiir eine Ordinalzahl a sei £ (a) diejenige Sprache, die aus der Sprache £
entsteht, indem man zu £ neue paarweise verschiedene Individuen-
Konstanten ¢, fiitr n < a hinzunimmt. Herr A.Macintyre [12] hat gezeigt,
daB jede Brweiterung T° in einer Sprache L (n) fiir 1 € o einer o-stabilen
8-Theorie T' gleichfalls o-stabil ist. Daraus folgt dann unter Verwendung
von Satz E sofort:

Samz B (J. Reineke [16]). Seien Iy wnd B, unitale Ringe und sei
Th(R, ® R,) w-stabil. Damn sind auch Th(By) wnd Th(E,) w-stabile
Theorien. )

In der Tat, sei ¢ das Bing-Blement von R, und e, das Eins-Element
von R,. Dann sind ¢, und ¢ in B, @ R, = R orthogonale TIdempotente
und R, = Re,, R, = Re,. Also sind R, und R, in Bezug auf die Sprache
Lr(2) = Qr v {e, ¢,} definierbare Unterringe von R und die Behauptung
von Satz F folgt aus Satz E.
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Satz G (J. Reineke [16]). Sei B ein Ring, I ein zweiseitiges definier-
bares Ideal von R und Th(R) w-stabil. Dann ist auch Th(R/I) w-stabil,

Dabei wird eine Teilmenge S des Ringes R definierbar genannt,
falls es eine Formel @ (x) von Lz gibt so, daB 8= {x ¢ B; @ (w)}.

2. Matrizen-Ringe und ihre modelltheoretischen Eigenschaften. Falls D
ein Schiefkérper ist, 1 < # € w, dann soll Mat,(D) den Ring aller n x n-
Matrizen mit Koeffizienten ans D Dbezeichnen.

Wir verwenden die folgenden Notationen: falls I'= {@,, ..., ,} eine
endliche Menge von Formeln igt, dann sei A A" die Konjunktion aller
Formeln aus T, also A AT'= O ADA..ADy. U = B bedeutet, dab die
Strukturen A und B elementar-fiquivalent sind. Ak P bedeutet, dab
die Aussage @ in der Struktur A gilt. Hxist der Quantor es gibt genaw ein .

LemumA 1. Seien D, und D, elementardquivalente Schiefkorper. Dann
¢ilt auch Matn(D;) = Maty(D,) fiir alle L < 1 e w.

Beweis. Sei B, = Matn(D,) und B, = Matu(D,), und sei @ (x, ..., o)
eine Formel aus der Sprache £z der Ringtheorie. Wir geben eine Uber-
setzung * wie folgt an: O¥(a@l, @l ..., @k, , @3, o, B2y, o, 2 entsteht
aus D(wy, @, ..., Tm) indem man alle (sowohl die freien als auch die ge-
bundenen) Variablen #,, die in @ vorkommen, durch = X n-Matrizen (7}
ersetzt und dementsprechend alle in @ vorkommenden Multiplikationen
and Additionen durch die entsprechenden Matrizen-Multiplikationen bzw.
Matrizen-Additionen Elementweise ausgeschrieben ersetzt, und ferner die
Konstante 0 durch Null-Matrix (0) ersetzt. Dabei sind die a3; dreifach
indizierte Variable. Dieser Ubersetzung zufolge wird ein in @ vorkommen-
der Quantor, etwa Vz,, durch den Quantoren-Block

Vo, Vay, ... Vo, Va3, Val, ... Vai, Vi, ... Vi,
ersetzt, Im Falle n =2 wird beispielsweise die Formel

D (;) = Voo, e[, - 1, = @]
in die Formel
*,8 3 .8 g
D@1y, Tla, Ty, i)
e Tl Tl Tl Wl BT M (o2 FT 2 1,2 2 3 .
= Vi Vg, V o) Vg, O, Hlan, g, Hon[ ANk B+, - a5y = @3
1=<1,j<2}]

iibersetzt. Durch Induktion iiber den Formel-Aufban folgt jetzt sofort,
fir 5. n-Matrizen a, = (@%;) e Matu(D,):

Bk Dlay, ay, ..., an]<e Dy E D*[a}y, sy

1 m
ooy Qpny ooy O]

wobei af; e D;. Eine analoge Behauptung gilt fiir R,. Aus D, = D, folgh
daher sofort die Behauptung.

icm®

8, - kategorische Theorien nichi-kommutativer Ringe 335

KoroLLAR. Seien D; und D, Schiefkirper wnd 1<neo. Falls D,

dementare Substrultur von Dy ist, Dy < Dy, dann ist auch Mata(D,) elemen-
tare Substruktur von Maty(D,).

Levma 2. Sei D ein Schiefkorper, 1 < n € o und Th(Matn(D)) w-stabil.
Danm ist ouch Th(D) w-stabil.

Beweis. Fir 1 < i < n, 1 < j < n sei ey diejenige Matrix aus Mat.(D),
welche nur an der Kreuzung der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte eine
Tins enthalt und sonst Nullen. £x(1) entsteht aus der Sprache £z durch
Hinzunahme einer neuen Konstante ¢,. Wenn wir ¢, in Matn(D) durch
das Element 6y, interpretieren, dann ist nach A. Macintyre [12], Corol-
lary to Lemma 5, auch die £z(1)-Theorie Th ((Matn(D), €4)) w-stabil.
P ist aber in der Sprache £z(1) definierbar, D = {x e Maty(D); #-ey = zA
nty-o= o} und nach Satz B ist Th(<D, ex)) w-stabil. Aber ¢, ist das
Rins-Element von D, ist also in D definierbar, und daher ist sogar Th(D)
w-stabil.  Q.B.D.

LEMMA 3. Sei D ein Schiefkorper, L < n ¢ w und Th(Matn(D)) 8- kate-
gorisch. Damn ist auch Th(D) %, -kategorisch.

Beweis. ‘Seien D, und D, elementar-iquivalente Schiefkorper der
Kardinalitit s, und sei D = D,. Daraus folgt nach Lemma 1, daf Mata(D)
= Maty(D,) = Matu(D;) gilt. Aus Card (Matn(D,)) = Card (Mata(Dy)) = %
folgt nach Voraussetzung Mata(D;) Mat(D,). Daraus folgt aber D; =~ Dy
(siehe L. Dornhoff [5], p. 13, Theorem 2.18). Q.E.D.

LevuMA 4. Sei R cin einfacher unitaler Artinring und R* = R. Dann
ist auch R* ein einfacher unitaler Artinring. Die Klasse aller fzinfachen
unitalen Artinvinge ist also BC,z.

Beweis. Zunichst ist klar, daf der mit B elementar é?quivalente
Ring R* ebenfalls unital ist. Nach dem Struktur-Satz yon“Art{n-Wedder—
burn gibt es einen Schiefkérper D so, da8 R = Maty(.D) ﬂu‘ eine Zahl n
mit 1< new. Seien ¢ die Matrizen-Binheiten von i *(s1§he Lemma 2).
Dann gilt D o ey Rey fiir alle 1<i<n. Auis R=R fo]gi.;, daB ~au‘lch
in R* die Aussage gilt: ,es gibt Elemente &y, ..., Tigy -5 Tnn (mit1 <4 sdn,
1<j<n) 50 daB 1= @y+ Dot o +Tnny Tnt Lk fvéijw,,,k' (x:enn 8y das
Kroneckersehe Delta ist) und 2, Rz, ein Schiefkorper 1.st . Nach Ja-
cobson [8], p. 52, Proposition 6, folgt daraus, daB R* der Ring aller nX n-
Matrizen iiber dem Schiefkorper @y B*zy, = 8 ist. Nach dem Satz von
Artin-Wedderburn ist R* ein cinfacher Artin-Ring. Q.E.D.

Bemerkung. Man kann Lemma 4 auch da;durch. bevfeisen, daf R}mia,xt
zuerst folgert, daB R* ein halbeinfacher unitaler Ring ist, demn s

halbeinfach und Halbeinfachheit ist eine Eigenschaft erster Stufe. Weil B

artinseh und noethersch ist, ist B von endlicher Lange (siehe Bourbfékj}giii
p. 22-25). Daraus folgt, daB auch in R* alle Ketten von Haupt-Rech
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Idealen sowie alle Ketten von Haupt-Links-Idealen nur von beschrinkter
Lénge sein konnen. R* ist also perfekt im Sinne von H. Bags [1], ung
daher ist R* o~ R*/J* artinsch, wenn J* das Jacobson-Radikal von R* 5t
(Bass [1] Theorem P). B ist regulir im Sinne von J. v. Neumann ung 0
und 1 sind die einzigen zentralen Idempotente von R. Weil dieg wegen
R = R* auch in R* gelten muB, folgt: das Zentrum von R* ist ein Korper
(siehe Maeda [13], p. 148). Nach dem Satz von Artin-Wedderburn igt
daher R* ~ Mat,(S), wobei S ein Schiefkérper igt. Damit ist Lemma, 4
aufs Neue bewiesen (2). ‘ B
LevmA 5. Seien Dy und Dy Schieflkorper, 1 < ny e 0 und 1
Falls Mat,, (D,) = Mat,,(D,), dann gilt #n, = ny, und D, = D, .

< Ny € .

Beweis. Seien ey die Matrizen-Einheiten (siche Lemima 2). Die
Linksideale Rey (fiir 1 < 4 << n,) sind minimale Links-Ideale deg Ringes
R =Mat, (D,) und folglich sind die e; primitive Idempotente (ein
Idempotent ¢ haifit primitiv, wenn e nicht als Summe von zwei orthe-
gonalen von Null verschiedenen Idempotenten geschrieben werden kann).
In Mat,, (D,) ist also 1 als Summe von n, primitiven orthogonalen Idem-
potenten darstellbar. Sei jetzt 1 = fi+f,+...-- fr wobei alle S primitive
Idempotente sind und f;-f; = 8y f;. Weil f; primitiv ist, ist Rf: nicht in
die direkte Summe zweier echter Linksideale zerlegbar und fi st das
einzige von Null verschiedene Idempotent des halbeinfachen Artinringes
JiBf: (siehe Behrens [2], p. 156, Satz 3, p. 157, Satz 4 und p. 159, Satz 7).
Nach dem Satz von Artin-Wedderburn ist daher fiRfs ein Schiefkorper
und daraus folgt, daB Rf: ein minimales Linksideal von & — Maty, (D;)
ist (denn R ist einfach, hat also keine nilpotenten Ideale). Aus R = R-1
= Bf; ® ... @ Rfy (direkte Summe von minimalen Linksidealen Efy) folgt
daher k= n, (siche Behrens [2], p. 87). Damit haben wir gezeigt: In
Maty (D,) ist 1 als Summe von 7y aber auch nur von =, primitiven ortho-
gonalen Idempotenten darstellbar. Aus Matnl'(Di) = Mat,, (D,) folgt daher
My = N und wir schreiben n = ny = n,.

Eine Aussage @ aus der Sprache der K'ijrpertheorie gilt in D, genau
dann wenn die Relativierung von & guf ey Matn(D,) - e,y in Mat,(D,) gilt.
Weil fiir jeden beliehigen Satz von Matrizen-Einheiten {ei: 1< 1, j < nl,
Dy = 6, Mat,(D,)e;; gilt, konnen wir auch sagen: D, k @< Mat, (D) -+
»€8 gibt ein System von Matrizen-Rinheiten {wy; 1<, j < n} so daB
O*,)” (siehe Jacobson [8], p. 52). Dabei entsteht @*(z,,) ans @ indem
man jeden Quantor Vy durch Vy(dz: y = ayewy = ...) und @y durch

Hy(He: y = wp2emy ) ersetzt — dabel wird angenommen, daff die

(). Halbeinfachheit ist eine Ei
sind dagegen keine Eigenschaften e
dagegen eine Eigenschaft der erste

genschaft erster Stufe, Einfachheit und “artinseh”
wster Stufe. “Binfach und artinseh der Linge n” ist
n Stufe, wie Lemma 4 zeigt.
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ot in @ mnoch nicht vorkommt. Eine analoge Behauptung gilt
;ﬁl‘?})&l{;(‘%ﬁ‘ Aus Matn(D;) = Mat,(D,) folgt daher D, ng: QED
KORROLLAR. Sei D ein Schiefkirper, 1 sneo und B ein Ring so,
dap B = Matn(D) gilt. Dann gibl es einen Schiefkorper 8 mit D = 8§ so,
dap R == Mata(S) gili. - - N
Dies folgt sofort aus Lemma 4 und Lemma 5. Wir kénnen jetzt die
b ung von Liemma 3 beweisen. -
Umk;};mf 6. Sei D eim Sc)hiefkc‘irper, 1 /\;’ e o und Th(D) ;- kategorisch.
i ist auch Th(Maty(D)) &, -kategorisch.
Da’l%;iieis. Wen(n D endlich ist, dann is't auch Mai?n(D) e?adlif:hku?c%
Th (M:Ltn,(D)) hat keine unendlichen Modq'alle, ist also trma,lerwe‘me hll'_,—('j “s:.e E.
gorisch. Wein D unendlich ist, dann g}bt s nach dem Sag{z VoL “ der
heim-Skolem einen mit D ele1nentar—aqmva1enten TSclueLorper 11 -
Michtigkeit », und daher Oard(Mat?(Dl)}= 8- L\Sa.ch' . :n;n;n be%e_
Mat,(D) = Matn(Dy), also: Maba(D,) F Eh(l\f[a&#l)))x Sei ].e z 'er n belie
bices Modell von Th(Mats(D)) der - Kardinalitit S ir missen
Rc.u Mat,(D,) beweisen. Nach dgm lflorlt)gllar ;Iztl(;g?nfu: %Iara?R).: q
F—'> srper S mit D, =D =8 un == Mata(8). d
;(:3121‘5 f(]f;)fg?ﬂ) = §,. Aufgrund der x;-Kategorizitit vc:\z; g‘héD)) == gh}él%)
ergibt sich nun D; == § und daher R o Matn(S) o= Maitn( - d.l .
LrumA 7. Sei D ein Schiefkorper, 1<new und H 1\8{?,77% eg)'g; o
unitaler Ring. Sei R ein beliebiger Ring d.emvt, daﬁf lzumi Sa.s,;( o
elementar-dquivalent sind. Dgﬂm gibt es einen Schiefkirpe .
= M wobei D = 8.
- M]a;enif (11? galls D endlich ist, dann folgt aus B = Mw(f)fgf n?‘%
einem Satz von A. Tarski R = Mat,(D) @ H und WiiI‘ }:sln?st Seigi'.7 s
kénnen daher im Folgenden annehmen, daf D unend ct 10;1 - éetze
Eins-Element von Mat,(D) und E, das Ems—Elegllen . ;;3 1 I .A ctae
A = Mato(D) @ H; dann ist 1= E+ B, das El.ns~ e;ll:ll e vom 4
EB,-BE,= B, B, = 0. Die Idempotente B, und B, 11efe]1; o s Motae
und os gilt Maty(D) = AB,, AB, = B, A, H = AB, = T e 'S
SCA sei 1(8)={med; VyelS: yo= 0} der h;mlsjhﬂator 8. Aus
und #(8)={wed; VyeS: -y= 0} der rechts- D) C r (B
By By= B, By = 0 folgt H =B ACr(H)= l(‘—gl) ;111 2 -miEyI: B
— I(Ey).. Aus wer(B,) folgt o=12= (E1+~.7zﬂ)):l(5 el
also H = 7(B,) = (%) und analog Matn(D) = 7 {8, E : uzsdxﬁcken, it
lich ist, konnen wir mittels einer Formel 7(”) von f Len Ring biden,
die Gesamtheit aller y mit y-v = 0 einen mit H 180;{1(;{ ];) O e Hlemento
indem man aufschreibt: es gibt genau m = Card( ) mk s o )
Yy ooy Y T0iL Yo-v =0 (1< i< m) 50 dab alts, - Um Gruppe von H ist
gilt, v’venn a(h;, wry i) die Grruppentaiel der a%lﬁw&n T
und p(hy, ..., hm) die Multiplikationstafel von £ =t -
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Mittels einer Formel o(«) konnen wir ausdriicken, daB die Gesamtheit
aller # mit #-u =0 den Ring aller #X n-Matrizen iiber einem Schief.
korper bilden. Dazu schreibt man auf, daB die Gesamtheit aller » mit
z-u = 0 einen unitalen Ring bildet, in welchem es ein System von Ma.
trizen-Einheiten {es;; 1 < 7, j < n} gibt, derart daB die Gesamtheit aller y
mit y-u=0 und y-ey = ey-y (fir alle 1< ¢,j < n) einen Schiefkorper
bildet (vergl. Jacobson [8], p. 52).

Sei I(u,v) die Formel: ,0 # u= A0 # 0= VAUV =1p-9 =0,
AVW(w 4 = 4 WAW - = a)-w)/\Vw(w = w(u-+v) = (u-}-v)w)/\u—]—v # 0”‘
Die Formel I(u, v) besagt, daB » und v zwei von Null verschiedene ortho:
gonale zentrale Idempotente sind, deren Summe die Eins ist. Sei schlieSlich
P (u,v) die Formel: VaVy(z u=yv=0A24+y=0=0=1y = 0).

Es folgt: Ak ®u Ho[I(u, ) A9 (%, v)Ac(u)AT(v)], denn fir «=F
u.nd v= By ist I(B,, B\)AD (B, B)A(B)AT(B,) in A = Matn(D)@}E
richtig. Wegen R = 4 folgt, daB die obige Aussage auch in R gelten muB
Folglich gibt es Idempotente B und B in R so dal I(H, BY)Ad (EX, BY) /\'
Ao (B) Av(BY) in R erfillt ist. Also #(B¥) ~ H und »(BY) uMa,zii, (11)*)
wobei D* ein Schiefkérper ist (Jacobson (8], p. b2, Propasit_i;)n G)n und,
wegen I(BY, B} a3 (B, BY) gilt B ~ Mat,(D%) @ H. ’

Ahnlich wie in Lemma 5 zeigh man jetzt, daB D = D* gilt. Dabei
bfanutzt man die Tatsache, daB es sowohl in 4 als auch in B ein und nur
ein zentrales Idempotent B gibt so, daB FA und HR wenigstens m-1
-Elem.ente enthalten . und 1(H) genau m verschiedene Elemente enthilt
yvobel m = Card (H). Fir ein solches B sind B4 und ER zweiseitige Idealé
in A baw. in B und es muf B4 ~ Maty(D) und FR = Matn(D¥) gelten,
U(B)= H folgt ebenfalls. DE® <« Ak ,es gibt ein zentrales Tdempo-
t;ljl;: E so daf Card_(EA)}m—}—l und Card(l(B))= m und es gibt e
SR lan} < 1, )< n) mit E= 611-|—622-I?...+€7m, entesr = Oiyepr S0 dal die

e 1*v1erung von & auf e, FAe, gilt”. Bine analoge Behauptung gilt
fir D* und R. Aus R = A folgt daher D = D*. Q.E.D. )

Liwa 8. Sei D ein Schieflorper, 1 < n ¢ w und Th (D) %, - kategorisch.

Wenn H ein endlicher unitaler Ring i n i
v igoriom. unitaler Ring ist, dann ist auch Th(Mata(D) @ H)

Beweis. Seien R, und R, Modell k ichti
. A e von Th (Matn(.D) @®H ) der Miichtig-
ke;; si. Aus By = R, = Mat, (D)@ H folgt nach Lemma 7: B, o< Matn(S,) (:3
V@ﬁ}g :I;luéé Rfi i’ ?’Iat,éﬁz)@)ﬂ fiir Schiefkorper 8, und S, mit 8, = 8, = D.
ard(0;) = Card (8;) = &, fol bzang = 8
dorons B e (8 .2) 1 folgt nach Voraussetzung S; = 8, und
3. w-stabile Ringe,

I dealD Elml‘g TION (H. Bass [1]). Sei R ein Ring und I ein zweiseitiges
- Damn heiBt I links-T-nilpotent, falls es zu jeder TFolge
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iy M€ @) YOI Elementen a, € I eine Zahl ke o mit ay-a;-...-a,_; a5 =0
gibt (rechis-T-nilpotens verlangt indessen - a; ;- ... - a;- a5 = 0),

T heiBt T -nilpotent, wenn. I sowohl links-T-nilpotent als auch rechts-
.pilpotent ist.

DerNITION (S. Eilenberg, H. Bass [1]). Ein unitaler Ring B heiBt
links-perfekt, wenn das Jacobson-Radikal J von R links-T-nilpotent ist
wnd RfJ ein Artin-Ring ist (rechts-perfektheit verlangt stattdessen, daB J
rechts-T-nilpotent ist).

R heiBt perfekt, wenn R sowohl links-perfelct als auch rechts-perfekt
ist. Eine fundamentale Rolle spielt im Folgenden das Lemma 9:

LevMA 9. Sei B ein unttaler Ring und Th(R) «-stabil. Dann ist B ein
perfelter Ring. )
" Beweis. Fiir a ¢ B ist Ra = {#-a; « ¢ R} das von a erzeugte Haupt-
links-Ideal. Angenommen es gibt in E eine strikt absteigende Folge von
Haupt-links-Idealen: RayD Bay D ...0 Ran D Ray, (O ... Sel

(x, y)ém # ynVu Tofv-z = u-y].

Dann gil offenbar B k p(ai, 7)< 1 < jund nach Satz A von 8. Shelah wiire
Th(R) nicht o-stabil. Also muf R die Minimal-Bedingung fiir Haupt-
links-Tdeale erfiillen. Nach H. Bass [1], Theorem P, ist dies damit dqui-
valent, daB R rechts-perfekt ist. Analog folgt, daB R links-perfekt ist.
R ist daher perfekt. Q.B.D.

LEMvA 10. Sei R # {0} ein Ring in dem es keine von Null verschiedenen
nilpotenten Elemente gibt und sei Th(R) w-stabil. Dann ist B ein unitaler
halbeinfacher Artin-Ring. ’

Beweis. Sei e= ¢* ¢ R-und yeR. Dann gilt (eye— ey)® = 0, also
eye—ey = 0, da R keine nilpotenten Elemente # 0 hat. Analog folgt
eye = ye, also ey = ye und wir haben gezeigt: in R liegen alle Idempotente
im Zentrum. In jedem Ring bilden die zentralen Idempotente einen relativ-
komplementiiren distributiven Verband (vergl. Maeda [13], D- 137). Setze
V={eecR; ¢ = e} und ¢, < ;<> €,°¢, = ¢,. Betrachte die Formel ¢(x,Y)
<[ # yAR = @AY = y*Az-y = ¢]. Angenommen es gibe in <V, <)
eine wnendliche aufsteigende Kette 6 < &< o< tn < lpyy< - dann
wirde R kp(eq, es)<> i< j folgen und nach Satz A wire Th(R) nicht
o-stabil. Daher muB <V, <) ein endlicher distributiver relativ-komple-
mentérer Verband sein.

Bs gilt 7 # {0}. Sei nimlich = |{aR; a e RAaR # {0}). Aus Hae B
{a+0), also 0 # a* ¢ aR folgt 4 # @. Aus der o - stabilitdt von Th(R)
folt; daB es in 4 keine unendlich langen echt absteigenden Ketten geben
kann (vergl. Lemma 9). Folglich hat # ein minimales Element bR # {0}.
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Wenn 0 # debR, dann ist 0 # d® e dbR. Aus d<bR, also d=b» fip
ein reR, folgt dbRC bR und wegen der Minimalitit dbR = bR. Aus
d e bR = dbR folgt, daB es ein ¢ bR gibt mit d = de und 0 5 e = ¢ ig
eine unmittelbare Folge. Daher gilt 0 # eeV # {0}.

Sei f die Summe aller Atome des endlichen Verbandes <77, <
Angenommen es gibt ein ¥ e B mit y # f-y. Sei 2= y—f-y. Damn gilt
2R ¢ £ und wie wir oben gesehen haben, gibt es ein Idempotent e 1
e#0. Also e=z2-7 fiir ein 7e R und es folgb e=2r= (y—f-y)r, ¢
= e(y—fy)r=(ey—efy)r = 0, denn e<f, also ¢ f=¢, weil f das Ma-
ximum - der Booleschen Algebra (V,<C ist. Aus diesem Widerspruch
folgt, daB f eine rechts-Eins in R ist. Aber f liegt im Zentrum und daher
ist f das Eins-Element von E. Damit haben wir gezeigt: R st unital.
Nach Lemma 9 sind alle Elemente von J nilpotent. Weil R aber keine
nilpotenten Elemente 0 hat, folgt J = {0}. R ist also halbeinfach und
nach Lemma 9 ist R =~ R/J artinsch. Q.E.D. A

Bemerkung. Lemma 10 kann man auch als Kriterium fir die
Existenz eines Eins-Elementes auffassen. Die Voraussetzung der Inexistenz
nilpotenter Elemente % 0 kann nicht fallen gelassen werden, da beispiels-
weise fiir jede (additiv geschriebene) elementar-abelsche p-Gruppe
<@, > mit der trivialen Multiplikation -y =0 fir alle z,ye6,
Th{<@, 4+, ») o-stabil ist. Der Ring <&, 4, - hat kein FEins-Element,

Aus Lemma 10 folgt, dal der Ring € aller eindeutigen stetigen
Abbildungen von Rt = {z ¢ R; 2 > 0} in die komplexen Zahlen C keine
w-stabile Theorie hat. In Bezng auf die Faltung (convolution) als Multi-
plikation ist € nach dem Satz von Titchmarsh ein null-teiler-freier Ring
und enthilt daher insbesondere keine nilpotenten Elemente 0. € hat
aber kein Eins-Blement. . ’

SA1z 1. Sei R # {0} ein Ring ohne nilpotente Elemente # 0. Dann sind
die folgenden Bigenschaften dquivalent:

(i) Th(R) ist c-stabil,

(i) R ist die direkte Summe von endlich vielen Schiefkirpern D,

RB=D; @ ... ® Dy, wobei fiir alle 1 < » < 7, Th(D,) w-stabil ist.

Beweis. Ad. (i)= (ii): Nach Lemma 10 ist B ein unitaler halbein-
facher Artin-Ring. Nach dem Satz von Artin-Wedderburn ist daher B
die direkte Summe von endlich vielen Matrizen-Ringen Maty,(D;). Weil
aber k& keine von Null verschiedenen nilpotenten Rlemente besitzt, mul
ni=1 gelten, und R ist die direkte Summe von den Schiefkérpern D;.
Nach Satz F haben all diese Schiefkérper eine w-stabile Theorie. Die
Umlkehrung (ii)= (i) folgt -durch Induktion sofort aus Satz D. Q.E.D.

Lemma 11. 8ei R ein kommatativer unitaler Ring und Th (R) w - stabil.

Dann ist das Jacobson-Radikal J von R gerade die Menge aller nilpotenten
Hlemente von R.
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Beweis. Nach Lemma 9 ist R ein perfekter Ring. Alle Elemente
von J sind daher nilpotent. Wenn umgekehrt « ¢ B nilpotent ist, dann
ist 2R ein Nil-Ideal, also R CJ und aus 1eR folgt = c 2R, also z eJ
(vergl. Behrens 2], p- 73). QE.D. .

Bemerkung. Das Jacobson-Radikal J ist der Durchschnitt aller
modularen maximalen Rechtgideale. Jacobson hat gezeigt, daf J auch
in der Sprache Lz der ersten Stufe definierbar ist:

J={reR; Vye RVe e RMucR: wo(y-ax-2)= (y-2-7)ecu=0},

wenn @o b= a-~b—a b gesetzt wird (siche Jacobson [8], p. 9]. Der Be-
griff der Nilpotenz kann im Allgemeinen nicht in der elementaren
Sprache £r ausgedricks werden, da wir in £z nicht tiber natiirliche Zahlen
quantifizieren kénnen. Nach Lemma 11 ist jedoch fiir die Klasse der
kommutativen unitalen Ringe mit -stabiler Theorie die Nilpotenz eines
Elementes 2 in der Sprache Lz ausdriickbar.

Aus Satz 1 erhalten wir jetzt als Korollar:

Satz 2 (J. Reineke [16]). Sei B ein kommutativer halbeinfacher Ring
mit Bins-Blement. Dann sind die folgenden Higenschaften dgquivalent.
(i) Th(R) ist w-stabil.
(i) R ist die direkie Summe von endlich vielen algebraisch abgeschlos-
senen Korpern und cinem endlichen Ring.

Dies folgt sofort aus Satz 1, Lemmsa 11 und Satz B.

4. v, -kategorische Ringe. Wir fassen jetzt unsere Ergebnisse aus _den
Abschnitten 2 und 3 zusammen, um diejenigen nicht-k‘omm'utatwen .
Ringe R zu klassifizieren, deren Theorie Th(R) s -kategorisch ist.

SATz 3. Sei R eim einfacher unitaler Ring. Dann sind die folgenden
Eigenschaften dquivalent:

(i) Th(R) st N, - kategorisch, ‘

(ii) R = Maty(K), wobei 1 < new und K ein endlicher oder ein dlge-
braisch abgeschlossener kommutativer Kdrper ist. .

Beweis. Ad (i)= (ii): Sei R ein einfacher 1.mjta,1er Ring und'Th(R;
%, -kategorisch. Nach einem Satz von Morley ist Th(R) w_Stabl'l;fm;
nach Lemma 9 ist R perfekt. Weil R einfach ist, also. auch ha.llbel ac! 1,3
folgt: B o RJJ ist artinsch. Nach dem Satz von Al't]ill-‘ve(?.del‘blér];l .li_
daher R isomorph zu einem Ring von n X n-Matrizen iiber einem hc 1end
korper K, R = Maty(K). Nach Lemma 3 ist Th(K) ;- kategorisc ud
nach Satz C ist K daher kommutativ. Nach Satz B ist K endlich oder
algebraisch abgeschlossen.

Ad. (ii)= (i): dies folgt sofort aus Lemma 6. QED.
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KoroLuar. Sei B ein unitaler einfacher Ring, der eine Polynom-Iden-
titit iber seinem Zentrum erfillf. Damn sind die folgenden Eigensohaften
untereinander dquivalent:

(i) Th(R) 4st »-kategorisch,

(il Th(R) 4st w-stabil,

(i) B = Mata(K), wobet L<new und K ein endlicher oder ein
algebraisch abgeschlossener kommutativer Korper ist,

Beweis. Ad. (i)= (ii): dies ist nach M. Morley der Fall.

Ad. (ii)= (iii): wie in Satz 3 folgt Ro Mat,(K), wobei K ein Schief-
kbrper ist mit -stabiler Theorie gemif Lemma 2. Sei Z das Zentrum
von R. Dann ist Z auch das Zentrum von XK und Z ist ein kommutativer
Korper, B also eine Z-Algebra (d.h. fiif 2¢Z und z¢R und z-2=¢
folgh 2= 0 oder # = 0). Bs gibt also in der freien Algebra Z[@yy vy Tms),
die von den nicht-kommutierenden Variablen ..., o erzeugt wird,
ein Polynom f(@, ..., zn) (fiir ein m e ), welches in Z[ %y, ..., Tm] vOR
Null verschieden ist, so daB f(ry,...,7"s) = 0 fiir alle Ty ey ¥m € B gilb
(vergl. Kaplansky [9], 8. 580, [10], 8. 156—161). Es folgt jetzt, daB auch K
dieselbe Polynom-Tdentitéit erfiillt. Nach Kaplansky [9] (vergl. [10], 8. 157)
hat K endliche Dimension iiber seinem Zentrum Z. Nach Satz B ist Th (2)
w-stabil, und daher nach Satz B ist Z endlich oder algebraisch abge-
schlossen. Dann ist aber K offenbar kommutativ, also Z = K. Die TImpli-
kation (iii)=- (i) ergibt sich nach Satz B sofort aus Lemma 6. Q.E.D.

SaTz 4. Sei R ein halbeinfacher unitaler Ring. Dann sind die folgenden
Eigenschaften dquivalent:

(i) Th(k) ist n-kategorisch, »

(ii) B 4st endlich, oder es gibt einen endlichen wunitalen Ring H und
einen - algebraisch abgeschlossenen Ekommutativen Kiorper K, so dap R
=~ H @ Mat.(K) fiir eine Zahl n mit 1 < e o.

Beweis. Ad. (i)= (ii). Nach Lemma 9 ist R cin halbeinfacher Artin-
Ring und daher gilt R = Mat, (D) @ ... ® Mat,, (D,) fir Schiefkérper
D, ...y Dy und Zahlen ny, ..., ng. Wir behaupten, da8 in dieser direkten
Zerlegung nur ein unendlicher Schiefkérper auftreten kann. Angenommen
s gibt zwei unendliche Schiefkérper, etwa D, und D,, in dieser Zerlegung.
Nach dem Satz von Lowenheim-Skolem gibt es Schiefkorper Dy, D;', D,
D;, ..., Dy mit D, = D{ = D}/, D, = D, (fir 2< » < k), Card (D) =
Card (D;) = Card (D}) = &, und Card(D,) < &, fiir 3 <» < k. Nach einem
Satz von Mostowski [15] und Feferman-Vaught [7] erhalt die Bildung
der direkten Summe die elementare Aquivalenz, das heiBt es gilt R = R’
= Mat,, (D;') © Mat,(D;) @ ... ® Mat,, (D)) und B = R — Mat, (D]') ®
© Mat, (D)) @ ... ® Mat,,,(Dy). Ferner haben wir Card (R') = Card(R") =8y,
aber die Ringe B’ und R” kénnen nicht isomorph sein (siche Behrens [2],
3. 83, Satz 3), ein Widerspruch, Th(R) wire nicht §; - kategorisch!
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Wir haben gezeigt: wenn R nicht endlich ist, dann gibt es genau
¢inen unendlichen Schiefkdrper D, und die Xérper D,, ..., D sind endliche
Korper. Wir setzen H = Mait, (D,) ® ... ® Mat, (D,) und B = Mat,(D) @
@ H, wobei n =7y, D =D, und H ein endlicher Ring ist.

Nach dem Korollar zu Lemma 5 und Behrens [2], S. 83, Satz 3,
folgt: auch Th(Maty(D)) ist ¥, - kategorisch, Dies impliziert nach Lemma, 3,
daB Th (D) 8, -kategorisch ist. Nach Satz C und Satz B ist D ein algebraisch
abgeschlogsener Korper.

Ad. (ii)= (i): die folgt sofort aus Satz B und Lemx_ua, 8. QED.

Aus Satz 4 crhalten wir unmittelbar als Korollar einen Satz von
J. Reineke [16]: .

KororuAr 1. Sei K ein kommutativer halbeinfacher wnitaler Ring.
Dann sind die folgenden Higenschaften dquivalent:

(i) Th(R) ist x-kategorisch,

(il) B st endlich, oder R =K @® H wobei K ein algebraisch a{)ge—
schlossener Korper wnd H ein endlicher Ring ist.

KoroLrAr 2. Sei R ein kommutativer nullteiler-freier unitaler Ring
(also ein Integritdtsbereich). Dann sind dquivalent:

(i) Th(R) ist w-stabil,
(ii) Th(R) ist 8 -Lkategorisch,
(i) R ist entwender endlich oder ein algebraisch abgeschlossener Kirper.

Sa1z 5. Sei B # {0} ¢in Ring ohne nilpotente Elemente # 0. Dann sind
die folgenden Higemschaften dquivalent:

(1) Th(R) ist 8- kategorisch,

(ii) B st endlich, oder R =K @ H wobei K ein algebraisch abge-
schlossener kommutativer Korper ist und H ein endlicher Ring ist.

Beweis. Ad. (i)=> (ii): Zuniichst folgt die «-Stabilitit und daraus
nach Satz 1: R= D, @D, ... ®Dy. Wie im Beweis von Satz.él folgt,
daB nur hochstens ein Schiefkérper, etwa D = D,, unendlich sein kann.
Sei H die direkte Summe aller in der Zerlegung B = D1®...@Dk auf-
tretenden endlichen Korper D,. Dann gilt B = D@ H und wie in Satz 4
folgt: Th(D) ist s, -kategorisch. Daher ist D kommutativ (?atz Q) und
daher algebraisch abgeschlossen (Satz B). Die Umkehrung (ii)= (i) folgt
sofort aus Lemma 8 und Satz B. Q.E.D.

Bemerkungen. (1) In den Sitzen 3 und 4 Wurde. gezeigt, daB Fhe
dort auftretenden Matrizen-Ringe nicht nur Matrizen-Ringe tber Schief-
kérpern sind, sondern sogar iber kommutativen Korpern K{ die daim
sogar noch niiher charakterisiert wurden. Wir heben hervor, da.I_i der
Kommutativitits-Beweis dabei im Wesentlichen modell-theoretischer
Natur war.
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(2) Die Schiefkérper D, deren Theorie Th(D) x,-kategorisch ist,
sind nach den Sitzen B und C bekannt. Die Struktur der Schiefkérper D
mit o-stabiler Theorie ist bisher noch unbekannt. w-stabile Schiefkﬁrper,
die eine Polynom-Identitdt iiber ihrem Zentrum erfiillen, sind endliche
oder algebraisch abgeschlossene kommutative Korper. Wir bemerken,
daB Schiefkérper D mit s,-kategorischer Theorie Th(D) notwendig
endlich sind.

(3) In einem o-stabilen Ring K ist das Radikal J T'-nilpotent,
(Lemma 9) und daher insbesondere ein Nil-Ideal. Durch Anwendung des
Kompaktheits-Satzes von Godel-Malzew folgt daraus: es gibt eine Zahl
n e w, so daB alle Produkte von je n Elementen aus J Null sind. Es gilt
also: Das Jacobson-Radikal J eines unitalen Ringes R mit o-stabiler
Theorie ist nilpotent (vergl. [2], 8. 73). Dies hat zur Folge, daf hier die
Radikale von Jacobson, Levitzki und Baer-McCoy zusammenfallen (siche
auch F. Szasz [21], p. 430). )

Wir schliefen unsere Untersuchungen ab, indem wir Gruppenringe
mit &, -kategorischer Theorie betrachten. Wir erinnern zunsichst an einige
bekannte Definitionen.

Sei R ein unitaler Ring und G eine beliebige Gruppe. Sei R[G] die
Menge aller Funktionen f von @ in B so, daB f(#) # 0 nur fir hochstens
endlich viele » ¢ @ gilt. Die Funktion E(z) mit H(z) = 1 falls = 1 und
E(z)=0 falls # # 1 ist das BEinselement von R[G]. N (x)= 0 fiir alle
z € @ ist das Null-Element,

(h+F) (@) = flo) +fle),  (fofd@) = D A®) file) .
T=Yz

Fiir a € G sei 0q € R[@] diejenige Funktion mit der Eigenschaft dq(z) = 1
falls # = a, da(®) = 0 falls # # a. Fiw eine Untergruppe H von G sei wH
das von {H — da; o e H} erzeugte Rechts-Ideal in R[G]. 4 = @ ist das
(zweiseitige) fundamentale (oder Augmentierungs-) Ideal von R[G]. Bs
gilt651;)~g B[G)joG wnd G = {1}« oG = {0} (vergl. I. G. Connell [4],
P- . :

8Tz 6. Sei G eine beliebige Gruppe und D ein Schiefkorper der Cha-
rakteristik Null. Dann sind dquivalent:
(i) Th(D[G]) isb s, -kategorisch,

(i) G={1} und D ist ein kommutativer algebraisch abgeschlossener
Korper.

Z‘Beweis.' Ad. ()= (ii): Sel Th(D[E]) §;-kategorisch. Wir betonen
dabei, daB 'w1r D[G] nur als Ring betrachten und dafB dementsprechend
Th(D[&]) in der einsortigen Sprache £ formuliert ist. Zundchst folgt,
dafl Th(D[G]) o-stabil ist und daB nach Lemma 9 daher D[@G] ein per-
fekter Ring ist. Nach einem Satz von 8. M. Woods [22j folgt daraus, daB ¢
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endlich ist, und nach dem Satz von Maschke, daf D[G] halbeinfach ist
(siehe P. Ribenboim [17], p. 143). Ein halbeinfacher perfekter unitaler
Ring ist ein Artin-Ring (siche auch I. G. Connell [4], p. 657). Nach dem
Satz von Artin-Wedderburn gilt daher:

" D] o= Maty,(8;) @ Mat,,(8,) @ ... © Mat, (),

wobei 8y, ..., Sk Schiefkorper sind und k, ny, ..., 1 € 0. Dem Beweis des
Artin-Wedderburnschen Satzes entnimmt man, da8 es irreduzible D[G]-
Moduln. Vi, ..., Vi gibt, so daB fiir 1<y <hk: 8, = Endyg(V,), wenn
Bndpe(V,) der Ring aller D[G}-Endomorphismen von V, ist. Weil D
in D[&] isomorph enthalten ist, folgt also D C S,ED[G] und- alle 8, sind
also unendlich. Wie im Beweis von Satz 4 folgt aber, daB in der direkten
Zerlegung (+) nur ein unendlicher Matrizenring auftreten kann. Also gilb
t=1 und daher D[G] =~ Mat,(8), wenn n = n, und 8§ = §,. Somit ist
D[] ein einfacher Ring. Bs gilt stets w@ # D[G], und hier folgt daher
0@ = {0}, also G = {1} und somit D[¢] = D. Nach den Sifzen B und C
ist also D ein kommutativer algebraisch abgeschlossener Korper. Die
Umkehrung (ii)=- (i) ist trivial. Q.E.D.

Zu den wichtigsten Problemen, die in dieser Arbeit offen geblieben
gind, gehoren die Frage nach Struktur o-stabiler Schiefkérper und -
w-stabiler und ,-kategorischer Ringe, die nicht notwending halbeinfach
sind (die Sétze 5 und 6 sind als Teilantwort auf diese Frage zu verstehen).
Losungen dieser Probleme sind willkommen.
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Relations on lines as primitive notions
for Euclidean geometry

by

W. Schwabhiiuser (Stuttgart) and L. W. Szczerba (Warszawa)

Abstract. Euclidean geometry is usually treated as a theory of relations on
points. It is proved that this geometry may be formulated as a theory of relations
on lines. The simplest systems of primitive notions for dimension-free, two-dimensional
and n-dimensional (with » > 3) geometries are given. For n= 3 the problem of defining
such a system remains open. '

The possible systems of primitive notions for geometry were studied
by Royden [5], Beth and Tarski [1], Seott [6]. Some negative results are
contained in Robinson [4] and Tarski [8]. In all these systems variables
are ranging over points, i.e. geometry is treated as a theory of structures
with universa consisting of points only. In Menger [3] two universa are
used: that of points and an additional one of lines. In Tarski [7] elements
of the universum are open discs. In this paper we are concerned with pos-
sibilities of taking as the universum the set of lines only and relations on
them as primitive notions (*). ’

We shall prove that the binary relation of perpendicularity -together
with the ternary relation of copunctuality may be used as a system of
primitive notions for dimension-free elementary Tuclidean geometry. Per-
pendicularity alone suffices for all dimensions higher than three. In dimen-
sion two, a ternary relation is essential: there is no system of primitives for
plane Buclidean geometry consisting of binary relations only. In the three-
dimensional cage, we know that perpendicularity together with the binary
relation of intersection lines may be used as system of primitives. However,
we d0 not know whether the notion of intersection of lines is superfluous
or not. !

We do not know whether exists at all a binary line-relation, which
may be used as the only primitive notion for space Euclidean geometry-

(*) Most of the results have been obtained when both authors a.irb.ended thg Meeting
on Foundations of Geometry in Oberwolfach 15-21. 7.1973. We wish to express our
thanks to the organisers of that meeting.
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