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STUDIA MATHEMATICA, T. LIIIL. (1975)

Systeme einiger singuliirer Gleichungen vom micht normalen Typ und
Projektionsverfahren zu jhrer Lisung

von

SIEGFRIED PROBDORYF (Karl-Marx-Stadt)

Zusammenfassung. In dieser Arbeit werden einige von I. Z. Gochberg und
I. A. Feldman [8] studierte T‘unktmnalglemhungen in dem Fall betrachtet, wenn das
Symbol in einzelnen Punkten entartet (sogenannte Gleichungen vom nicht normalen
Typ). Is werden exakte Paare von Banachriumen angegeben, in denen solche GHlei-
chungen mit Matrixkooftizienten aus einer bestimmten Algebra von stetigen Funk-
tionen ~auf dem Einheitskreis Noethersche (Fredholmsche) Operatoren erzeugen.
AnschlieBend wird die Konvergenz von Projektionsverfahren fiir solche Gleichungen
in einem allgemeinen Schema untersucht. Diese Ergebnisse werden auf Systeme von
singuliren Integralgleichungen iiber dem Einheitskreis, auf Systeme von Wiener—
Hopfschen Integralgleichungen sowie deren diskretes Analogon angewandft. Auf
diesern Wogo lassen sich selbst fiir Gleichungen mit nicht entartetem Symbol einige
neue Konvergenzaussagen iiber Projektionsverfahren (z. B. fiir singulire Integralglei-
chungen in R#umen holderstetiger Funktionen) gewinnen.

Als einen wichtigen Vertreter der genannten Gleichungen stelle man
sich die Wiener—Hopfsche Integralgleichung der Gestalt

(0.1) as f T(w—y)ply)dy —f(w) (0< o< oo)
0

vor; hierbei sei k(@) eine Matrixfunktion der Ordnung # mit Elementen
aus L' (— oo, 00), f(x) eine gegebene n-dimensionale Vektorfunktion mit
Komponenten aus dem Raum IA = L*(0, c0), 1K p < co (: Fle(I8),)
und ¢(@)e(L2), die gesuchte Vektorfunktion. )

Bekanntlich gilt folgender Satz, der auf I. Z. Gochberg und M. G-
Kroin zuriickgeht (siche [3], S. 284):

Dafiir, daB der Operator 4 im Rawm (L%), ein 9-Operator (*) ist,
ist notwendig und hinreichend, daf

(0.2) det 7(A) #0 (—o0o< A< 00)

(*) Beziiglich der Definition eines @-Operators siche §2, Punkt 1.
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gilt mit

(1) =H— [ k(1)@ (B die Binheitsmatrix).
Der Operator A ist in (I%), genau dann invertierbar, wenn die Bedingung
(0.2) erfiillt ist und wenn die rechten partiellen Indizes der Matrixfunktion
() gleich Null sind.
Die Frage nach der Konvergenz des I’rO]ektlonsverfcmhrens fiir die
@Qleichung (0.1) ist durch folgenden Satz gelost:
Dagiir, daB fir beliebiges f(#)e(LR), die Néherungsgleichung
(0.3) w¥fkw—w¢WMy#ﬂm (0 <w<1)
[
von einem gewissen ¢ > 0 an eine eindeutige Losung ¢,(#) besitzt und die
Vektorfunktionen
o< w<t,

<< o< oo

(0.4) wm=¢f”
E ]

fiir 300 in der Norm des Baumes (L% ), gegen die Losung der Gleichung
(0.1) konvergieren, ist notwendig und hinreichend, daB die Bedingung
(0.2) erfiillt ist und die rechten wund die linken partiellen Indizes von
(1) gleich Null sind.

Letztgenannter Satz stammt von I. Z. Gochberg und I. A. Feldman
(siehe [3], 8. 284-285); er ergibt sich als eine Realigierung eines von
diesen Autoren entwickelten allgemeinen Operatorenschemas.

In dieser Arbeit werden die obengenannten Sitze auf den Fall verall-
gemeinert, wo die Bedingung (0.2) nicht erfilllt ist. Wir setzen voraus,
daf die Funktion det #(4) in den Punkten a;e(—oo, 0o) (j =1, 2, ...,7)
verschwindet; die ganzen positiven Zahlen m; seien die Vielfachheiten
dieser Nu]lstellen Wir setzen 1 = max(m,, m,, ..., m,) und bezeichnen
mit L2* den Raum der itber der positiven Halbachse definierten Funk-
tionen f(m it (@-+1) f()eLZ .

Die Matrixfunktion M (4) laltﬁt sich. (unter geeigneten Voraizssetzungon
tiber das Verhalten wvon %(«) im Unendlichen) in der folgenden XForin
darstellen:

A(2) = B_(A)D_(4) ,(2) = s,(A)D_(W8_(1).
Hierbei bedeuten D_ (1) eine Diagonalmaitrix der Gestalt

) (1) ")
A—ay\¥ A—a )\ "
D_(J) = {(T;) ( P _~) 5,,0.} ,
- 7=

W= 2 >0 (j=1,2,...,r) ganze Zahlen und R_ (A),
8_(A) Matmxfunktlonen mit konsmntel uncl von Null verschiedener

icm
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Determinante, deren Elemente Polynome beziiglich 1/(A—1) sind; die
Matrixfunktionen &7;(4) und «7,(A) erfiillen - die Bedingung (0.2).

Mittels der Matrixfunktionen R_(1) wnd D_(A) wird in der vor-
liegenden Arbeit ein Banach-Raum L% (R_, D_) konstruiert, so daB der
Operator A den Raum (L%), stetig in den Raum I8 (R_, D_) abbildet
und in diesem Raumpaar ein @-Operator ist. Dabei ist A genau dann
invertierbar, wenn die rechten partiellen Indizes der Matrixfunktion
oy (A) gleich Null sind (§ 3).

Der Raum L4 (B_, D_) enthilt den Raum (L27),. Fir die Vektoren
Flw)e(I2Y,, konvelglert auflerdem das Projektionsverfahren (0.3)—(0.4).
Es gilt ndmlich

Sanz 0.1. Wir seteen voraus, dap die Tlemente der Matrimfunltionen
oAy (A) und o7y(4) der Algebra 24(%) angehoren. Die rechien partiellen Indizes
von sZy(A) und die linken particllen Indizes von oZ,(3) seien gleich Null.
Des weiteren gelle f(w)e(LE¥), mit 1< p < oo und kb = max (u®, ..., u?).

Dann besitet die Gleichung (0.3) von einem gewissen >0 an eine
eindeutige Losung o, (%), und die Vektorfunktionen (0.4) konvergieren fiir
t—>c0 in der Norm des Rawmes (IZ), gegen die Losung der Gleichung (0.1),

Den Satz 0.1 erhalten wir als eine Realisierung eines allgemeinen
Operatorenschemas. Ahnliche Sitze ergeben sich fiir die singuliren In-
tegralgleichungen sowie fiir die paarigen Wiener—Hopf-Gleichungen.

Fir digkrete Wiener—Hopf-Gleichungen vom nicht normalen Typ
wurden im. skalaren Fall (n = 1) Projektionsverfahren erstmalig in den
Axbeitien [4]-[0] betrachtet. In [6] sind die Ergebnisse der Arbeiten
[4]-[b] auf Systeme verallgemeinert worden. In den Artikeln [14]-[15]
wurden schlieBlich Projektionsverfahren auch fiir singuldre Integral-
gleichungen und paarige Wiener—-Hopf-Gleichungen vom nicht normalen
Typ im skalaren Fall aufgestellt und studiert. Grundlage der letztgenannten
zwel Arbeiten war ebenfalls ein gewisses allgemeines Operatorenschema.

Die vorliegende Axrbeit besteht aus acht Paragraphen. Im § 1 werden
einige Definitionen und Hilfssitze bereitgestellt. Im § 2 werden die von
Gochborg und Feldmann in [3] (Kapitel V, §§ 1-2) behandelten Opera-
torfunktionen (hier abstrakte singulire Operatoren genannt) im TFalle
entartotor Symbolo studiert. § 3 enthilt die Verallgemeinerung der Ergeb-
nisso des §2 aut Matrixoperatoren. Im § 4 wird die Konvergenz von
Projektiongverfahren fii Systeme abstrakter singuldrer Gleichungen vom
nicht normalen Typ in einem allgemeinen Schema untersucht. Auf der
Grundlage dieser Hrgebnisse werden in den folgenden Paragraphen Aussa-
gen iiber die Konvergenz von Projektionsverfahren fiir die singuldren
Integralgleichungen. vom Normaltyp in den Réumen der holderstetigen

(*) Siche § 8.
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Funktionen (§5), fiir die singuliren Integralgleichungen vom nichb
normalen Typ (§6) sowie fiir die Wiener—Hopf-Gleichungen vom nicht
normalen Typ (§§ 7-8) gewonnen.

§ 1. Eine gewisse Funktionenalgebra und ihre Eigenschaften

1. Es sei I" eine glatte geschlossene (im allgemeinen mehrfach zusam-
menhéngende) orientierte ebene Kurve, die die komplexe Ebene in zwei
Gebiete zerlegt: ein inneres zusammenhangendes Gebiet 2, und ein
suBeres Gebiet 2_, das den unendlich fernen Punkt enthilt. Im weiteren
nehmen wir an, daB der Koordinatenursprung im Gebiet £, legt. Mit
2, bezeichnen wir die Abschliessungen der Gebiete Q,: 2, = Q, U I

Im folgenden bezeichnen wir mit C(I') die Banach-Algebra aller

stetigen komplexwertigen Funktionen auf I" und mit R&(I") die (in O(I") ~

dichte) Menge aller rationalen Funktionen, die auf I" polstellenfrei sind.
Entgsprechend bedeutet RB*(I") die Menge aller rationalen Funktionen mit
Polstellen auBerhalb fji und 0% (I') die AbschlieBung der Menge R*(I")
in der Norm von C(I'). Offenba.r ist 0% (I') eine Teilalgebra von CO(I),
die aus allen Funktionen f(z)eC(I") besteht, welche eine im Geblet 2,
analytische und in Q N stetlge Fortsetzung besitzen.

Bs sei A = A(I") eine Banach-Algebra von stetigen Funktionen auf
I, die die Menge R(I") enthéilt. Mit %* bezeichnen wir die (abgeschlossene)
Teilalgebra A N 0+ (I') der Algebra 9. % nennt man eine R-Algebra, wenn
E(I') eine dichte Teilmenge von U ist. Die Algebra U heiBt zerfallend,
wenn sich jede Funktion f(e)e? in der Form f(2) == f, (2)+f_(2) mit
fo(2)eA* darstellen 148t. Entsprechend dieser Definition ist ¢ (1") eine
(nicht zerfallende) R-Algebra. Ein Beispiel einer R-Algebra, die gleich-
zeitig zerfallend ist, ist die Wienersche Algebra W aller Funktionen auf
dem Binheitskreis, die sich in eine absolut konvergente Fourierreihe
entwickeln lassen; ein weiteres Beispiel ist die Algebra W™ (siehe § 7).

Die Algebra % werden wir eine S-4lgebra nennen, wenn die folgenden
Bigenschaften ertiillt sind:

a) Aus f(2)eW und f(2) £ 0 (2¢I") folgt f(2) e

b) Der singuldre Integraloperator

(8F) (¢ LR dv

m J T—1
bl

ist ein beschrinkter Operator in .
¢) Fir eine beliebige Funktion a(z)eN ist der Kommutator T,
= Sa—a8 ein vollstetiger Operator in 9.
Infolge der Bedingung Db) ist jede S-Algebra zerfallend. Beigpiele
einer S- A]gebra sind die Algebra H*(I") (0 < u < 1) aller 'L"unkmonen auf

e _ ®
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I, die eine Holder-Bedingung mit dem Dxponen’nen u ertiillen, sowie die
Algebra O"™#(I") (siche § 6).

Mit U, ., bezeichnen wir im weiteren die Banach-Algebra aller Matrix-
funktionen A (2) = {a;,(2)}} x=; der Ordnung » mit Elementen aus % und
der Normdefinition

||A(z)ﬂu(nx,, =N Tl;l?;‘xll%k(zmm-
W
Rechte Faktorisierung einer nicht singuliren Matrixfunktion A (e)e N,
heift eine Darvstellung der Form

(1.1) A(r) = A_(2)D(2) A, (2).

Hierbei bedeutet D(2) eine diagonale Matrixfunktion der Gestalt

D(z) = {7 ajk}?v

%y 22 Uy 2 ... %, ganze Zahlen und AF'(2)eCy, . (), AF (2)eOnyn (D).
Wenn man. in. der Gleichung (1.1) die Faktoren 4, (2) und A _ () untereinan-
der vertausebt, dann erhilt man eine linke l’aktomswmng Wenn 4 (2) eW,up
eine rechte (linke) Faktorisierung gestattet, dann nennt man die (eindeutig
bestiminten) Zahlen »; (j == 1,...,n) die rechien (linken) partiellen Indizes
der Matrixfunktion 4 (2). Die rechte Faktorisierung (1.1) der Matrixfunktion
A (2) €W, hoiBt kamonisch, wenn A% (2) Ut und A= (2) <Y~ gilt. Analog
igt die linke kanonische Faktorisierung erklért.

Wenn 2 eine zerfallende R-Algebra oder eine S-Algebra ist, dann.
gestattet jede nicht singulire Matrixfunktion A (2)e¥, ., sowohl eine
linke als auch rechte kanonische Faktorisierung [1]. \

Wihlt man als Kurve I' die abgeschlossene reelle Zahlengerade
(genauer, das homéomorphe Bild des Binheitskreises bei der Projektion

A=t

A
sierung oiner Matrixfunktion auf der reellen Achse. Die Rolle des Gebietes
Q. (2.) ibernimmt dann die obere (untere) Halbebene ([3], Kap. I).

Jode nicht singuldre Matrixfunktion aus der Algebra £, (siehe § 8)

gestattot oine linke und eine rechte kanonische Faktorisierung.

2. T einen Dbeliebigen Pankt eel’ und eine beliebige natiirliche
Zinhl m bezeichnen wir mit A(a, m) die Algebra aller Funktionen a(2) e,
die eine Darstellung der Form :

—00 & A< oo), dann gelangt man zum Begriff der Faktori-

M1
(&) == /}J a,(zn—a) —]~a(z)(z~a)
=0

(1.2)
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mit gewissen komplexen Zahlen a,(j = 0,1, ..., m—1) und einer Funk-
tion a(2)e gestatten. Offenbar ist' die Darstellung (1.2) der Funktion
a(2)eN(a, m) eindeutig. Mit der Norm

. m—1
(@l = O, las] + 16 (2) e
: &
ist A(a, m) eine Banach-Algebra.
Bs sei jetzt a = {a;, @y, ..., d,} ein System von paarweise verschie-

denen Punkten el (j =1,2,...,7) und m = {my, My, ..., m,} oin .

‘System von natirlichen Zahlen. Wir vereinbaren folgende Bezeichnungen:

WMW=QW%WL

o @llaemy = >, 16(2)loymy  (@(2)W(a, m)).
i=1

Offenbar ist (e, m) eine Banach-Algebra mit der Norm (& (#)llug,m-
Wir nennen einige Higenschaften der Algebra (e, m), die sich
einfach beweisen lassern. )
1° Wenn U eine R-Algebra ist, so ist auch WA(a, m) eine R-Algebra.
2° Wenn U eine zerfallende Algebra ist, so ist auch die Algebra W(a, m)
zerfallend. :
3% Wenn U eine S-Algebra ist, so ist auch W(a, m) eine S-Algebra.
4° Aus a(2)eW(a, m) und a(q) = 0 folgt

a(e)(r—ay)eW(a, m')  mit m = {my,...,m—1,..., m}.

5" Es sei a(2)eW(a, m). Damn existiert ein Polynom p(2) vom Grade

r
2> mj—1, so dap gilt
J=1

[a(@)—p()] [ [ (2— o)™ 2.
j=1
Wirnennen a = {a,, &,, ..., a,} ¢in System von Nullstellen der Funktion
a(#)eW(a, m) von der Vielfachheit me = {m,, m,, ..., m,}, wonn sich a(z)
in der Gestalt

L
a(@) = [[(2—a;)"b(2)
J=1
mit b(2)eW und b(ay) %0 (j = 1,...,7) darstellen 158t.
Sarz 1.1. s sei A(2)eW,, cine Matriafunktion der Ordnung n und

a ={ay, dgy ..., &} (ayeI") das System aller Nullstellen der Funktion detA (2)
(zeI') won der Vielfackheit m = {my, m,, ..., m,}.
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Wenn die Hlemente der Matrizfunktion A(z) der Algebra (e, n) mit
N o= Ny, gy ooy Mt und m;=my (§ =1,...,7) angehdren, dann gestaites
A (2) die folgenden Darstellungen:

(1.3) A(z) = R_(z)D_(Z)AQ(Z) = 4,(2)D_(2) S_(2)
und . k
(1.4) A(2) = R, (2)D, (2) A3(?) = 4,(2) D, ()8, (2).

Hierbei bedeutet D_(z) (D (2)) eine Diagonalmatric der Gestalt

D_(2) = {H (¢ —ai 1)”’(k)’5fl};t=1’

k=1

r K
(Dite) = {[] 2 — e )511}Zz=1)’
k=1
WPz 220 (k=1,...,r) gance Zaklen, Bz(2) und 8z (2)
Polynommiatrizen in 2T* mit konstanter und von Null verschiedener Determi-
nante und Ai(2) (i =1,2,8,4) nicht singulire Matrizfunktionen mit
Elementen aus der Algebra (e, n—m) (R—m = {ng—my, ..., B —m,}).
TUnter Beriicksichtigung der Eigenschaft 4° 148t sich dieser Satz
mittels der in der Theorie der Polynommatrizen iiblichen Methoden
beweisen (siehe [12], Abschnitt 8.1; vgl. auch [6], Satz 1.1).
Die durch die Matrixfunktion A (2) eindeutig bestimmten Zahlen
uP(§ =1,...,m; k=1,...,7) heiBen die partiellen Vielfachheiten der
Nullstelle e ‘der Determinante detd (z). Offenbar gilt

(1.8)

n
my= 2@ (k=1,...,7).
L j=1

§ 2. Eine Algebra skalarer singulirer Operatoren

1. Es seien X und ¥ Banach-Riume. Mit Z (X, ¥) (4 (X, X)) be-
zeichnen wir den Raum aller linearen stetigen (vollstetigen) Operatoren
von X in Y. Im Falle X = Y schreiben wir #(X) =2 (X, X) (A (X) =
= A (X, X)). - .

'Wir nehmen an, daf ein invertierbarer Operator Ue%(X) und ein
Projektor Pe%(X) mit folgenden Bigenschaften gegeben sind:

1) Die Spektralradien der Operatoren U und U~ §ind gleich Eins.

2) UP = PUP, UP # PU, PU-! =PU'P.

3) ¢ & dim coker U|imP < co.

Mit G(U) bezeichnen wir die lineare Hiille der Operatoren L2
(j =0, +1,...) und mit E"(U) bzw. € (U) die linearen Hiillen der
Operatoren TF fir j =0,1,2,... bzw. fir j =0, ~1, —2, ... Weiterhin
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seien R(U), R (U) die Abschliessungen (in der Operatornorm) der Mengen
E(U), €*(U). Bekanntlich ist der Rinheitskreis Iy = {#: |2] = 1} dag
Bikompakt der maximalen Ideale der kommutativen Banach-Algebra
R(U). Die Gelfandsche Darstellung der Algebra R(U) bezeichnen wir
mit R. Im weiteren setzen wir voraus, dal R(U) eine Algebra ohne Radikal
ist. Die Funktion A(2)eR (jz| = 1), die dem Operator 4eR(U) durch
die Gelfandsche Abbildung auf eineindeutige Weise zugeordnet wird,
heillt Symbol des Operators 4 [3].

Sarz 2.1 [3]. Bs seien A, BeR(U) und @ = I—P. Dafiir, dap der
abstrakte  singulire Operator C = AP+ BQ (0 = PA+QB) mindestens
einseitly invertierbar (ein @,- oder ®_-Operator(®)) ist, ist notwendig und
hinreichend, daf

(2.1) A(z) #£0, B(2) #0 (jz| =1)

’ gilt. Ist die Bedingung (2.1) erfillt, danm ist O invertierbar, Uinksseitig baw.
rechisseitig invertierbar, je nachdem, ob die Zahl

def

% =ind(4(2)/B(e)) = _2}7.; [arg (A(e“’)/B(ei"’))]ﬁT,‘_o

gleich Null, positiv oder megativ ist, und awferdem gilt Ind A = —%Q.

Bemerkung. Auf Grund der Bedingung 3) ist fiir beliebiges .4 ¢ R(T)
der Kommutator [4,P] = AP —P4 < R(X). )

Aus Satz 2.1 ergeben sich die entsprechenden Behauptungen fiir
singulire Integraloperatoren im Raum IP(IY) (1< P < o0), fir den
paarigen diskreten Wiener~Hopf-Operator in den Riumen 1P (I<p< o),
¢® sowie fiir den paarigen Wiener~Hopfschen Integraloperator im Raum
LP(— o0, 0) (1 <p < oo) (siehe [3], Kapitel V). ‘

2. Es sei jetst o ein beliebiger Punkt des Einheitskreises (|a| = 1).
Wir fithren folgende Operatoren ein:

F, =P(U'—a'I)4+Q, @G, =P+Q(U—al).
Im weiteren. setzen wir voraus, daB neben den Bedingungen 1) bis 3)
noch die folgende Bedingung erfiillt igt:
a) dimker ¥, = dimker @, = 0.

Es seien a = {oy asy ey 0} und g ={8,8,,..., B} Systeme wvon
Punkten des Einheitskreises und m = {my, My, ..., m,} sowie n = {n,,

(B). Ein normal auflésharer Operator O e (X) heiBt & -Operator (D_-Operator),
wenn die Zahl dimker O (dimcoker 0) endlich ist. Wenn O sowohl ®,- als auch
@_-Operator ist, dann heift ¢ ein @-Operator und die Differenz Ind ¢ = dimker ¢ —

— dimcoker 0 sein Index. Bez. der Rigenschaften von @ .-Operatoren giche z. B,
[18]. '
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gy ..., My} Systeme von natiirlichen Zahlen. Fir die Symbolalgebra R
bilden wir die Algebren R(a, m), R(p, n) (siehe §1) und

R(a, m; f, n) = R(a, m) N R(p, n).
‘ Wiz betrachten jetzt den Operator(*)
F(a, m; p,m) = ot .. ForGgl ... G
Unter Beriicksichtignng der Bedingung &) erhalten wir

Fla,m; p,n) =P4_+4Q4,
mit

“r g
A =[Jwr—a D™, A, = [[(T—BD"™,
F=1 k=1

Infolge der Bedingung a) gilt dimker ' (a, m; g, n) = 0. Wir bezei'chne.n

mit X = X(a, m; B, n) den Bildraum im F(a, m; B, n), den wir mit

der Norm ] _
' fl =lpllx  (f =F(a, m; B, m)peX)
versehen. Offenbar ist X (e, m; B, n) ein in X stetig einggbettete{ﬁ- Be}-
nach-Raum, der zu X isometrisch ist. Entsprechend normieren wir die
Riume X_ (o, my) = imFﬁ’;f und X (B, my) = IMGEE.

LemvA 2.1. Bs gilt
X(a,m; p,m) = () X_(o5, m) 0 X (Beym). ()

F=l,T
k=1,...,8

Beweis. Wir setzen H; = Fg7 G5 (j =1, 2). Wie leicht einzusehen
ist genfigh es, die Beziehung
im H, H, = im Hy nim H,

zu beweisen. o o
Die Inklusion im H, H, < im H, nim H, ist offensichtlich. Wn' be-
woisen die umgekehrte Inklusion. Wegen ay# o, und By Be metleren
Polynome Rj(2) in 2*' mit
(7t — a7 ™Ry (8) (27 — o By (2) =1,

(e— BB (2) + (2= f) BT (2) = 1.

(%) Wir bemerken, da8 aufgrund der Bedingung 2) alle Operatoren Fo, und

G4, untereinander kommutieren. . . . o
P (%) Wenn X und ¥ Banach-Riume gind, dann bezeichnen wir wie gewohnlich

mit X A ¥ den mit der Norm ||fllx - iflly versehenen Durchschnitt dieser Rémme.
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Indem wir I; = PRy +-QR;} (j = 1,'2) setzen, erhalten wir die Gleichung

(2.2) H Iy, +HyL, =1I.

B sei jetzt f = Hygy = HygyeimHy N imH, und b = Ly gy + Lyg,. Wogen
(2.2) ergibt sich f = H;H,h, d.h feim H,H,, was zu beweisen war,

LevMA 2.2. Fs sei A(z)eR(a, m; p,n) und AeR(U) der Operator
mat dem Symbol A(2). Dann ist der Kommutator [P, A] ein vollstetiger
Operator von X in X.

Beweis. Zuniichst bemerkeh wir, daB der Kommutator [P, U*]e% (X)
(k =1,2,...) endlichdimensional ist (siehe [3], Seite 192),
Aus der Gleichung
[P, U*] = —aP(U —a ' I)PU*Q +aPT*1Q
schlieBt man leicht, daB fiir einen beliebigen Punkt a, |a| = 1, und belie-
higes I =1, 2, ... die Inklusionen.
in[P, U*]cim FL, im [P, U¥] < im &

gelten. Hieraus folgt nach Lemma 2.1: [P, U*]e (X, X).

Avuf Grund des Lemmas 2.1 geniigt es, die Behauptung im Falle
7 =8 =1 zu beweisen. Wegen A (2)¢R(a, m; B, n) gestattet der Operator
A die Darstellungen
(2.3) A =R +6GA_ =R, +HA,

mit @, HeR(U) wnd gewissen Operatorenpolynomen (in U) R, und R,.
Folglich gilt

[P, Al =[P, R,]+PA_[P,@]—QA_GP.

Der Kommutator [P, E,] ist nach dem bereits Bewiesenen ein voll-
stetiger Operator von X . in X. Dasselbe gilt fir- den Operator

PA_[P,G] = BP[P, @],

da [P, G]e #'(X) ist. Unter Benutzung der Beziehung (2.3) erhalten wir
schlieBlich

Q4_GP = Q(R,—R,)P+BQHP
und damit Q4_GPe (X, X). Dags Lemma ist bewiesen.
Foreurung 2.1. Die singuldren Operatoren der Gestalt
AP+BQ+T

mit Te A (X, X) und A(2), B(z) aus R(a, m; f,n) bilden eine Algebra.
Der Eommutator zweier solcher Operatoren gehort au o (X, X).

- ©
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FOLGERUNG 2.2. Hs sei A (2)cR(a, m; B; n) und A< R(U) dor Operator
mit dem Symbol A (2). Dann gilt A <% (X). o

Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Beziehung
AF(a, m; f, n) = F(a, m; g, n)4A+[4,P](A_—4,)
sowie Lemma 2.2,

Sarz 2.2, Hs seien A (z) und B(2) Funltionen aus der Algebra R{a, m;
Bin) und O =AP4BQ (C =PA+QB). Dann gilt Ce2(X). Dafiir,
dap C ein & (D,)-Operator im Rawm X ist, ist notwendig und hinreichend,
dap diec Bedingungen »

A(2) #0, B(2) #0 (]| =1)
erfiillt sind.

Beweis. Aufgrund der Folgerung 2.1 gilt

OF(a, m; g, n) = F(a, m; f, n)C+T

it Te A (X, X). Folglich ist C ein ®(&,)-Operator in X genau dann,

wenn er ein solcher Operator in X ist. Die Behauptung ist jetzt eine
direkte Folgerung des Satzes 2.1. )

Sarz 2.3. Es seien A(2) und B(z) Funktionen aus der Algebra R(a, m;
Byn) und O = AP+BQ (C = PA+QB). Dafir, dap C ein & .- oder
b_-Operator ist, der von X in den Raum X wirkt, ist notwendig und hin-
reichend, daf die Funktionen A (2) und B(2) folgende Darstellungen besitzen:

(24)  A(2) = ﬁ(z—a»mmo(z), 'B(2) = [[ (2= B"Bu(2),
F=1 k=1

wobei Ay(z) und By(2) Funktionen aus der Algebra R sind, die nirgends
auf dem BEinheilskreis verschwinden.
Sind die Bedingungen (2.4) erfillt, dann ist C ein stetiger D-Operator

von X in X mit dem Index

(2.5) Ind ¢ = o[ind(By(2)/4o(2)) — > m)].
) 1

Beweis. Wenn die Funktionen 4 (2) und B(z) die Darstellungen
(2.4) besitzen, dann lassen sich die Operatoren 4 und B in der Form
A=A 4, B=AB,
mit 4g, ByeR(U) darstellen, wobei der Operator A4, das Symbol
Ay (?) ]Zi(wajz)”'f besitzt. Unter Beriicksichtigung des Lemmas 2.2 er-
hzblteljnvlwir l
(2.6) O = F(a, m; p, n)(PA,+QB) + T

8 — Studia Mathematica LIIL3
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mit T'e # (X, X). () Folglich ist Ce# (X, X). Wenn die Funktionpn
A,(2) und By(2) nirgends auf dem Binheitskreis verschwinden, dann ist
nach Satz 2.1 PA,+ @B, ein $-Operator in X. Folglich ist € ein #-Operator,
der von X in X wirkt, und es gilt die Indexformel (2.5).

Wir zeigen jetzt die Notwendigkeit der Bedingungen ~(2.4‘). s sgi,
C ein Q.- oder P_-Operator, der von X in den Raum X wirkt. Wir
bezeichnen mit «(B) einen beliebigen der Punkte o (8;) (j =1, ...,7;
kE=1,..,s) und setzen m = my, % = n. Die Funktionen 4(z) und
B(2) besitzen dann die Darstellungen

A7) = A, (2) +4,(2);  B(2) = By(2)+ By(e)

mit

Ay(z) = D gyt —aY,  Ay(2) = G}z — a7,
. j=0

Bie) = X be—B),  Bale) = H()e— B

und G (2), H(2)eR.

‘Wir setzen
. Gz =AlP+BlQ (t=1,2)
und

By =P(U o Iy +-Q(U —BI)".

Aufgrund des bereits Bewiesenen gilt im ¢, < im F, und folglich auch
"im 0, = im F,. Insbesondere existiert fiiv beliehiges p<im P ein Blement

feX, so daB gilt

) m=1 :

(2.7 Oip = D 4;P(U a7 IYp = P(U —a ' I)™f.

J=0
Wir nehmen zunéichst @, % 0 an. Dann kann man aus (2.7) leicht
auf die Beziehung

imP =imP(U'—a~'I)P

schliessen. Hieraus folgt wegen der Bedingung a) die Invertierbarkeit
des Operators P(U™'—a " I)P[im P, was jedoch Satz 2.1 widerspricht.
Folglich ist a, = 0. Analog zeigh man, daB ¢ =0, j =1,..., m~1,
und ¥ =0, =0,1,...,n—1, gilt,

Aus dem Bewiesenen folgt aufgrund der Eigenschaft 4° aus § 1, daB
die Funktionen .4(2) und B(2) die Darstellungen (2.4) mit Ay(2) und
By(2) aus R besitzen. Die Behauptung folgt jetzt aus der Beziehung (2.6)
und Satz 2.1.

(®) Piir 0 = PA+QB ist offenbar T = 0.
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Bemerkung. Wenn in den Bedingungen (2.4) alle Punkte a; und
B paarweise verschieden sind, dann ist der Operator O (% (X, X))
invertierbar, linksseitig bzw. rechtsseitig invertierbar je nachdem, ob die
Zahl (2.5) gleich Null, negativ oder positiv ist. :

Dies folgt leicht aus der im Falle o; # B giiltigen Beziehung
dimker(AP+ BQ) = dimker(PA-+QB) (siche [15], Lemma 2.1).

Als konkrete Realisierung (vgl. auch §§ 5-8) lassen sich aus den
Ergebnissen dieses Paragraphen entsprechende Sitze iiber singulédre In-
tegralgleichungen im Raum IP(I) (1< p< cc), iiber paarige diskrete
‘Wiener—Hopf-Gleichungen in den Réumen I? (1 < p < co) und ¢® sowie
tiber paarige Wiener—-Hopfsche-Integralgleichungen in . den Réumen
I? (1< p< oo) erhalten, deren Symbol in endlich vielen Punkten ver-
schwindet (siehe [2], [7], [8]-[9], [16] sowie auch [12]).

§ 3. Systeme singuliirer Gleichungen vom nicht nermalen Typ

Wir bezeichnen jetzt mit A(2) und B(z) (]¢| = 1) zwei Matrixfunk-
tionen der Ordnung = aus der Algebra R,,,.. ()

Es gel @ = {ay, a,, ..., ¢,} das System der Nullstellen der Funktion
det A (z) von der Vielfachheit m = {m,, m,,..., m,} und g = {f, B, ...
-+ B} das System der Nullstellen der Funktion det B(z) von der Viel- )
fachheit » = {ny, n,, ..., n;}. Wir setzen voraus, daB die Elemente von
A(2) und B(z) der Algebra R(a, m; B, n) angehoren.

Nach Satz 1.1 gestattet 4(z) die Darstellungen (1.3), und die Ma-
trixfunktion B(e) liBt sich wie folgt darstellen (vgl. (1.4)):

(3.1) B(2) = B, (2) D, (2) B,(2) = By(2) D, (2)8,.(2).
Hierbei bedeuten D, (2) eine Diagonalmatrix der Gestalt

5 N
(3.2) Di(@) = {[] =87 o},
k=1

W= > >0 (k=1,..,5) ganze Zahlen, B, (2) und 8, (2)
Polynommatrizen in 2 mit konstanter und von Null verschiedener Deter-
minante und By (), B,(2)eR,,,, nicht singulire Matrixfunktionen.

Im folgenden. bezeichnen wir mit X, den Raum aller n-dimensionalen
Vektoren mit Komponenten aus X (8) und mit 2,2 die Projektoren,
die im Raum X, durch folgende Gleichungen definiert sind:

P ={Poyfire1s 2 = {Q0}f 1

(") Alle im § 2 angenommenen Voraussetzungen werden hier und im folgenden
beibehalten. :

(%). Die Norm eines Vektors aus X,, werde als Summe der Normen seiner Kom-
ponenten festgelegt.
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SchlieBlich bezeichnen wir noch fiir eine Matrixfunltion M () = { My, (2)}} e
Ry xn Mit ML (X,) den Operator, der durch die Matrix M = { M} .y
definiert ist. Hierbei ist M;,eR(U) der zum Symbol My(2) gehorige
Operator. Wenn M (z) die Algebra R,,, durchliuft, dann durchlduft
M die Algebra der Matrixoperatoren R, (U).

Wir betrachten im Raum X, den Operator

F =2R_D_+2R, D, =(?E_--2R)(#D_+2D,),

wobei die Matrixfunktionen R, (2) und D, () entsprechend den Beziehun-
gen(1.3) und (3.1) enfnommen sind. Der Operator #E_4 2R, hat die
Inverse ZR-'+ 2R7". Der Operator ZD_ + 2D, besitzt Diagonalgestalt:
. 4D L0 NOR

#D_+2D, ={¥, ...Fai Gﬁjl ...Gﬁi Ot et +
Folglich gilt aufgrund der Bedingung a) aus §2 dimker F = 0. Wir
bezeichnen mit X, = X, (R_,D_; R, D,) den Bildraum im F. Mit
der Norm

flx, = 1T flx, (feX,(B_,D_; B, Dy))

ist X,(R_,D_; Ry, D,) ein Banach-Raum.
Offenbar gilt
(3.3) PA+ 9B = F(PA,+2B,), -

und mithin ist #4 + 2Be# (X, X,). Unter Benutzung des Lemmas 2.2
sowie der Folgerung 2.2 erhélt man die Beziehung

(3.4) A?+B2 = F(PA,+ 2B,)+T

mit Te #'(X,, X,). Folglich gilt auch A®+4 B2¢#(X,, X,). Aufgrund
der Beziehungen (3.3) und (3.4) kénnen wir jetzt auf folgenden Satz
schlieBen (siehe [3], Kapitel VIII, § 8).

Sa1z 3.1. Unter den Vorausseteungen dieses Paragraphen ist der Opera-
tor € =AP+B2 (C =2PA+2B) ¢in ®-Operator, der von X, in den
Rauwm X,(B_,D_; B, D.) wirkt. Fir den Indew dieses Operators gilt
die Formel

Ind ¢ = oind (Get By (2)/det 4,(2)).

Aus Satz 3.1 ergeben sich als konkrete Realisierung die entﬁpreehén-
den Behauptungen fiir Systeme von singuliren Integralgleichungen, von
paarigen diskreten Wiener—Hopt-Gleichungen bzw. von paarigen Wiener—
Hopfschen-Integralgleichungen. Auf die Formulierung dieser Sitze soll im
weiteren verzichtet werden ‘(siehe hierzu [127).

§ 4. Projektionsverfahren zur Lésung von Systemen singuliirer Gleichungen

1. Bs seien X und ¥ Banach-Réume und 2 eine nicht beschrinkte
Menge positiver Zahlen. Gegeben seien zwei Projektorenscharen {P}
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c LX), {8} cZ(Y) (1) und ein Operator A% (X, Y). Das Pro-
jektionsverfahren {P;, S,} zur ndherungsweisen Losung der Gleichung

(4.1) Az =y (ye¥)

besteht bekanntlich darin, dafl man die Gleichung (4.1) durch die Gleichung
(4.2) S AP, = S,y

ersetzt und die Losung xeim P; der Gleichung (4.2) als Néherungslosung
fir die Ausgangsgleichung (4.1) ansieht.

Wenn von einem gewissen ?, an die Gleichung (4.2) fiir beliebiges
yeY eine eindeutige Losung x, besitzt und wenn diese fiir t—oco gegen
eine Lisung der Gleichung (4.1) konvergiert, dann sagt man, das Pro-
jelkctionsvertahren {P,, 8,} sei auf den Operator 4 anwendbar und schreibt
Ae[]{P,, 8;} (siehe [3]). Wenn die Projektoren P; und 8, fiir 1— oo stark
gegen den identischen Operator (in X bzw. in Y) konvergieren oder wenn
dimim P, = dimim @, < oo gilt, dann folgt aus Ae[]{P, 8;} stets die
Invertierbarkeit von A ([3]-[4]).

Im Falle endlichdimensionaler Projektoren P, ist offensichtlich fiir
die Konvergenz des Projektionsverfahrens fiir beliebige rechte Seiten
yeY die Separabilitit des Raumes X eine notwendige Bedingung; in
den Anwendungen hat man es gelegentlich aber auch mit nichtseparablen
Réumen zu tun (siehe § 5). Desweiteren kann auch in separablen Riumen
der Sachverhalt auftreten, dal die Losung , der (eindeutig losbaren)
Gleichung (4.2) nicht fiir beliebiges y« ¥, sondern nur fir Elemente y aus
einer hinreichend groflen Teilmenge des Raumes Y, gegen eine Losung
der Gleichung (4.1) konvergiert (siehe §§ 6-8). Es ist deshalb sinnvoll,
die folgende Definition zu vereinbaren.

DerINiTION [5]. Die Operatoren  §;AP;: im P;—»im §; seien von
einem gewissen t, an invertierbar. Konvergenemannigfaltigheit des Operators
A Dbeziglich des Projektionsverfahrens {P;, §;} wird die Menge K(4;
{Py, 8)}) aller Elemente y ¢ Y genannt, fiir die die Folge u; = (8, 4P,)™* Sy
bei t-»oco0 in der Norm des Raumes X gegen eine Ldsung » der Gleichung
(4.1) konvergiert.

Offensichtlich ist R(4; {P,, S;}) = im 4 eine lineare Menge. Im Falle
der Invertierbarkeit des Operators 4 ist R(4; {P;, S;}) die maximale
lineare Menge, auf der die Operatoren (8, AP)™' 8, tiir t—oco stark gegen
A7 konvergicren. Offenbar gilt K(4;{P;, 8;}) = ¥ genau dann, wenn
Ae]] {P,, 8} gilt.

Fiir das weitere ist folgender Satz von grundlegender Bedeutung.

Sarz 4.1 [18]. Hs sei AeZ (X, Y) ein invertierbarer Operator wnd
Z < Y einin Y stetig eingebetieter Banach-Rowm, wobei Z = K(4; {Py, 84}
gelte. Wenn Te 2 (X,Z) ein vollstetiger Operator ist und der Operator
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A=4+T (eZ (X, X)) invertierbar ist, dann sind von einem gewissen t an
die Operatoren S;AP;: imP,—im 8, invertierbar und es gilt

K(4; Py, 8)) = K(4; {Py, 8)).

2. Es seien jetzt ein invertierbarer Operator Ue%(X) und ein Pro-
jektor Pe¥(X) gegeben, die auBer den Bedingungen 1) bis 3) aus §2
noch die beiden folgenden Bedingungen erfilllen mégen:

4) Es gibt eine Projektorenschar {P;} = £ (X) (1) mit P,P = PP,
(te 2).

5) Die Teilrdume im PP, im @, P, im P,Q, im Q,Q (teQ) sind in-
variant beziiglich der Operatoren PU™', UP, QU, U™'Q entsprechend;
hierbei ist Q =I-—P, @, =I1—P,.

Mit 2, 9, (1<) bezeichnen wir die entsprechenden Projektoren im
Raum X,,: . .

Py = {0p )T, 2 = {aith}{b'-

Es seien D, (2) die durch die Formeln (3.2) und (1.5) gegebenen
Matrixfunktionen und X, (D_; D,) =im (2D_+2D,) der im vorange-
gangenen Paragraphen eingefithrte Banach-Raum.

Wir setzen voraus, daf ein in den Raum X, (D_; D.,) stetig einge-
betteter Banach-Raum X, und eine Unteralgebra % = R, R(I}) < %,
exigtieren, so daf jede nicht singulire Matrixfunktion A (2)eW,x, SOWOhB]
eine linke als auch eine rechte kanonische Faktorisierung gestattet. Dabei
sollen die folgenden Bedingungen erfiillt sein:

b) imP; = F (im P)), im P, = G,(im P,) (te 2, |a] = 1).

<) Die BEinschrinkungen P; P; und 4 der Operatoren 2, #; und

AeRyyn(U) (A(2)e W) aut X, gehdren zu £ (X,). Die Projektoren P, kon-

vergieren stark gegen den Einheitsoperator in X,,.

d) Der Kommutator [P, A] (4 ()€ U,,) bildet X, vollstetig in den
“Raum X, ab.

e) Fir alle teQ und feX,, gilt #,fcX,,.

Bemerkung 1. Aufgrund der Bedingung'c) gilt X,, « X, (D_; D,
(im Sinne einer stetigen Einbettung) genau dann, wenn X,, = X, (B_, .D_;
B, D) gilt (vgl. §3).

Bemerkungd. Wegen der Bedingungen 4) und. 5) gilt
PP, =F.P, PGP =aPpr,

und mithin ist jede der Bildmengen F, (imPy), G,(im P,) eine Teilmenge
von im P,. '
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Die Bedingung b) bedeutet also, daf die Operatoren F, und G, den Raum

“im P, eineindeutig auf sich abbilden. Wenn die Projektoren P, (1<)

endlichdimensional sind, dann folgt b) bereits aus Bedingung a).

Sarz 4.2. Fir die Matrizfunktionen A (2) und B(z) (j2| = 1) mogen
die Darstellungen (1.3) und (3.1) gelten, wobei A,(z) und B,(2) (I =1, 2)
wicht singulive Matrizfunktionen aus W,,, sind. Wir setzen voraus, daf
die linken Indizes von A,(2) sowie die rechten Indizes der Matrisfunktionen
B, () und A,(z) B{'(2) gleich Null sind. '

Dann gilt fir den Operator C = PA 4 2B die Beriehung

X, = &(0; {P, Plt})-

Beweis. Wir setzen X, =X, (R_,D_; B,, D,). Da aufgrund der
Voraussetzungen des Satzes der Operator PA,+9B, in X,, invertierbar
ist [3], so folgt aus der Gleichung (3.3), daB Ce¥(X,, X,) ein invertier-
barer Operator ist.

Die Matrixfunktionen 4,(z) und B,(#) gestatten nach Voraussetzung
die Faktorisierungen

Ay(2) = A (2) 45 (2),

2 B, (2) = By (2) B ()
mit A5 (2), B%(2) W, . Folglich gelten fiir die entsprechenden Operatoren

aus R,,,(U) die Beziehungen
A, = AF Ay, l B, = By By .
Wir betrachten den Operator
(43) O =(AFP+B; 2)(PA; +2BH)(PD_S_+2D,8,) = 0,0,0,.
Offenbar gilt
0—-C =[P,Af14;D_S_—[P, B; 1B+ D.S,.

Infolge der Bedingung d) ist T = C—C’ ein vollstetiger Operator von
X, in X,. Folglich gilt (' e?(X,, X,) und Ind ¢’ = Ind ¢ = 0. Wegen
dimker ¢’ = 0 ist dann O’ ebenfalls ein invertierbarer Operator. Aufgrund
des Satzes 4.1 geniigt ey, die Behauptung des Satzes fiir den Operator
¢’ anstelle ¢ zu beweisen. '

. Infolge der Bedingung e) gilt 2(X,) c X,, woraus leicht folgt, daB
die Binschrinkung 79'7, des Operators @, auf X, ein beschrinkter Operator
ist. Da

Oy = (#D_+2D ) (PS_+28,) = 0,0,

gilt, so bildet der Operator C; den Raum X, umkehrbar stetig auf den
Raum X,(D_; D,) ab. Wir bezeichnen mit X,, den Bildraum im C,0;.

.


GUEST


242 8. ProBdorf

Mit der Norm
Ifilg, = [Oz_l.ﬂxn(l)_;l)_'_) (feX,)

wird )"fn zu einem Banach-Raum, der in X, stetig eingebettet ist. Aus
Bedingung c¢) folgt X, < A;n

Da der Operator C'e#(X,, X,) invertierbar ish, so schliessen wir
aus der Beziehung (4.3), daff ¢, den Raum i’n umkehrbar stetig auf den
Raum X, abbildet. Mit 2 bezeichnen wir die Binschrdnkung des Tro-
jektors 2, auf den Raum JEH.

Unter Benutzung der Eigenschaften 4) und 5) erhalten wir die
Gleichung

2,0 P, = P,0,P,. #,0,0,2,.
i
Hieraus schlieBen wir unter Beriicksichtigung der Bedingung b), dag
die Operatoren
ﬁ,(}”ﬁ?’t: im#, —im ?A
invertierbar sind, wobei

.(5’10' 2) é‘;t = 0;10510;1.&,‘0;1
mit
= (472 +(By)712, O = P(A]) +2(BF),
07" = 287" + 287!
gilt.

Wir wihlen jetzt ein beliebiges Element fe X,,. Wegen der Bedingung

) ;gilt ot 1e,,Sf’( X,) und C;'e#(X,). Mithin konverglert die Folge Cy ./’,
O f = G P07 f fiir t—o00 in der Norm des Raumes X, gegen das Ele-

ment C7'CrYf. Unter Bexuck:smhtlgunv der stetigen Einbettung
X,c X,(D_; D,) =im ,

erhalten wir dann, daB die Folge (#,¢’ ) )72, f in der Norm des Raumes
X, gegen das Element 0'~'f = 07107 07 07 f konvergiert. Folglich gilt
feK(0'; {P;, P}), und der Satz ist bewiesen.

Sarz 4.3. Fiir die Matrigfunkiionen A(2) und B(z) (2] = 1) mO(/an
die Darstellungen (1.3) und (3.1) gelten, wobet A(z) und By(z) (I == 1 y 2)
nicht singulive Matrigfunktionen. aus Wpr sind. Wir setzen voraus, da/J
die linken Indizes von A,(2) sowie die rechien Indizes der Matrizfunktionen

By(2) und BT'(2)A,(2) gleich Null sind.

Wenn der Kern des Operators C = AP 4+ B2 nur aus der Null beswht,
dann gilt die Beziehung

X, = R(0; (P, P)).
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Beweis. Wir behalten die beim Beweis des: vorhergehenden Satzes
eingefiithrten Bezeichnungen bei.

Aufgrund der Voraussetzungen des Satzes ist der Operator ¢
= F(4,?+B,2)e¥(X,, X,) invertierbar. Aus den Bedingungen c¢) und
d) schlieBt man leicht, daB die Operatoren ¢ — (' und ¢—C" zur Klasse
R(X,, X,) gehoren. Folglich gilt ¢, ¢’ «2(X,, X,,), und wegen dimker (=0
gind die Operatoren ¢ und €' invertierbar. Die Beha,uptung folgt jetat
aus Satz 4.1 und dem Beweis des Satzes 4.2.

Bemerkung 1. Im Falle nicht singulirer Matrixfunktionen A(z)
und B(2) gilt 4;(2) = A(2), B)(?) = B(2) (1 =1,2) wnd X, = X,, = X,.
In diesem Fall verschirfen die Sitze 4.2 und 4.3 ein Konvergenzkriterium
von Gochberg-Feldman [3] (Kapitel VIIIL, §9).

Bemerkung 2. Die Bedingung ¢) kann man abschwéichen. Wir
setzen voraus, daf ein Banach-Raum X, mit X, = X, c X, (D_; D,) -
existiert, so daB die folgende Bedingung erfiillt ist: :

¢’} Die Einschrémkungen der Operatoren £, #; und AeR,,,(U)
(A (2)eW) auf die Réume X, und X, sind stetig. Fiir beliebiges f< X, und
t—oo0 konvergiert #,f—f in der Norm des Raumes X, .

Die Sdtze 4.2 und 4.3 behalten ihre Giiltigkeit, wenn man in den
Bedingungen b)-e) die Bedingung c¢) durch ¢') ersetzt. Dies ergibt sich
unmittelbar aus den Beweisen dieser Sitze.

Bemerkung 3. Indem man unter den Voraussetzungen dieses
Paragraphen speziell B = I, B(¢z) = F (Binheitsmatrix) wihlt und vom
Operator ¢ = #A +2 zum Operator 0P = PAP tbergeht, erhdlt man
ein Projektionsverfahrven fiir den sogenannten Wiener-Hopf-Operator
PAP|im 2 nach dem System von Projektoren 2,2.

§ 5. Systeme singuliirer Integralgleichungen vom Normaltyp in den
Riiumen der hélderstetigen Funktionen

Ts sei I, der Binheitskreis. Mit H*(I,) (0 < A< 1) bezeichnen wir ..
den Banach-Raum aller auf I'y definierten komplexwertigen Funktionen,
die eine Holder-Bedingung mit dem Exponenten A erfiillen. Die Norm
einer Funktion feH"(I%) ist durch die Gleichung

o gup LT

I f|| 2 = max |f(#
{sI‘ t,rel T‘

erklart.
Wir betrachten im Raum H ‘() ein System singuldrer Integral-

gleichungen, das wir in der Form

(51)  Ag =0 =f® (=1
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schreiben. Hierbei ist f(1) e Hj(I',) eine gegebene Vektorfunktion, und O(#),
D(t) sind Matrixfunktionen der Ordnung #» mit Elementen aus H*(I').

Der folgende Satz liefert ein Analogon zu einem bekannten Satz
von Gochberg und Feldman iiber die Konvergenz des Projektionsver-
fahrens fixr die Gleichung (5.1) im Raum LZ(I) ([3], Kapitel VIII,
Satz 9.5). :

Sarz 5.1. (°) Bs seien O(t), D (1) Matrinfunktionen der Ordnung n mit
Hlementen aus H () (0 < A<1), A(t) = O(t)+D(t), B{f) = O()~D(1)
und a;y b (j =0, 41, ...) die Matrinfourierkoeffizienten der Matricfunl-
tionen A(3), B(t). Wenn

(5.2) deb A(3) %0, detB(t) %0 (jt =1)

gilt und wenn die linken Indizes der M. atricgfunkiion A (t) sowie die rechien
Indizes der Matrigfunktionen B(1) und B~*(1) A(8) gleich Null sind, dann
hat fiir eine beliebige Funktion f(f)eH)(Iy) das Gleichungssysiem

e -1
(5:3)  Yakt D bb=f (5=0,%1,..., +m),
. k=0 Foe=—m

wobel f; (j = 0, +1, ...) die Fourierkoeffizienten der Veltorfunltion f(%) sind,
vom - einem gewissen m an eine eindeutige Losung {E™) . und die Folge
der Vektorfunltionen

. m !
gal) = D gm¢
. J=—m
konvergiert fiir m~>co in der Norm des Raumes HE(I) gegen die Losung
der Gleichung (5.1); hierbei ist u eime beliebige Zahl mit 0 < W< A

Bin analoger Satz gilt fiir das System

54) L [ Dl

dp = 0p()+ S dr =) (6 =1).

L3 A —

Unter Berticksichtigung der am Schlufl des letzten Paragraphen,
gemachten Bemerkung 2 148t sich die Behauptung leicht aus den Sitzen
4.3 und 4.2 ableiten. Dazu bemerken wir zunichst, daB sich der durch
Gleichung (5.1) im Raum H,(I',) definierte Operator in der Form A

= A()Z+ B(t)2 mit

(5.5)

‘o 1 1 g (T) ATt
Py =gt 5 [Lar (gemiy)
Ty
(°) Wie mir Herr Prof. Dr. I.Z. Gochberg freundlicherweise mitteiite, ist oin
dhnlicher Satz mit anderen Methoden in einer mnoch nicht verdffentlichten Arbeit
von W. A. Solotarjeyski (erscheint in Matematideskije issledovanija, IX; 2 (1974))
erhalten worden. ‘ ’ '
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und @ = I —P darstellen 148t (vgl. § 3). Mit P,, (m = 1, 2, ...) bezeichnen
wir die Projektoren, die im Raum H*(T,) durch die Gleichungen

m

(Pag)(t) = D) gV

J=—m

(5.6)

definiert sind, wobei g¢; (j =0, 4-1,...) die Fourierkoeffizienten der
Funktion g(t)eH*(I,) sind. Desweiteren sei U der im Raum H*(I})
definierte Operator der Multiplikation mit der unabhingigen Verdn-
derlichen ¢..

Die Operatoren U, P und P, erfiillen die Bedingungen 1)-3) und a)
aus § 2 sowie die Bedingungen 4), 5) und b) aus § 4. Die Néherungsgleichung
PLAP, ¢ = P, f hat die Gestalt (5.3). Wir setzen jetzt X, = HA(T),
A = BTy wnd X, = X,, = HYI,) (0< u< A). Wie aus den nach-
stehenden zwei Hilfssdtzen folgt, sind dann die Bedingungen ¢’), d) und e)
des § 4 erfiillt. . ’

LevvA 5.1 [12]. Bs sei a(f)eH (I,) (0< A< 1) und A der Operator
der Multiplikation mit der Funmkiion a(t). Dann bildet der Kommutator
[P, 4],

(8.7) p{7)dz,

7, 4lp = 5= [ 2000

omi ) vt

Ty
den Raum H*(I,) vollstetig in den Raum H*(I'y) ab, wobei ue(0, 1) beliebig
sein kann.

TeMMA 5.2. Bs sei feH(I) (0 < A< 1) eine beliebige Funktion und
8, = Pnf (m =1, 2,...) die m-te Teilsumme der Fourierreihe der Funktion
f (siehe (5.6)). Dann konvergiert S,—f (m—-oco) in der Norm des -Raumes
H*(I'y) fiir beliebiges p, 0 < p < A -

Beweis. Wir bezeichnen mit S (m =1, 2,...) die modifizierten
Teilsummen der Fourierreihe der Funktion f (siehe [17], S. 86). Da die
Fourierkoetfizienten ¢; (j = 0, 41, ...) der Funktion f «H*(I'y) die Ordnung
¢; = 0(]51™*) besitzen (siehe [17], Theorem (4.7)), so hat man zu zeigen,
daB R, = 8}, —f-0 in der Norm des Raumes H"(I}) (0 < pu< 1) kon-
vergiert. .

Bekanntlich gelten die Abgchitzungen (siehe [17], S. 107)

| B (#) — B ()| < L+ Lo+ I+ lo—yl'y
mit 5 = w/m,

T

1, =',1?f l%(t)—%(t)+%it+n)—%(t+n)! &,

7
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I, = nfl‘l”.ﬂﬁ_(f)_i‘_@@[ dt,

2

I =207 [ lpa(t) =, (8] @,
[

p(t) = ${flo+1)+fla—1) —2f (@)}

Indem man auf jedes der Integmle
I, = [Land = [T I as (b =1,2,3)

die Holdersche Ungleichung mit den Exponenten p = Afu, ¢ == AJ(A — p)
anwendet, gelangt man leicht zu den Abschitzungen

I, < Cylo—y)*9*"Ing,
I+I < Cole—yl g™

mit gewissen . Konstanten €, C,, woraus unmittelbar die Behauptung
des Lemmas folgt. '

Bemerkung. Aus den vorangégangenen Abschitzungen ergibt sich

WP f 1l =o(ifli”), Mes 0o

m
§ 6. Systeme singuliirer Integralgleichungen vom nicht normalen Typ
Im weiteren bezeichnen wir mit C**(I'y) (I 0 und ganz, 0< A< 1)
den Raum der auf dem Binheitskreis I'y I-fach differenzierbaren Funktio-
nen f mit fO<H*(I'y) und der Normdefinition

Wtz = max 1O+ 1.

k=0,...,
Mit W&(I,) (L<p< o) wird der Sobolewsche Raum der iiber

Iy definierten Funktionen hezeichnet, in dem die Norm durch die
Gleichung

1
0 = 72 Pl (Fe WH(I)
erklirt ist. Die in § 5 eingefiihrten Bezeichnungen werden in diesem Para-

graphen beibehalten.

1..,Wir betracht_en jetzt die singuléren Integralgleichungen (5.1) und
(5.4) im Raum Lf{(l"o) (p > 1) unter der Voraussetzung, daB die Bedin-
gungen (5.2) in endlich ‘vielen Punkten des Einheitskreises verletzt sind.
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Es sei a = {ay, a3, ..., @,} das System der Nullstellen der Funktion
det A (t) von der Vielfachheit m = {my, mq, ..., m,} und f = {83, fa, .. ,fe}
das System der Nullstellen der Funktion det B () von der Vielfachheit
n = {ny, Ny, ..., N} Wir setzen voraus, dall die Matrixfunktion A(2)
die Darstellungen (1.3) und B(t) die Darstellungen (3.1) gestattet, wobei
A,(t) und B,(3) (k =1,2) nicht singulire Matrixfunktionen mit Ele-
menten aus C¥* (1) (0 < A< 1) fir

(6.1) D= 0AX Mgy ooy My Mgy ov ey Tg)

sind. (*°) Mit 4 und A bezeichnen wir jetzt die durch die linken Seiten
der Gleichungen (5.1) bzw. (5.4) im Raum Lj(I%) erklarten Operatoren.
Sa1z 6.1. Die linken Indizes von A,(1) und die rechten Indizes von
B, (1) seien gleich Null.
Wenn die rechien Indizes der Matrimfunktion A, (t)B7T'(t) gleich Null

. simd, dann gilt.

W () < KA {Prny Zad) ()
mit

(6.2) k= ma’x(:u’(ll)’ (RS /-"(1rJ7 Wy ”(.Ls))'

Wenn die rechien Indizes der Matrizmfunktion BT(t) 4,(t) gleich Null
sind und wenn dimker A = 0 (12) ist, dann gilt .

W%L(To) CR(A; {Pms Ppt)-

Die Behauptung folgt aus den Sétzen 4.2 und 4.3.

In der Tat, bekanntlich erfillen die il §5 erklirten Operatoren
U,P und P, im Raum L?(I) die Bedingungen 1)-3) aus §2 und die
Bedingungen 4), 5) aus § 4 (siehe [3]). Ebenso sind die Bedingungen a), und
folglich auch b), sowie e) aus §4 erfiillt. Der Raum X, = Wg‘j’n(l“.,) ‘st
in den Raum L?(D_; D,) = im (#D_+2D,) stetig eingebettet [10]. Wir
setzen % = (¥ (Iy). Da der Kommutator (5.7) fir a()e¥A den Raum
L?(I',) vollstetig in den Raum W () abbildet [8], so ist die Bedingung
d), § 4, erfiillt. Die Bedingung c) folgt aus dem bekannten Satz tiber die
Konvergenz der Fourierreihen im Raum IF(Iy) [17].

9. Unter den im Abschnitt 1 angenommenen Voraussetzungen bezig-
lich der Koeffizienten A () und B(t) betrachten wir jetzt die singuldren
Integralgleichungen (5.1) und (5.4) im Raum HE(,) fir 0< p< 4

() Dies ist 2. B. der Fall, wenn die BElemente von A (f) und B(#) zur Klasse
A (Iy) gehoren.

(4) Entsprechend den oben vereinbarten Bezeichnungen bedeutet Wg"’n(I’n)
den Raum der n-dimensionalen Vektorfunktionen mit Komponenten aus Wg"(]’o).

(%) Die Zahl dimker 4 148t sich explizit berechnen [11], [13]. ’
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SArz 6.2. Die Uinken Indizes von Ay(t) wnd die rechien Indizes von
B, (1) seien gleich Null.
Wenn die rechien Indizes der Matrizfunktion A,(t) By'(t) gleich Null
sind, dann gilt ‘
Ox" (L)  R(A;5 P, Pod),

wobei die Zahl & durch Gleichung (6.2) erllirt ist und v eine beliebige Zahi
aus dem Intervall p << v << 2 ist.

. Wenn die rechten Indizes der Matrizfunktion By (1) A, (1) gleich Null
sind und wenn dimker A = 0 ist, dann gili

Cﬁ’v(ro) = K(4; {Pm; Pn}).

Da der Kommutator (5.7) fiir a(t)c0*(I')) den Raum H*(I%) voll-
s‘net{g m.den Raum 0% (F,)) (u< »< 1) abbildet (siehe [8], Hilfssatz 5),
so 148t sich der Satz 6.2 aus den Sétzen 4.2 und 4.3 analog zum Satz 5.1
erhalten.

§ 7. Systeme von paarigen diskreten ‘Wiener-Hopf-Gleichungen
Es sei I (1<p< o) der Raum aller (komplexen) Zahlenfolgen

£ = (5}l mit der Norm [[€w = [ Y 1£P]* < oo und ¢® der Raum
—00
aller Nullfolgen mit der' Norm ||, = sup | ;.
i

Im weiteren bezeichnen wir mit B einen beliebigen der Riume i?
(1 <p < o) oder ¢® und mit B* (40 beliebig reell) den Raum aller
Folgen der Gestalt f = {(1+j])~* &}7% oy WOl & = {£}eB; die Norm
der Folgé fe B* wird durch die Beziehung | fllgs = |||y erkléirt. Des weiteren,

bezeichnen wir mit W™ (m > 0 ganz) die Banachal 1 i
| poenmen . gebra aller stetigen

alt) = Ma# (tl =1 mit - (@50 _ oo™
und der Norm - . .
la(®)llm = llally,m-

) Es sgien A (2) und B(2) zwei iiber dem Binheitskreis definierte Ma-~
tmxf?nktlonen der Ordnung #. Die Funktion det 4 (2) habe eine Nullstelle
@ = {Uyy Uy, ...y a,} von der Vielfachheit m — {my, m ‘ My}

: y Mgy «vy My}, DA,
det B(z) habe eine Nl}llsteﬂe B ={Bs, By ..., B,} von der Vielfachheit
n = {n,, My - 1Mo} Wit setzen voraus, da.B A (2) die Darstellungen (1.3)
und B(z) die Darstellungen (3.1) gestatitet, wobei 4,(z) und By(z) (& =

1{ 2) nicht singulire Matrixfunktionen mit Elementen aus W gind, und
die Zahl I durch die Gleichung (6.1) erklirt ist. (3) ’

(*%) Dies ist z. B. i
gehiﬁre;i. ist 2. B. der Faﬂ,‘wenn die Elemente von A (s) und B(s) zu W+l

icm
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Mit a; (§ =0, 1, ...) bezeichnen wir die Matrixfourierkoeffizienten
von A(2) und mit b; die Matrixfourierkoeffizienten von B(z). Wir be-
trachten im Raum E, das System

o =1
D orbet D bk = (5 =0, £1,..)

k=0 fe=—o0
sowie das paarige System
D wak=n (1=0,1,..,

k=—o0

00
Z bibe=m (J=-1,—-2,..).

Je==~00
Es sei ¢ der durch das System (7.1) und 0 der durch das System (7.2)

im Raum ¥, definierte Operator.
Mit P,, (m =1,2,...) bezeichnen wir den Projektor, der im Raum

(7.1)

(7.2)

E:i [jl < m,
0, l|jl>m,
wirkt und mit #,, den entsprechenden Projektor im Raum H,:
P = {Prn Ol i -

Sarz 7.1. Die linken Indizes von A,(2) wnd die rechten Indizes von
B,(2) seien gleich Null.

Wenn die rechten Indizes der Matrizfunition A,(z) B (2) gleich Null
sind, dann gilt .
(7.3) Byt < R(0; {Pms P
hierbei ist T die durch Gleichung (6.2) defimierte Zahl und ¢ eine belicbige

positive Zahl.
Wenn die rechien Indizes der Matrizfunktion BT (2) A,(2) gleich Null
sind und wenn dimker ¢ = 0 ist, dann gilt auch

(7.4) VB e R(05 {Pmy Pad)e ()

Der Satz 7.1 ergibt sich als Realisierung der Sitze 4.2 und 4.3.
Der Operator U ist im vorliegenden Fall der im Raum B mittels der
Gleichung

Pné={nl_o mit o =

U{&} = {&-1}
definierte Operator, und der Projektor P wirkt in B nach der Vorschrift
& j=0,1,...,

P{&} ={} mib 0, j=—1,—2,..

¢j=

(*) Im Falle I = It gelten die Beziehungen (7.3) und (7.4) auch fiir & = 0.
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Die Operatoren U, P und P,, erfiillen die Bedingungen 1)-3) aus § 2 und
die Bedingungen 4),5) aus §4 [3]. Jeder Funktion A(2)e W (= W?)
entspricht ein Operator AeR(U), der durch die Toeplitz-Matrix {a;_,}*,
definiert ist, wobei a; (j = 0, £1,...) die Fourierkoeffizienten der Funk-
tion A(e) sind. Wir setzen jetzt X, = B,, X, = Bt und R = W1,
Damit sind die Bedingungen a) bis e) aus § 4 erfiillt (siehe [12], Kapitel
5 und Kapitel 8).

Aus Satz 7.1, 148t sich unter Beriicksichtigung der Bemerkung 3
aus §4 ein entsprechender Satz fiir entartete Systeme von diskreten
Wiener—Hopf-Gleichungen [6] erhalten.

§ 8. Systeme von paarigen Wiener-Hopfschen Integralgleichungen

Wir bezeichnen mit L% (k> 0 ganz; 1< p < oo) den Banachraum
aller Funktionen auf der reellen Achse der Gestalt f(A) = (1--4)"™p(A)
mit @(A)el” = L”(—oo, co) und der Norm ||flznk = |lplz». Analog sind
die Réume L = L?(0, co) und L%* erklirt. Desweiteren sei £F die Ba-
nachalgebra aller Funktionen der Gestalt

9(8) = o+ [ *h(@)dz (—oco< A< oo),

wobei heL'* und ¢ = const. gilt; die Norm der Funktion ge* wird
durch die Beziehung

lgllge = le| -+ fiAllz2.e
festgelegt:
Wir betrachten im" Raum L? (1< p < oo) Systeme von Integral-
gleichungen der Gestalt

oo [}
O =¢@— [ hie—yemdy— [ kio—y)ply)dy
0 —00

=f(®) (—oo< w<< o0)
und

o@)= [ he—ye@)dy =fz), 0<a< oo
Cp = -

p@)~ [ k@—ye@)dy =flo), —occ<a<0,

wobel k; (x) und k,(x) Matrixfunktionen der Ordnung » mit Blementen
aus I* sind.

Wir se‘pzen‘ voraus, daf die Detérminanten der Funktionen
oo . B~ ’
A() =1~ [ hy(0)dw, H() =B [ k() dw

—oo

icm°®

Studia Mathematica, I'. LIII. (1975)

ERRATA
Page, line For Read
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250, HA)y=1— [ &L, () dw AW =B~ [ &M, () da

—00 —00

2512 det A (4) det /()

2518 det B(1 det #()
251, el jus
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in endlich vielen Punkten der reellen Achse verschwinden. Die Funktion
det A (1) habe eine Nullstelle a = {a;, as, ..., @} (— o0 << a;< o0) von der
Vielfachheit m = {m,, my, ..., m,}, und detB(A) habe eine Nullstelle
B ={Br,Bay -, Bs} (—o00< ;< c0) von der Vielfachheit n = {n,, ng, ...
vevy Mg

Des weiteren setzen wir voraus, daB die iber dem Binheitskreis de-
finierten Matrixfunktionen

142
1—z/

142
e ECE

A(z)ma/(@ B(z)=ga(i

entsprechend die Darstellungen (1.3) und (3.1) besitzen, wobei die Ma-
trixfunktionen

A—1 A—i
Ay (4) = Alc(2+z)7 Br(4) =Bk(7ﬁ) (—oo< << 00)

(b =1,2) auf der gesamten reellen Achse nicht singuldr sind und der
Algebra £, angehoren, wobei die Zahl I durch die Gleichung (6.1)
bestimmt ist. (*5)

Mit 2, (0 <<t<< c0) bezeichnen wir den Projektor, der im Raum
IZ durch die Gleichung

N, A<t
T L

0, Al >

erklart ist.
Sarz 8.1. Die linken Indizes der Matrizfunktion o£,(1) und die
rechien Indizes von B,(L) seien gleich Null.
Wenn die vechten Indizes der Matrizfunktion o, (1) By (A) gleich Null
sind, dann gilt
Lk = R(05 {2, 2,

wobel k die durch Gleichung (6.2) definierte Zahl bedeutet.
Wenn die rechten Indizes der Matrizfunktion B (2) o£,(4) gleich Null
sind und wenn dimker ¢ = 0 ist, dann gilt auch -

LY* = R(0; {2y, 21)).

Unter Benutzung einiger Hrgebnisse aus [3] (Kapitel V, §4) und
[12] (Kapitel 5 und 8) laBt sich der Satz 8.1, ebenso wie die Sétze der
vorangegangenen zwei Paragraphen, aus den Sétzen 4.2 und 4.3 ableiten.

Aus Satz 8.1 schlieBen wir unter Beriicksichtigung der Bemerkung
3 aus §4 unmittelbar auf den in der RWinleitung formulierten Satz 0.1.

(1) Dies ist z B. der Fall, wenn die Elomente von () und £ (4) der Algehra
22 angehbren.

. M lee ALk RIP e N i mdd e T TTT B
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On non-separable Banach spaces with a symmetric basis

by
8. L. TRO YANSKI (Sofia)

Abstract. In this paper equivalent norms in non-separable Banach spaces with
a symmetric basig are considered. The results obtained indicate the impossibility of
a natural extension to the non-separable cage of certain theorems valid for separable
Banach spaces with an unconditional basis.

1. Introduction. James (cf.e.g. [6], p. 152) proved that any non-
reflexive Banach space with an unconditional basis contains a subspace
isomorphic either to ¢, or ;. Later on Bessaga and Petezynski (cf. e. g. [6],
p. 155) extended that result to non-reflexive subspaces of spaces with
an unconditional basis. Lindenstrauss and Tzafrivi [3] studied the Orlicz
spaces Iy and proved that any I, contains a subspace isomorphic to
l, for some p > 1. Lindenstrauss [5] showed that every separable space
with an unconditional basis can.be isomorphically embedded in some
separable space with a symmetric basis.

In this paper we deal with the question of the existence of equivalent
norms which are uniformly convex or uniformly smooth in every direction,
in Banach spaces with a symmetric basis. It turns out that this question
iy closely related to that of the existence, in such spaces, of subspaces
igomorphic to ¢o(I") or 1,(I") for some uncountable I. As a corollary it
regults that the above-mentioned theorems of James [6], Lindenstrauss—
Tzafriri [3] and Lindenstrauss [B] admit no natural extension to the
non-geparable case.

In particular, we shall show that a non-separable Banach space
X with a symmetric basis admits an equivalent norm. which is uniformly
convex in every direction (resp. uniformly smooth in every direction)
iff X is not isomorphic to ¢y(I") (resp. to I, (") for some uncountable set I

2. Definitions and mnotations. Let X be a Banach space and let I" be
an. abstract set. A function w(y) defined on I" with values in X is said to
be unconditionally summable to xe<X if for any ¢ > 0 there exists a finite
set B = I" such. that for every finite set 4 = I' with A > B we have

”gw(,’)—m]k .
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