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Sur les rapports entre sommabilité et dimension diamétrale

par
JEAN-PIERRE LIGAUD (Talence)

Résumé. I1 est bien connu qu'un espace de Fréchet dans lequel toute suite
gsommables est absolument sommable, est nucléaire. Le probléme se pose de savoir
sl cette propriété reste vraie quand on supprime la locale convexité (cf. [1], p. 478,
Probléme n® 46). On résoud la question pourles espaces de Kothe 1P (ay, ) (0 < p < 1).

Soit 0 < p <1 eb (G p)men,nen une matrice réelle infinie telle que
Uy =0 o6 @y, > am’“ pour tout m et tout n.

L’espace de Kothe 1”(a,,,) est Pespace de toutes les suites réelles (&,),.n
telles que pour tout m, on ait:

D = D) 1 a7 <+ 0.

(@, ,) est alors un espace vectoriel, et on le munit de la topologie loca-
lement p-convexe méirisable, compléte définie par les voisinages de 0

Vm s = { €Z ( my n)7 ” 'n,)“m. }

Pour que cette topologie soit séparée, on supposera que pour tout entier »,
il existe un entier m avec g4, , > 0.

Si 4 est une partie équilibrée et absorbante d'un espace vectoriel E,
ot si o est un point de X, on note |»|, = int{i> 0, zeid}.

Une suite (w,) d’éléments de 1”(a,,,) sera dite absolument sommable
si, quelgue goit m et ¢ > 0, on a %’ 4|7, , <+ 0o (cf. [1], . 478).

Tugorimve. Si, dons P(a,,) (0<p<1) toute suile sommable est
absolument sommable, 1 (ay,,) est localement convexe et nucléaire.

Pour démontrer ce théoréme, on va se gervir dun 1emme
Soit (b,) une suite de nombres > 0 et soib

B = {(&)eP(ana), X balbl <1},

8oit d, (B, V1) = inf{A> 0, 3L, dimL < n.
épaisseur de B par rapport 4 V,, ;. On a:

EO-197

+L} la n-iéme

,‘1‘5“5 : T *?0‘%
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LeMME 1.

t 111, 1 v
ind < dn(BI Vm, )

Lsn o

1%
sup( i ’”) .

kzn I

Preuve. T’argument est standard (voir par exemple, [4], p. 75,
76, ou [b], p. 145, 146).

Démonstration duthéoréme. On suppose done que, dans *(a,, ),
toute suite sommable est absolument sommable.

Soit y un réel fixé une fois pour toutes, tel que 4 < 'y << 1. Soit # un
entier fixé tel que f(2y—1)p/2 > 1, et soit a = 4/(1—y

(@) tant métrisable et localement p-convexe, Sl pour tout com-
pact K et tout voisinage de 0, V,, ., on a Z’[d (K, Vi) < + oo, alors

il existe un nombre § > 0 tel que pour tout eompa,ct K et tout voisinage
Ve oD ait

lim n‘sdn(K7 Vm.,s) =0

n~>+00
eb, d’aprés [3], I"(a,,,) est diamétralement nucléaire (c’est-a-dire gue
sa dimension diamétrale eontient une suite du type ((n-+1)°) avec b > 0).
La méthode de démonstration est celle utilisée par B. 8. Mitiagin dans [4],
p. 91, 92. Supposons que I (4,,,) ne soit pas diamétralement nucléaive.
11 existe alorsun compact K et un voisinage V,, , tels que I’on ait

200

D (K Vi )T = + o0,

3
Soit 4,, > 0 tel que K < 4, V,,, et soit

> £l = 3t »<af

S d 2m+1/'{p
m
b = am,n
no ; om+lqp °
2 }“m

m

B = {( fn) e (am,n)7

tavec

B est un p-disque borné de 17(a,,,) car si zeB, on a [, < 2™ ot
Q’aprés les hypothéses faites sur les a,,, on a b, > 0 pour tout . Enfin,
sizeK, on a |z, < 42 donc

S
'2—;7{.;"{/17) ||7’\”m§ 1

et K = B.
On a done encore Z[dk (By Vipy))* = +o0.

Considérons la smte ((@ny,2/0));.. Deux cas sont possibles. Ou bien
cette suite ne converge pas vers zéro. Il existe alors une suite (ky) d’en-

icm
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tiers, strictement croissante, et « > 0 tels que

amo,ks ip
-} > a.
( bz,

Dans ces conditions, soit
B = {(£&)el®(ay,,), & =0 si n #* k, pour tout s}.

Munissons 7 de la topologie induite par i*(a,,,). E est isomorphe & l'es-
pace de Kothe I¥(a,, ;) avec ay,, = G, €6 81 () est une suite sommable
dans B, elle est & fortiori sommable dans I”(a,,,), donc absolument som-
mable dans ”(a,, ) et donc absolument sommable dans ¥, cax les voisinages
de 0 de H sont les traces sur F des voisinages de 0 de ¥ (a,, ,,).

Il en résulte que dans lespace ¥(a,,) toute suite sommable est
abgolument sommable, et si ¢ = E»lp(a,,'nss) est ’isomorphisme indiqué

plus haut, on a:
)el?( a‘ms Zblcslfs < }

qui est un p-disque borné de ¥ (ay, ).
On note

A =gp(BnE) = {

V;no,l = (P(VmolmE) et b; = bke'

Si la suite ((a oot O%) 1’1”),c converge vers 0, en effectuant au besoin une per-
mutation sur les indices %, ce qui revient & faire un isomorphisme ¢ sur
1 (Gyn,,) oD peut supposer que ((a,, /b))y, est déeroissante. Dans ce cas,
on notera (com,s) et (b,)s les nouvelles suites obtenues & partir de (a,,,)
et (b,)

lp(“’:n,s) = ‘P[lp (a’m,n)]7

On utilise le résultat suivant:

A =pB) et Vyi=¢Va)

LumMe 2. Soit n > i(i—1), alors dans tout espace vectoriel de dimen-
sion m, si K est un compact équilibré et absorbant de cet espace (muni de la.
topologie canonique), il ewiste des vecteurs @, ..., x; lels que

o] =1 1<j<i,

Syaf, <2 (36)"
F=1 7=1

(e régultat est montré dans [2], p. 61, 62 en supposant K convexe,
mais la convexité de K n’intervient pas en fait dans la démonstration
des lemmes 1 et 2 de [2].

Posons N, = ° pour 7N, et soit G, le sous-espace de lp(am,
par les vecteurs canoniques (&,); Ni <8< N2 ;.

pour

quels que soient les réels 1.

engendré
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Pour le compact AN G,, comme on a dim@, = N2, — N>
il existe des points (y,), N, < s < N,.4, tels que

ySGG’I’7 [Ygla =1
et quels que soient les réels ¥;
‘ Nppy—L Npq1—1 "
| 3l <2( 3 A"
§=Nyp 8=Np

A estun p-disque, donc |z}, = |z% est une p-norme et 8i on prend ¢, = 1/s%,
= +71 ou —1 on a:

S
I. Zaats"./s A <
s=N

R Nypj1-1i

2 3( X e
r=R ¥

oll R est le plus grand entier r tel que N, << N et R’ le plus petit entier 7

tel que N' << N,.,.
l”(a,;,,'s) étant complet et A étant borné, il suffit de constater que
N,

. 11
la série 3| #)P est convergente pour étre sir que la suite (7,y,) est
r  8=N,
sommable. On a:
N,.+1—~l Nr+1—1 N,A+1
2 1 < dw = ¢
s = PET S T
§=N, 8§=N, Nyp—1 =1

ot ¢ est une constante positive ne dépendant que de "y. Donc
Npp1—1

2 <o X < 4o

r>1 S=l\7r >1

d’aprés le choix de B.

On va montrer que la suite (%,y,) n’est pas absolument sommable,
ce qui achéve la démonstration.

Nypg1—1

Z Msyﬂ\y' 1 = 2 2 t M/‘)‘V
o r 8=Np
Mais pour N, < s< N,,; on a:
Ny Ny
Ys = HgCq avec |'.7/«|A. = ( 2 b; i#q'p)llp =1
a=N" ¢=N2

(N'r+1’_Nr)2

icm
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done:
2 . 22
. R Npg1—t a
1p Mg, d
— § ’ » — § v D
yslr/m 1 - ( a’mo,qf:uql ) — ( b ] ql )
q-——Nf. q=N:
‘
. By, \MP
> inf ( b?
N SQ<N'+1 a

Dans le premier cas on a done [y, > a, si bien que
- mg,1
Nppq-1

% iy, > D) H=a %=

7 8=Np - s

+o0.

Dans le deuxiéme 'ca,s, si on pose d; = d; (B, Vi 1) ‘@aprés le lemme 1

on a:
=d
IySle 1 N3+1'
Si on avait %']tgyslp%’l< —+ o0, comme v, = ?dNZH déeroilt avec s eb

-que Z’v < 400, d’aprés une propriété classique, il existerait constante D

telle que pour N,<<s<< N, ; on ait

sv, = §""dy2 <D
Nyp1
et donc en particulier

D

dye < —=.
Vpg1 T N

Pour N2, < k< Ni,, on a:

D D’ D
A S iy S

G <dye <
E == ‘Nr-H\

et finalement

- u 1
DNy = D @< D > <t
ke I
ce qui est contradictoire. i

P(ay,,) est donc diamétralement nucléaire. Il est alors localement
convexe d’aprds [3]. )
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Products of group-valued measures

by
H. MILLINGTON (Mona, Jamaica)

Abstract. Limit theorems for group-valued integrals are established, and applied
to derive conditions guaranteeing the existence of a product of iwo group-valued
meagures. Fubini-type theorems for both sets and functions are given. Also presented
is a construction of a Radon product measure of two Radon measures. Applications
to the case of vector-valued measures yield results on the e- and projective tensor
products of such measures.

0. Preliminaries. Throughout this paper, & denotes the empty
set, o the set {0,1,...} and for any sets 4, B, ANB the set-theoretic
difference. For any family .7 of sets let

U= U4, and N&= (4.
Adesl Aest
For any set X let ¥ X denote the family of all non-empty subsets of X.
We shall often denote a sequence (%,),.. Simply by =.

Let. X be a commutative group, with addition represented by +.

For any subsets 4, B of X, and new, let

A+B ={x+y: ved,yeB},
nA =A+ ... +A, n times.

The identity will always be denoted by 0.

For any topological space X and #eX, nbhds ¢n X will be the family
of all neighbourhoods of #. Our topologies will be always Hausdorff.

0.1. DeriNiTioNs. Let X be a commutative, topological group,
and § an abstract space. For any X-valued funetion # on all subsets
of S:

A < 8 'is u-measurable iff w(B) = za(BnA5+u(B\A) for all B = 8.

A is w-null iff w(B) = 0 for all B < 4.

M, is the family of all u-measurable subsets of S. For any family </
of subsets of S, u is‘o-additive on =7 iff for each countable, disjoint P < o
with |JPe,

w(UP) = Y u(d),

AeP
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