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Isometrien in metrischen Vektorriumen

von

REJNHARD WOBST (Dresden)

Zusammenfassung. Wir untersuchen, ob eine gurjelctive Isometrie zwischen
metrischen Vektorriumen linear gein muB. Insbesondere wird ein Satz von Cha-
rzyhiski (1953) verallgemeinert und wosentlich kiirzer bewiesen. Ein Satz von Role-
wicz (1968) wird etwas verallgomeinert. Es wird gezeigt, daB jede Isometrie einer
lokalkompalkten metrischen Gruppe mit endlich vielen Komponenten in sich suar-
jektiv sein muB. Die Gestalten aller surjelktiven Isometrien der Riaume B(S) und
1(py) in sich werden bestimms, und es wird eine gpezielle Aussage iiber isometrische
Einbettungen in I, (pe(0, 1)) bewiesen. :

§ 1. Einfihrung. Bs seien (B, d); (F,}) reelle metrische Vektor-
riume (mit translationsinvarianter Metrik). Bine Abbildung T: E—~F mit

d(x,y) = (T, Ty) (w, ye B)

heilt Isometrie von B in T. .

Da fir jede Isometrie auch die Abbildung a—>Te—To eine Iso-
metrie ist, diirfen wir T = o annehmen (mit o bezeichnen wir das Null-
element eines Vektorraumes).

Tine bekannte Fragestellung ist, wann eine Isometrie T mit To = o
linear sein muB.

8. Mazur und §. M. Ulam [24] bewiesen, daB fir den Fall normierter
Rijume jede surjektive Isometrie mit To = o linear ist (vgl. 8. Banach [4],
8. 166). Mit analogen Fragen beschiftigten sich N. Aronszajn 21, J. A.
Baker [37, Z. Charzyhiski [6], M M. Day [8], 8. Rolewicz [31] und A. Vogt
[36]. Insbesondere bewies Charzytiski folgendes Theorem:

Sind 1 und B melrische Veltorrdume gleicher endlicher Dimension,
wnd ist 1" eine Tsometrie von 1 auf T mit To = o, so ist T linear.

Rolewicz ([30], 8. 242) (vgl. Rolewiez [317]) zeigte:

Bs seien X und Y 2wei reclle lokalbeschrdnkie Raume mit den F-Nor-
men |[olx bew. |@lty. AuBerdem seien fiir alle we X und y <X die Funktionen
Izl wnd ltyly konlkav fir positive 1. k

Damn ist jede Isometrie U, die X auf Y mit Uo = o abbildet, ein line-
arer Operator.
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Die Frage, ob jede Isometrie eines metrischen Vektorraumes auf
einen anderen affin sein muB, ist bisher noch ungeklirt.

Eine Reihe von Arbeiten (z B. 8. Banach [4], M. Cambern [5],
J. Lamperti [17], D. P. Milman [27] und A. K. Roy [32]) Deschiiftighen
sich mit dem Problem, die Gestalt aller Isometrien ecines gegebenen Tiau-
mes auf sich zu bestimmen.

M. Edelstein und A. O. Thompson [107] sowie P. Mankiewicz [23]
untersuchten, wann Isometrien von Teilmengen normierter Réurme (in
einen anderen novmierten Raum) auf den ganzen Raum aly Tsomeirie
fortgesetzt werden koénnen. -

SchlieBlich bewies A. Lindenbaum [20] einige Niitze, wann jede
Tsometrie eines metrischen Raumes in sich surjektiv sein muf.

In §2 dieser Arbeit werden Isometrien in normierten Réiumen auf
Linearitdt untersucht. In § 3 zeigen wir, dafl jede Itometrie einer zu-
sammenhingenden lokalkompakten metrischen Gruppe in sich, speziell
eines endlichdimensionalen metrischen Vektorrauwmes in sich, surjektiv
ist.

Satz 3 aus §4 stellt eine Verallgemeinerung des Resultats von (ha-
rzyliski (s.0.) mit einem wesentlich kiirzeren Beweis als der Disher ho-
kannte dar. Das obige Brgebnis von Rolewicz wird etwas verallgemeinoert,

Als Anwendungen bestimmen wir in § 5 die Gestalt aller surjektiven
Isometrien der Riume B(S) und I(p,) und beweisen zwel Aussagen iher
isometrische Einbettungen.

Mit N, Z, R bezeichnen wir die Mengen. der natirlichen (eingchlics-
lich 0), der ganzen bzw. der reellen Zahlen.

§ 2. Isometrien in normierten Réumen. Der folgende Sutz faBt ledig-
lich die Ergebnisse fiir den Fall normierter Réume zusammen,

Sarz 1. Bs seien B und F normierte Réume, T': B->I eine Isomeirie

mitTo = o,

[st T surjektiv, so ist T linear. Tm Sfolgenden sei T micht nolwendiy
surjektiv.

Dann mup dim B < dim 7 gelten. Ist I' strilt konvew oder ditnJ¥ =+ dim
endlich, so ist T linear; andernfalls ewistiert etne nichi-lineare Tsometrie
von R in T, die 0 in o iberfiihet,

) Beweis. Die erste Behauptung ist das Theorem von Mazur und
Ulam (5. §1).

AmE <-dim F folgt auns einem Satz von T. Kigiel [11], der Lowigh,
daf es zu jeder Isometrie T: E-»F mit To = o eine lifieare (nicht not-
vsfendlg stetige) Abbildung §: F—H mit & (Tw) = w(xel) gibh. Sposiell
fgﬂot es ‘also eineé lineare Abbildung von F auf E, wovaus dim.# =, dim 2’

olgt.
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Aus Satz 3 (§4) folgt, dah fir dim¥% = dimF < oo jede Isometrie

von B in I affin ist.
Nun sei P strikt konvex (aus || = Iyl wnd |2+ lyl = lo-+yl

T e e

Z

1 .
=Z;HW—$'H

hei beliebigen , y < ¥, also ist
T — Tyl =l —yl

2 )

:

und wegen der strikten Konvexitit von F folgt
%+
Fir y = 0 ergibt gich T'(2#) = 2T, und wir erhalten
T(w+y) = Tu+Ty.

T ist additiv, als Isometrie stetig und daher 1ine:a.r (1). Jetzt sei I micht
strikt konvex, d.h. es gibt Elemente s, y<F mit 7y und l]m.ll = Il
= }llz+yl| = 1. Bs seien F, der von @ und y aunfgespannte zweidimen-
gionale Teilraum und 7' die durch :

tw  fir <0,
ty - fir t>0

erldlirte Abbildung von R in IFy. T ist eine.Isom'emtie mit To = 0311112.
nicht linear (Konstruktion in Anlehnung an ein BelS}?lG?l von Baker [R,]).m
S Falls B ein unendlichdimensionaler .nlcht si.zrlk'l, konvexeTr. EauE
igh, kann es auch nieht-lineare isometr@che. El}nbettﬂger}; i .je1;e-
mit o == 0 geben (die natiirlich nicht surjektiv sind). Als Beisp
frachten wir den Raum I, aller beschrénkten Folgen.
Die Abbildung T: Lol mit

T (@ By, Bay o) = (@0l s Ty Bry Py v

ist Tsometrio von I, in sich mit To = o und nicht linear.

* in Baker [3] wird dieser Sachverhalt ehenfalls bewiesen.


GUEST


44 R. Wobst

U. W. ist die Frage ungeklért, ob in jedem unendlichdimensionalen
nicht strikt konvexen normierten Raum eine solche Abbildung existiert,

§ 3. Surjektivitdt. Da bei der von uns-behandelten Fragestellung
die Surjeltivitéit einer Isometrie meist vorausgesetzt wird, ist interessant,
wann sie tatsdehlich notwendig ist.

Sarz 2. Ts set H eine zusammenhingende lokalkompalte metrische
Gruppe mit der tramslationsinvarianten Melrik & und T e¢ine Isometrio
von H in sich. )

Dann ist T surjektiv.

Beweis. Wir nehmen zundichst Te = ¢ an, ¢ neutrales Tlement
von H. Bs sei K, eine kompakte Kugel um ¢ mit Radius 2.
Wir setzen

(neN), B*=NDB,.

neN

B, = I"(Fy)

Es gilt B, , < B, (neN). E* igt abgeschlossen (da alle B, kompalkt sind)-
Wegen der Injektivitit von I' ist T(E*) = B*. Angenommen, B* s H,;
es gibt ein Element y,e B\E* mit d(y,, B*) = h> 0. Dann ist mit 7,
= T"y, auch d(y,, B") = fiv alle neN. Weil y,eH, (neN) und B,
kompalkt ist, haben die Elemente y, einen Haufungspunkt *. Brsichtlich
ist d(y*, B*) = h, d.h. y*¢ B, '

Bs sei n, irgendein n e N mit y*¢ B, . Da B, abgeschlossen und Ynelly,
tiir, n > my ist, kann y* nicht Hiufungspunkt der Folge (y,,) sein.

Also gilt doch T(EB,) = B,. ‘

Ist nun T eine heliebige Isometrie von H in sich, eH und 7,(z)
= T(zz)(ITw)™* (2¢H), so ist T, eine Isometrie von H in sich mit Tye = e,
d.h. die Menge T, (H) = T(H)(T#)™" muB unach obigem Ergebnis eine
Umgebung von ¢ sein.

Daher ist T'(H) eine Umgebung von T, und folglich ist T'(H) offen.
Andererseits ist jede lokalkompakbe Gruppe vollstéindig. Wenn (T%,)
Cauchyfolge ist, so ist auch (m,) Cauchyfolge und besitzt einen Limes z*
Wegen Tw,—Ta* ist auch T (H) vollstéindig, somit abgeschlossen.

Weil H zusammenhingend ist und 7 (H ) # @ gilt, folgt T(H) = H. w

Dieses Resultat 148t sich auch auf lokalkompakto metrische Grappen
mit endlich vielen Komponenten itbertragen (man beachte, duB jede
Isometrie Homoomorphismus ist). Im. allgemeinen. gilt dies nicht; die
Abbildung m—>2m (meZ) ist nicht-surjektive Isometrie der lokalkom-
pakten metrischen Gruppe Z mit der diskreten Motrik.

ForeeERUNG. Jede Isometrie eines endlichdimensionalen melpischen
Vektorraumes in sich ist surjektiv.

Sehr viel schwieriger wird das. Problem, wenn 7': B-—+F eine Iso-
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metrie zwischen zwei metrischen Vektorrdumen gleicher endlicher Di-
mension ist.

Wir zeigen eine Verschirfung: )

LmvmA 1. Bs sei M eine Teilmenge von R™ und T: R —~M ein Homdo-
morphismus von R* awf M (R" besitze die iibliche Topologie; M wversehen
mit der induzierten Topologie).

Ist die Abbildung T gleichmipig stetig, so gili M = R".

Beweis. Aus dem Gebietsigmrianzsatz (8.z. B. J. Dugundji [9])
folgh zunichst, daf M offen ist.

Nun ist M vollsténdig, da jedes Bild einer Cauchyfolge beziiglich
einer gleichmiifBig stotigen Abbildung wieder eine Cauchyfolge ist. Also
ist M gleichzeitig abgeschlossen; weil R” zusammenhingend und M == @
ist, folgt M = R" m

Im allgemeinen ist die Surjektivitit auch linearer Isometrien micht
notwendig, wie das einfache Beispiel der Zuordnung (my, %, ®,, ...)—
(0, @y, &y, By, ...) Im T, zeigt.

Joedoch konstruierte W. J. Davis [7] einen nicht strikt konvexen
unendlichdimensionalen Banachraum, in dem die einzigen linearen (nicht
notwendig surjektiven) Isometrien I bzw. —I sind, wobei I die identische
Abbildung dieses Banachraumes bezeichnet.

Interessant ist die Frage, ob es auch einen strikt konvexen Raum
mit dieser Eigenschaft gibt.

§ 4. Metrische Vektorriume. \

Sarz 3. Hs seien (B, d) und (F, h) metrische Vektorriwme, B end-
lichdimensional und T eine Isomeirie von B auf F mit To = o.

Dann ist T Vinear.

iy den Foll AimB = dimF ist die Vorausseleung der Surjektivitit
von T wnicht erforderlich. i

Beweis. Wir bemerken, daf. F linear homdéomorph zu (R", ||-]})
ist, wobei ||| die iibliche Norm des R" bezeichnet.

Fiie den Fall dimB = dimF < co geniligh T den Voraussetzungen
von Lemma 1 und igt somit surjektiv.

DurNIEIoN, Als 2-Batremalpunké einer Menge M eines Vektorrau-
mos Dezeichnen wir jedes BElement me M derart, daB aus 2,2 < I upd
g2 = 2x folgt # =2’ ==w. M braucht dabei nicht konvex zu sein.

Wir benotigen zunichst zwei Hilfssitze.

TammA 2. Ist w, 2-Batremalpunls von K(o,r) = {weB: d(z, 0} <1},
wnd ist K (o, 2r) kompalkt, so gilt

T (24 mity) = Te-+mln, (2el, meZ).
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Beweis. Fir beliebiges ze B und K = K(o,7) sel
8 = (K +2) 0 (K -F 2 - 2u) .

Wir zeigen 8 = {2}

Wegen —2peK gill 2+ 2e8. Nun ist
weS = ' = 2t m)—ael;
es gilt némlich . ‘

A2+ m)—w, 2) = d(z-+2m, 0) <y, und
(2 (2 + o)

Ist nun @ aus S beliebig, so gilt wegen &’ <8
| H(w—2) + (@' ~2)) = ay;
da @, 2-Extremalpunkt von K ist, mufl » = o’ und somit § =

sein.
Da T bijektiv ist, folgt leicht -

» T(8) = (K, +Te)n (K
wobei K, = T(XK) sel. Also gilt
T(z+a,) = Ta-T

— &, &~} 2dp) = dw, 2) <7

w—2, 8 —2eK e
= {& - o}

e ACES 2%)) ’

(4 2m,).

Hieraus ergibt sich mit vollstéindiger Induktion

(1) T(z+may) = Te+m(T(2+ay) ~Te) (2eH, meZ).

Nun sei 2 beliebig aus K (o, 7). Wir zeigen durch Induktion nach %
T (ke + may) = T(kz) -+ mT@o.

Fir k& = 0 folgt das aus (1). Weiter erhalten wir aus (1) und der Induk-
tiongvoraussetzung fir k—1

@) B{T(ke) +m (T (w+ o) T (he), T (1) 2) -+ m Ty}

=} (.’l’(lcz A mag), T ((h~— 1)z +may)) = d(z, o).
(ke) 5 Twy kann die Menge P aller Elemente der Gestalt
(T (ke + @) — L' (h2)) —mTwy  (meZ)

nicht in einer kompakten Menge liegen ; aus (2) folgt jedoch P < 7' (K(o, 20),
und letztere Menge ist als stetiges Bild einer kompakten Menge wieder
kompakst.
‘Wenn z beliebig ist, so erhalten wir mit 2/ke& (0, 7) (keN) schlieB-
lich T(k(=/k)-w) = Te+Tu,, woraus sich die Behauptung ergibt. m
Levwia 3. Hs sei K(o,7) < U(o,t) = {weB: |wl| < 1}, wobei K(o,7)
die gleiche Bedeutung wie in Lemma 2 habew soll.

Fite T (ke -+ ag) — T
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Dann st die lineare Hiille aller 2-Bmtremalpunite von K (0, 7) gleich E.
_ Beweis. Es sel 4, = =inf{t<R: K(o,7) < U(0,%)}; dann gilt >0,
K(o,r) = Ulo, t,). Nunist K (o, r) abgeschlossen und § = {zeE: || = o}
kompakt sowie (S, K (o, 7)) = 0 nach Definition von t,. Es gibt also
ein Blement z, aus SN K (o, r). x,ist 2- Extrema.lpunkt von K (o, r), da || ||
strikt konvexe Norm ist.

Wir nehmen nun an, die Behauptung sej richtig fir alle Réume
kleinerer Dimension aly dimZ.

Bs sei H der von den. 2-Extremalpunkten von Ko, r) aufgespannte
Teilvaum, H 5 {0}. Angenommen, es ist H = B und y,< E\H. Da Ko, n
kompalt und. H abgeschlossen ist, gilt

0<< 8y = supfseR: K(o, )N (H +8y,) # B} < o0

M = K(o,r)

und
N(H +84%0) # 9.

M ist kompakt, liegt in H +s,y, und hat also nach Induktionsannahme
einen 2-BExtremalpunkt, der gleichzeitig 2-Extrema1punkt von K(o,r)
gein muf.

Somit gilt doch H = B. m

Beweis von Batz 3. Bs sei » > 0 und K (o, 2r) kompakt (Bezeich-
nung wie in Lemma 2). Die 2-Extremalpunkte von K(o,r) erzeugen
eine additive Untergruppe von FE; die Vereinigung aller solchen Unter-
gruppen liegt nach Lemma 3 dicht in B. Nach Lemma 2 ist T auf dieser
Vereinigung additiv; da 7' stetig ist, muB T auch linear sein. m

Sarz 4'. Bs seien B und F metrische Vektorriuwme mit den Metriken @
und h. iy B gebe es ein r > 0 und ein p > 1 mit

422, 0) > pi(w, 0)  (zeK(0,7));

fiir B gelte die analoge Aussage.

Ist T eine Isometrie von B auf B mit To = o, so ist T linear.

Der Beweis verlduft vollig analog zu den Beweisen von Mazur und
Ulam. [28] sowie des Theorems IX. 3.1. von Rolewicz {30].

Wir geben noch eine Verallgemeinerung von Satz 4’ und Theorem
IX. 3.1, von Rolewicz (s.§1) an. . )

Tos sei (W, d) oin lokalbeschrinkter metrischer Vektorraum mit kon-
kaver Metrik (d h., d(tw, o) ist Lir positive ¢ eine konkave Funktion in #).
Fir @ 0, e 0 und d(2e, 0) = (14 ¢)d{wx, o) folgt
" »~1 w1

o et 0

d(2x, 0) = "Ed(w, 0)+%d((n+1)m, 0)

’l’l;

(0 << meN) oder

((w |- 1)r 0) % (1 +ne)d(z, 0)
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Wegen der Konkavitit ist d(te, o) fiir positive ¢ eine monoton wachsende
Funktion in ¢ Wenn K (o, 27) beschrinkt und 0 << <7, ist, 50 kann
fir die ze# mit r < d(», 0) << 7, obiges ¢ nicht beliebig klein werden.
Algo ist

rrdm, o)< 'ro}>,’l..

Nun gilt folgender
SArz 4. Hs seien B wnd T metrische Vekiorrdume mit den Metriken d
und h. Hs ewistiere ein vy > 0, so dap fir alle re(0, r)) gili

su(rsm) >1, splrin)>1
{8y bezeichne die 2y sg analoge Funkiion fir I).
Ist dann T eine Isometrie von B auf I mit To = o, so ist T' linear,
Beweis. Der Einfachheit halber bezeichnen wir die F-Normen auf B
bzw. F beide mit ||-|. Auf B x F erkléren wir die 7'-Norm.

I, Pl = llel+ vl (@el, yF).
Die Voraussetzung des Satzes gilt auch fir B x F':
‘Wenn (m, y) el x I Dbeliebig ist mit 0 << 2¢ < |l + vl < 7, S0 rech-

neb man fiir v 7 0, y = o leicht nach, daB

12a] 12y |

sl =+
gilt. Mit s(r; #,) bezeichnen wir die Funktion sgyu(r;r,). Weiter defi-
nieren wir in B x F

= (14

- 10in (85 (75 7o)y 830 (75 70)) > 1

n(r) = sup Jall

fl2all<r

(r>0).

Tst 0 <1’ <7<ty 80 gilt fir ¢ < |o]l < 2] < 7
1

ol _tol 1
2wl = s(r'yrg) "7
also ist fiir alle 7 (0, #)
(8) n(rk).é max (-——-?»——, 'r’) < 7.
. Sy )

Jolzt sel vy < 7, beliebig, r; >0 und 7, = n(r,_,) tix n =2, 3, ... Damn
ist 7y >7rp>...0> 0. Wire #/ = limr, > 0, s0o wire fiir 0<7< + vwe-
gen (3) ‘
Tn ' )
v = limr, = limn(r,) <lim = e
s(Fime)  8(Fyn)

ein ‘Widerspruch. Somit gilt r,—0.
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SchlieBlich ist die Abbildung (2, y)— (T, Ta) Isometrie von B X I
auf sich, die o festléft. Ist diese Abbildung linear, so ist es auch 7.

Damit iibertrigt sich der Beweis des Theorems IX. 3.1. von Role-
wicz [30] auch auf diesen Fall, m .

Bemerkung 1. Bs ist notwendig, den Beweis im Produktraum B x F
durchzufithren. Rolewiez konstruiert mit Hilfe der #,, (shnlich der Meéthode
von Mazur und Ulam) fiiv zwei gewisse Punkte #, y < B eine fallende Men-
genfolge, deren "Durchschnitt gerade (x+y)/2 ist. Diese Mengen werden
rein metrisch definiert und bei der Isometrie in analoge Mengen iiberge-
firt, die ' und T'y entsprochen. Also wird (v-+4)/2 in }(Tz -+ Ty) uber-
gefithrt, womit man die Linearitit von T zeigen kann.

Da sich aber im Bildraum F andere 7, ergeben konnen als in F,
148t sich die Methode von Rolewicz nur a.uf den Fall anwenden, daB
ein Raum isometriseh auf sich abgebildet wird.

Bemerkung 2. Aus der Voraussetzung von Satz 4 folgt, daB &
und F lokalbeschrinkt sind:

s sei

It e
re(0,7) und p =[ ) lm]

Insg(r; 7o)

Wiire fiv ein el » P A2, 0)< 1y (m \p,meN), 80 Wurde

a(2%w, 0) = (sylrir)) d(z, 0) > T?d(x, 0)=1,
folgen, was ein Widerspruch igt. Wenn also U der sternférmige Teil von
K (0,710) ist, so gilt 277U < K(o,r). Daher ist U. beschrinkte Nullum-
gebung.

Somit sind Satz 4 und Theorem IX. 3.1. von Rolewicz fiir den Fall
konkaver Metriken identisch.

Jodoch braucht in Satz 4 die Funktion d(i, o) fiir positive ¢ nicht
eintal monoton zu sein. Als Beispiel betrachten. wir den Raum (R, d),
dessen Metrik erkliivt ist durch

n T ;e (ol -2 2T Jale[27 2727,
1 gnt 1 -n__g—n—1 +1
Ay 0) =y b s (ol =27 =27, e[ 427, Y,
1
T ol > 5

(n 2= 2). Die Voummsebyungen von Satz 4’ gind hier nicht erfiillt, wohl
aber die des Satzes 4. ‘

4 — Studla Mathemation LIV,1
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§ 5. Anwendungen. IIs sei § eine beliebige nichtleere Menge und
B(8) der Raum. aller beschrinkten reellen Funktionen auf '§ mit der
Norm

Il = sup{|f(@): ©eS}

(FeB(S)).
Dann gilt

Sarz b. s seien @: 8—>8 eine Bijektion, o aus B(S) mit |a(w)] = 1
(e8) und T die durch Tf = af-¢ erkldrte Abbildung von B(S) in sich.
Dann ist T Isometrie von B(S) auf sich, und alle surjektiven Isometrien
von B(8) sind Komposition einer Tramslation in B(8) und einer Abbildung
obiger Gestalt.

Beweis. Trivialerweise ist T Ysometrie. Weiterhin ist l’ surjektiv
wegen T(wf [ ) I

Nun sei T' eine Isometrie von B(S) auf sich mit T'o = 0. Weiter seien ¢,
die Indikatorfunktion von {z}, e, = To, sowie K, = S\¢;'({0}). Weil T
nach dem Theorem von Mazur und Ulam linear ist, muf das Bild eines

Extremalpunktes der Elnheltskugel wieder ein solcher sein, d.h. eine
Funktion f mit

(4) ' Iflo)) =1 (we8).
‘Wenn. fiir ein festes ze8 gilt f(z) = —1, so ist auch
T(f+2¢,) = If +2e,

ein golcher Bxtremalpunkt. Also ist e,2 = 0 oder |6,2| = 1 fiir z¢8. Nun
gilt aber

(8) (TS (2 —|—-26 zl=1 (2¢8)

tir jedes feB(S) mit (4) und f(#) = —1. Wir nehmen an, e gebe zwei
verschiedene Elemente v, w aus K,. Dann hitte der Extremalpunkt g
der Einheitskugel mit ¢(w) = e,w, g(v) = —e,v und g(u) =1 fir u 7 w,
u # v ein Urbild 7'y, das (4) geniigt. 'Wir setzen

b= (—sgn(T™ g) (@) T g.

Dann miiBte h der Gleichung (3) geniigen, und wegen e, =« 0, ¢,v + 0
wire v
| —ggn(T”lg) ()6, -+ 2e,w|

= [sgn(1™" g) (@) e,0 - 2e,,0|

ein 'Widergpruch.
Somit ist K, fiir alle z¢8 einelementig.
Weil T auch Isometrie ist, muf 7! ¢, bis auf Vorzeichen eben-

falls eine' Funktion der Gestalt ¢, sein. Schlieflich gilt K, # K, (# + 2),
da T injektiv und homogen ist.
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Also ist die Abbildung @-gz mit K, =
sich. Wir setzen ow = e,(gx).

Nun seien o s feB(S), s¢S beliebig und g = f+43|flle,. Dann ist
l9(2)| > IIf|| dquivalent zu 2 = &, und wegen Tg = Tf+ 8| lie, 1st (Tg)(2)]
> [Ifll gleichwertig mit 2 = pu. Aus |lgll = |Tg| folgt also

{px} Bijektion von S auf

(@) +31IFIll = (T (pw) +3 I o]

Hieraus ergibt sich sofort f(z) = a(a)(Tf)(pm);
Tf == af-. m
Wir bestimmen noch die Gestalt der Isometrien auf sich eines Rau-

mes I, (0< p < 1) aller Folgen (2,) reeller Zahlen mit

2, 137 < oo

neN

da @ beliebig war, gilt

und diesem Term als F-Norm. Offenbar geniigt diese F-Norm. der Bedin-
gung von Satz 4 (bzw. Satz 4’ oder Theorem IX. 3.1. von Rolewicz, vel. § 1).

Sarz 6. s seien ¢: N— N eine Bijektion und o eine Abbildung von N
in {—1, 1} Daenn ist fiir 0<p <1 die Abbildung

T (@) (agn Bem)

eine I sometrw von b, auf sich, und alle sm]ektwm Isometrien von 1, sind
Komposition einer Tmnslatzon in 1, und einer Abbildung obiger Gesmlt

Beweis. T ist surjektive Isometrie, da absolut konvergente Reihen
umgeordnet werden diirfen.

Nun sei T eine surjektive Isometrie mit To = o. Wir setzen ¢,(k) = 1,’
6r(n) = 0 sonst (k, neN) und ¢, = To,. Fir k == 1 gilt

I (o~ e)ll = e+ el =2 = 1T (e, — el = llex—eill-
Mit e, == (a,), ¢, = (b,) folgt also
(6) Dot l7 = 3 (0,2 + 0) = ) la,— b,/

neN neN neN

By sel p< 1. Fiw a, b0 gilt (a+b)” < a®+b” und Gleichheit genau
dann, wenn ab = 0 igt. Aus (6) folgt daher fiir alle neN

Mn'l'bnlp = la'nlp'|" !bnlp
oder a,b,,

Fir p = 1 folgt aus (6) und der Dreiecksungleichung

Ia'n'l"bn] = @] 1Dyl (neN),
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d.b. @, und b, haben gleiches Vorzeichen; die Gleichungen

2 |a’n+bn| = Z!an'—bnl

neN neN

@y — bl = la,-+b,] und

liefern nun ebenfalls a,b, = 0.
Wenn wir M, = N\e;'({0}) selzen, ergibt sich somnit

(B 1),
Ist jetzt & = (w,)el,, 80 konvergiert die Folge (£,) mit

MM, =@

‘Sn == (%, @iy oney Opy 0y "')

gegen £, also gilt T'&, —T&; daraus erhalten wir

TE = Zmnen,

neN

Wegen der Surjektivitit von 7' ist (U M, =N und M, einelementig
neN

(da speziell jedes Element ¢, ein Urbild hat). Also ist w: n—>y(n) mit
M, = {y(n)} Bijektion von N auf sich; mit «, = ¢,(yn) und ¢ =y’
folgt schlieBlich T& = (tpy ). W

Bemerkung 3. Bs seien (p,) eine Folge reeller Zahlen mit p,<(0, 1]
(neN) und I(p,) der Raum aller Folgen (w,) reeller Zahlen, mit

: el = 3 o™ < o0

neN
und diesem Term als F-Norm (vgl. M. Landsberg [18], 8. Simons [35]).
Nach Simons ist der Raum I!(p,) genau dann lokalbeschrinkt, wenn
infp, > 0 gilt. Genau dann sind auch die Voraussetzungen der Sitze 4, 4’
sowie des Theorems IX. 3.1 von Rolewiez (s. § 1) exfiillt. Jedoch gelten
die Aussagen dieser Sitze auch fir diesen Raum:

Die 2-Extremalpunkte der Metrikkugeln um o sind gerade die Fol-
gen, die genau ein von o verschiedenes Element besitzen. Nun la6t sich
Lemma; 2 (Satz 3) anwenden. Man beachte nur, daf die dort auftretende
Menge P (= {nw: neZ},  + o) in keiner Metrikkugel liogen kann.

Da die von den 2-Bxtremalpunkten erzeugte additive Untergruppe
von I(p,) tberall dicht und T stetig ist, muB 7' additiv und als stetige
Abbildung linear sein (vgl. Satz 3).

Damit 148t sich der Beweis von Satz 6 auch auf die Réume Upa)
ausdehnen, nur muB ¢ noch der Bedingung p, == p,,(neN) unterworfen
werden.

Das alles trifft auch auf die Réume I(p;) zu, die wir wie folgt defi-
nieren:
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© s sei (p;);e; eine Famile reeller Zahlen mit 0 < P <1 (jed), wobei J
eine beliebige Indexmenge sei. Wir erkliren I(p;) als den Raum aller
Familien (#;);c, reeller Zahlen mit

(a) hochstens abzéhlbar viele #; sind nicht 0;
(b) es gilt 2 [w,-]”" < oo, wobei 4 die Menge aller j mit @; 5 0 sei.

Jed
Der Term in (b) definiert eine F-Norm auf I(p;).
Bemerkung 4. Banach [4] bestimmte in #hnlicher Weige wie in
Satz 6 die Gestalt aller surjektiven Isometrien der Réume I, fiir p > 1 (n.a.).

Mg gibt Teinon wichitrivialen mormierten Raum, der einer Teilmenge

“eines Rawmes 1, mit pe(0, 1) isometrisch ist.

Beweis. Fir &, 9el, und &= (g,) sei M(§) = neN: g, 0},
M (n) analog. Wenn [[£-+9l= ||+ [In]l gilt, so folgt wie in Satz 6 M (&)
NM(n) = O.

Angenommen, es gibt eine isometrische Binbettung T: R—1,. Wir
dittfen 70 = 0 annehmen. Mit s>y >0 gilt |z—y|+ |yl = [#| oder
1T — Tyl - 1Tyl = Tel, dh. M(Tz—Ty)nM(Ty) =@. Wenn also
v>y>0, Te = (w,), Ty = (y,) und y, # 0 fir eine Zahl neN ist, folgh
Xy = Yn

‘Wegen 70 = o springt daher mit wachsendem » eine Komponente
o entweder in einem gewissen Punkt von 0 auf.einen von 0 verschiedenen
‘Wert, den sie dann beibehilt, oder sie bleibt identisch 0. Also kann 7
nicht stetig sein, oder es gilt Tw = o (# > 0). Folglich 148t sich B nicht
isometrisch in I, einbetten und somit kein nichttrivialer normierter Raum. m

Tiir derartige Einbettungssitze haben die Sitze 3, 4 und 5 ebenfalls
Bedeutung. Rolewiez ([30], S. 265) zeigte, daB es keinen metrischen
Vektorraum H derart geben kann, daf jeder endlichdimensionale metrische
Vektorraum einem Teilraum von H linear isometrisch ist. ' Wegen Satz 3
gilt dies such fiir beliebige Isometrien auf einen Teilraum.
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Extensions by mollifiers in Besov spaces®
by
PAWEL SZEPTYCKI (Lawrence, Kansas)

Abstract. An oporator B of extension from lower dimensional subspaces for
functions in Besov spaces is constructed using Friedrichs mollifiers. ¥ has the useful
property that for w defined on a hyperplane in R® the support Ew is contained in the
union of cones with vertices in the support of # and axes perpendicular to the hyper-
plane. Also if support of » is compact then so is the support of Bu.

1. Introduection. In this section we shall set np the notations, recall
certain facts concerning Besov spaces and state the problem to be dealt
with in the paper. Most of the facts about Besov spaces quoted below
can be found in [1]. )

For a (complex, real or vector valued) function % defined in R™ we
denote by Afu the kth forward difference with increment heR™ If R®
is represented as RB"™ = R™x R with # = (¢', 2"'), o'<R™, &' <R’ the
correslpondi.ng partial differences are denoted by Af. ., A;‘Lu,mu, b’ eR™,
h'" e R

The symbol || [, 1< p < oo, is used to denote the L” norm on R"
and, with notations as above, [u(-, 2" )|,, lu(®’, -)||, denote the norms
of u(a', »'') as a function of ' with 4" fixed or respectively as a function
of &' with &' fixed. '

The Besov norm || |lype, @> 0, 1< p < oo, 1 0 oo is defined by

illo = [+ ( [ 1817~ 1 45elf an)™" |

nv
where % is an integer %> a and for 0 = oo the integral in parantheses
is replaced by sup{|h|~“|dpully; b 7 0}

The different choices of &> a give rise to equivalent norms, this
is why & is suappressed in the notation.
A norm equivalent to (1.1) is given by the formula

I [ e O 0 AT ol
) L m R
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