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Uber die Orientierung der Kleinschen Geometrien

von M. KucHARZEWSKI (Katowice)

Zusammenfassung. Unter der Kleinschen Geometrie verstehen wir das Tripel (1)
(M,G,f), wo M eine beliebige Menge, G beliebige Gruppe und f: M x G->M die
Wirkung von @ auf M ist. Es sei (2) (p,, p;, --., Ps) €ine Folge von s Elementen aus M.
Mit H(p,, Py, ..., Ps) wird die folgende Untergruppe von G bezeichnet, H (p,, Py, .-, Ps)
= {g<G: f(p;,9) = p;, i =1,2,...,8. Die Folge (2) heisst Reper s-ter Ordnung,
wenn H nur aus dem neutralen Element besteht. Alle Repers s-ter Ordnung bilden ein
Objekt, (3) (M;, G, F;) (vgl. 2.1), der Geometrie (1). Die’ Geometrie (1) heisst s-ter
Ordnung orientierbar, wenn es eine invariante Zerlegung (Definition 2.2), des Objektes
(3) gibt, die nur aus zwei Untermengen besteht.

Einige notwendige und bhinreichende Bedingungen fiir die Orientierbarkeit
der Geometrie werden gegeben. Die Betrachtungen werden auf zwei Beispielen der
affinen und projektiven Geometrie illustriert.

Die Kleinsche Geometrie verstehe ich im folgenden in dem Sinne,
wie sie in [1] dargestellt worden ist. In der vorliegenden Note wird eine
Definition iiber die Orientierbarkeit in dieser Geometrie gegeben. Uber-
dies sollen die unten durchgefiihrten Betrachtungen eine Anwendung,
der in [1] eingefiihrten Begriffe zeigen. Insbesondere im § 1 wird der
Begriff des Repers definiert und es werden einige seiner Eigenschaften
bewiesen. § 2 enthilt Definition der Orientierung sowie gewisse Bedin-
gungen fiir die Orientierbarkeit in der Geometrie. In §§ 3, 4 und 5 werden
die Ergebnisse an zwei Beispielen der affinen und projektiven Geometrie
illustriert. Es wird dort festgestellt, dass die n-dimensionale affine Geo-
metrie und projektive Geometrie ungerader Dimension orientierbar
sind. Fiir die projektive Geometrie wird ein Objekt betrachtet, das un-
abhingig von diesen Anwendungen an und fiir sich interessant ist.

§ 1. Reper s-ter Ordnung. Zuerst erinnern wir an die in [1] gege-
bene Definition der Kleinschen Geometrie, (vgl. [1], S. 272, Definition 1.2).

DEeFINITION. Die Kleinische Geometrie ist ein Tripel
(1.1) (M, G,f),

wobei M eine beliebige Menge, G eine beliebige Gruppe und f eine effek-
tive Wirkung von G auf M ist. Unter der effektiven Wirkung f verstehen
wir eine Funktion f: M x G—>M, die die drei folgenden Bedingungen
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erfillt:

VaeeMAVgy, g:¢G, f(f(wy 91);92) = f(x, g2-91),
Vee M, f(x,€) =um,
Vee M, f(z,g9) =xz=>¢g =e.

In diesen Bedingungen wird mit ¢,-¢, das Produkt der Elemente g,
und ¢, von @ und mii e das neutrale Element der Gruppe G bezeichnet.

Es sei eine Kleinsche Geometrie (1.1) gegeben. Jeder Untermenge P
von M kann die folgende Untergruppe

(1.2) H(P) = {g<G: Vo<P, f(#,9) = o)

von G eindeutig zugeordnet werden.

DEFINITION 1.1. Eine Untermenge P heisst Reper in der Geometrie
(1.1), wenn die Untergruppe H(P) nur aus dem neutralen El;e“lgli_entf €
von G besteht, '

(1.3) H(P) = {e}.

Es gibt die Repers in jeder Geometrie. Da f auf M laut Definition:
effektiv wirkt, ist die ganze Menge M ein Reper. Die wichtigsten sind
aber diese Repers, deren Anzahl von Punkten moglichst kle'u} ist. Im
weiteren beschrinken wir uns auf die Repers, welche nur aus einer endli-
cher Anzahl von Punkten bestehen. Uberdies werden wir voraussetzen,
dass die Punkte des Repers eine geordnete Folge bilden.

DeFINITION 1.2. Ein Reper s-ter Ordnung in der Geometrie (1.1)

ist jede Folge von s-Punkten, p,, p,, ..., p, der Menge M, welche die-
Bedingung (1.3) erfiillen, d.h.

(1.4) H(Pn Payeooy Do) = {e}

Ein Reéper s-ter Ordnung heisst minimal, wenn es kein Reper (s—l) «
-ter Ordnung gibt.

Mit M, bezeichnen wir die Menge aller Repers s-ter Ordung in (1.1).
M, ist eine Untermenge der Faser M° des folgenden Produktobjektes.
(vgl. [1], S. 275),
‘ _ m @ o @
(1.5) (M‘,G,f‘_), M =MXMXMX ... XM,

Vwe M°, VgeG, fa'(w’g): =(f(a717 g)).f(‘wm g)s -- rf(ws!g))
Wir beweisen die folgende Eigenschaft der Menge IR,.

HILFssaTz 1. 1. M, .ist. eine snvariante Untermenge der Faser M®
von (1.B) (vgl. [1], S. 276, § 5, zuldssige Untermenge).
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Beweis. Wir sollen die folgende Implikation
weM,=>Vgel, @ = f'(w,g)eM;,

fiir alle ¢ aus G zeigen.
Es sei we M,. Das Element w hat die Form w(p,, ..., p;), Wobei
die Bedingung (1.4) gilt. Nach der Transformation geht o in die @

@ = f(w,g) = (P1y-++y Pa)s P = f(p:is 9)s

iiber. Um zu zeigen, dass H(P,, Psy ---, P;) = {e} gilt, nehmen wir ein
beliebiges % aus H(PD,, Ds, -.-y Dy} Es gelten die Relationen: f(p;, k)
= ﬁi) ? = 1, 2, eeey 8y

f(f(f(Pn 9); h), 9_1) = 0;=>f(Psy 9 hg) = p;=>9 'hg = e=>h = e.

Die letzte zeigt, dass H(P,, Ps, ..., P;) = {€} ist und somit der Hilfs-~
satz bewiesen wurde.

§ 2. Orientierbarkeit s-ter Ordnung. Da M, eine invariante Unter-
menge von (1.5) ist, kann man das folgende Teilobjekt,

2.1) (M,, @, F,), F,:=f|Mx8&,

bilden (vgl. [1], S. 276, § 5). Mit Hilfe von (2.1) definieren wir Orientier-
barkeit der Geometrie '(1.1), bzw. des Raumes M. Zuerst muss aber der
Begriff der invarianten Zerlegung eigenfiihrt werden (vgl. [37).

Es sei
(2.2) (M, &, F)

irgend ein Objekt der Geometrie (1.1).

DeFINITION 2.2. Eine Invariante Zerlegung des Objektes (2.2) ist.
jede Familie {},, aeA} der Untermengen I, von IR, welche die nach-
stehenden Bedingungen erfiillt:

(2.3) m = UM,

aed

(2.4)" Va, fBed, a # 8, MM, N mﬂ #09,
(2.5) VacA, Vo,0eM,, Vged, Whed derart, dad

F(Clov g, F(?’ g)e m‘ﬁ“

DerinirIoN 2.3, Die Geometrie (1.1) bzw. der Raum M wird s-ter-
Ordnung orientierbar genannt, wenn es eine invariante Zerlegung des:
Objektes (2.1) gibt, die nur aus zwei Untermengen M; und IM; besteht.
Jede der Mengen M bzw. M, nennen wir Orientierung s-ter Ordnung:
der Geometrie (1.1) (des Raumes M). Die Geometrie mit ausgezeichneter-
Orientierung heisst orientiert.
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Im allgemeinen ist es nicht leicht zu zeigen, dass eine gegebene Geo-
metrie orientierbar ist. Deshalb geben wir unten zwei notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Orientierbarkeit. Die erste stellt eine
vertragliche Aquivalenzrelation (vgl. [1], S. 273, Definition 6.1 bzw. [4])
und die zweite — eine Komitante dar. Wir geben nun die Definitionen
der vertriglichen Aquivalenzrelation und der Komitante.

DerINITION 2.4, Eine in M definierte Relation w heisst mit (2.2)
vertraglich, wenn sie die Implikation

(2.6) wywe M, wwo=Vge&, F(o,gwF(o,g)

erfiillt.

Die vertriglichen Aquivalenzrelationen haben die folgende Eigen-
schaft:

HILFSSATZ 2.1. Jede mit einem Objekt vertrdgliche Aquivalenzrela-
tion bestimmi eine invarianie Zerlegung der Faser dieses Objektes und umge-
kehrt. Die Untermengen dzeser Zerlegung sind Aquivalenzklassen hin-
sichtlich der Relation.

Aus diesem Hilfssatz folgt sofort die Bedingung fiir die s-Orientier-
barkeit.

SATZ 2.1. Die Geometrie (1.1) ist dann und nur dann s-orientierbar,
wenn es eine mit (2.1) vertrigliche Aquivalenzrelation gibt, die der Bedingung

(2.7) (wwo)A(owo) >owo
12 2 3 1 3

geniigt (Strich bedeutet die Verneinung des Satzes).

Die Bedingung (2.7) ist dann und nur dann erfiillt, wenn w genau
zwei Aquivalenzklassen hat.

Um eine weitere Bedingung fiir die Orientierbarkeit darzustellen,
filhren wir den Begriff der Komitante ein (vgl. [1], S. 274, § 4).

DEeFINITION 2.5. Ein Objekt (N, G, F,) heisst Komitante des Objek-
tes (2.2), wenn es eine Surjektion h: M—>N gibt, die der Bedingung
Voe M, Vg, Fy(h(w), g) = h{F(w, g)) geniigt. Unter den Komitanten
und den vertriiglichen Aquivalenzrelationen gilt ein enger Zusammenhang.
Er ist im nachstehenden Hilfssatz dargestellt.

HILFSSATZ 2.2. Jede Komitante des Objektes (2.2) bestimmi eine mit
(2.2) vertragliche Aquivalenzrelation w und umgekehrt. Die Aquivalenzre-
lation w hat die Form

(2.8) we M, we M, oé)mtf¢h(g)) = h(c;)).

Aus dem Hilfssatz (2.2) ergibt sich
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Sarz 2.2. Die Geomelrie (1.1) ist dann und nur dann s-orientierbar,
wenn es eine Komilante des Objekies (2.1) gibt derart, dass ihre Faser genau
zwei verschiedene FElemente besitzt.

§ 3. Affine Geometrie. Im folgenden werden die Betrachtungen des
vorigen Paragraphen fir die Untersuchung der Orientierbarkeit der affi-
nen und projektiven Geometrie angewandt.

Gemiss der in [2] gegebenen Definition ist die reelle n-dimensionale
affine Geometrie ein Tripel

(3.1) (R”’ GA(n, R)yf)’

Mm @ o (n)
wo R" = RXREXRX ... XR (n-faches Kartesisches Produkt der reellen

Zahlen R) ist. GA(n, R) ist die n-dimensionale affine Gruppe, d.h. die
Menge
GA(n,R) = {(A,a): AeGL(n, R), acR"}

mit der Verkniipfung “o”
(B, b)o(4,a) =(B-A, Ba+b).
Die Wirkung f der Gruppe GA(n, R) auf R" hat die Form
flz,A,a): = A-z+a.

In der Geometrie (3.1) existieren Repers (n 4 1)-ter Ordnung. Diese
sind die Folgen von (»-+1)-Punkten

(3.2) Loy Byyeeey &,
mit der Eigenschaft
(3.3) Det(uy, tgy ..., u,) =0, wu;=x;—x, t=1,2,...,n.

Die Menge aller (n+1)-Repers bildet die Faser IM,,, des Objektes
(3.4) (Smn“r GA(n, R)rfn+’1)'

Da es eine biskalare Komitante des Objektes (3.4) gibt und zwar
¢ = sgnDet(u,, ..., u,), die nur zwei Werte +1 und —1 hat, ist die
Geometrie (3.1), gemiss des Satzes 2.2 (n 4 1)-orientierbar. Die Orien-
tierung und die entsprechende Agquivalenzrelation w sind folgender-
massen definiert:

Wiy = {(@oy @1y oo ey Tp)e My, sgnDeti(uy, ..., u,) = 1},
Mer = {(@; D1y---, By)e M, 11, 8gnDet(uy, ..., u,) = —1}r
(Yor Y1y -3 Yn) e Wiy (o, 21y -0y Tp) e My

(Yos Y1y ooy Yn) W (Tpy yy ooy T,) <> SEDDL(Y) — Yoy oovy Yn—Yo)
= sgnDet (2, — Ty, ..., T, — Tp).-
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Fiir 8 < n+ 1 ist die Geometrie nicht s-orientierbar, weil keine Repers
s-ter Ordnung fiir s < » -+ 1 existieren.

§ 4. Projektive Geometrie. Im folgenden wird gezeigt, dass die reelle
projektive Geometrie ungerader Dimension (n - 2)-orientierbar ist. Wir
werden uns der Definition des projektiven Raumes bedienen, die in [2}
gegeben ist. Wir wiederholen die Definition.

Es sei

R;H-l = Rn+1_{(09 seey 0)}

das (n+1)-fache Kartesische Produkt von R ohne des Nullpunktes.
In R2*! definieren wir die folgende Aquivalenzrelation wy: < R2*, ye REH!,
ywer<>JAeR, y = Az,

Mit P™ wird die Menge der Aquivalenzklassen hinsichtlich der Rela-
tion w, bezeichnet, '

.Pn: = R2+1/m0'

Da w, eine mit dem Objekt (R*',GL(n+1, R),f), f(x, A): = Az,
vertriigliche Aquivalenzrelation ist, kann man das Faktorobjekt

a

(P", GL(n+1, R),f), f([@], 4): = [Aa],

bilden ([1], S. 276, § 6). Die Wirkung f ist aber nicht effektiv. Um diese
durch eine effektive zu ersetzen, nehmen wir die Gruppe H, = {4 ¢GL(n+1,
R): Vaze Ry, [Az] = [#]} und bilden die Faktorgruppe

(4.1) Goy(n+1, R): =GL(n+1, R)/H,
(vgl. [1], S. 272).

DEeFINITION. Die n-dimensionale projective Geometrie ist das Tripel
(4.2) (Pn’ Go(n+1’R)7fo)’

wobei die Wirkung f, von (4.1) auf P” durch die Formel f,([2], [4]): = [4x]
erklart ist.

Es sei
(4.5) (Poy P1s eves Poy1) = (Pa)y @ =0,1,...,n+1,

eine Folge der (n+2)-Punkten von P". Die Repers (n-+ 2)-ter Ordnung
sind durch die folgende Eigenschaft gekennzeichnet.

HILFssATZ 4.1. Die Folge (4.3) bildet dann und nur dann ein Reper
(n+2)-ter Ordnung in (4.2), wenn der Rang der Matrix (p') gleich n -1 ist:

(4.4) Rang(p,) =n+1,

wobei (pi) zum p, gehoren.
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Mit P, , bezeichnen wir die Menge aller Repers (n - 2)-ter Ordnung.
P, ., ist eine invariante Untermenge des Produktobjektes (Hilfssatz 1.1)

(4.5) ((P™)**%, Go(n+1, B), fo*?).
Man kann also ein Teilobjekt

(4.8) (Payzy Go(n+1, R), Fi),  Fo: =i lp , oynenr

bilden. Im § b wird gezeigt werden, dass es fiir ungerades » eine biskalare
Komitante von (4.6) gibt, die nur zwei Werte +1 und —1 annimmt.
Aus dem Satz 2.2 erhalten wir

SATz 4.1. Die projektive Geomeirie ungerader Dimension ist (n+ 2)-
-ter Ordnung orientierbar.

§ 5. Konstruktion einer Komitante. Wir nehmen an, dass n eine
ungerade Zahl ist und wir werden zeigen, dass das Objekt (4.6) eine nicht
triviale Komitante besitzt. Diese kann auf folgende Weise konstruiert
werden.

Aus den Punkten p,, p;, ..., P, der Folge (4.3) wihlen wir n Punkte
aus. -Die ausgewihlten Punkte werden mit

(5.1) Payy Pagy o3 Payy 1< ai<a,<...<a,s<n+1,

bezeichnet. Unter den Indizes 1,2,...,n+1 gibt es genau einen, der
in der Folge ay, ay, ..., a, nicht auftritt. Dieser wird mit B bezeichnet.
Fiir die Punkte (56.1) bilden wir n» +1 Determinanten, die mit Hilfe des
Ricci Symbols folgendermassen dargestellt werden:

(5.2) ¢ =8¢lf2...iﬂ¢P211---P:.',',, Bytiytay eyl t =1,2,...,n+1.
Durch Uberschiebung mit p} erhalten wir aus (5.2)
(5.3) %: = 4 P-

Fiur jedes g =1,2,...,n+1 ist (5.3) gleich der Determinante, die
aus diesen Spalten der Matrix (p%) gebildet ist, welche den Punkten
Pays Pags +++yPa,y Po entsprechen. Wegen (4.4) muss (5.3) fir jedes p
von Null verschieden sein. Man kann also die Zahlen

(5.4) of: = ¢f/g,
bestimmen.

Die Funktion
(5.5) 0(Poy P1y ++vy Puy1): = SgnDet(a{g)

AY

bestimmt eben die gesuchte Komitante, welche zum Beweis des Satzes 4.1
notwendig ist. Sie stellt gleichzeitig das am Ende der Einleitung erwahnte
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Objekt dar. Um das zu beweisen, miissen wir zeigen, dass (5.5) die drei
folgenden Eigenschaften hat:

(5.6) o ist auf den Punkten (5.1) definiert,
(b.7) g ist auf P, , von Null verschieden,
(5.8) ¢ hat die nachstehende Transformationsformel

o' = 0(Pgy Pry -++y Pns1) =sg0J (4d)o, J(4) = Detd.

Da n ungerade ist, dndert sich sgnJ(A) nicht, wenn wir A durch o4
fiir beliebiges ¢ # 0 ersetzen. Die Transformationsformel (5.8) ist also
auf den Elementen [A]eGy(n+1, R) definiert.

Um (5.6) zu beweisen, nehmen wir an, dass p% zu p, gehért. Dann
gilt die Relation p: = 1,p%. Aus (5.2), (5.3) und (5.4) erhalten wir die
Beziehungen:

AR SN Y A S Wy Y B TR A Pl
Daraus folgt
0(Doy -y Pny1) = sgnDet (15  wf) = sgni; " 'Det ! = sgnDet wf
= 0(Pos +++1 Pns1)>

welche zeigt, dass (5.5) sich nicht #ndert, wenn wir p. durch eine andere
Zahlenfolge 7% aus derselben Aquivalenzklasse p, ersetzen. Die Eigen-
schaft (5.6) ist also bewiesen.

Zum indirekten Beweis von (5.7) sei vorausgesetzt, dass ¢ = 0 ist.
Daraus wiirde folgen, dass Det(gf) = 0 ist. Die Zeilen der Determinante
Det (g?) miissen linear abhingig sein. Es gibt also Zahlen ¥y, Y2, ...y Yni1s
die den Bedingungen

n+1

(5.9) ve =0, DIyl >0

Al

geniigen. Eine der Zahlen y;, 8 =1,2,...,7n41 muss von Null ver-
schieden sein. Es sei

(5.10) 1 # 0.

(In den anderen Féi.llep ist der Beweis ganz analog). Durch Uber-
schiebung von (5.9) mit p; erhalten wir

(5.11) vegipi = 0.

Da ¢/ p! fiir § = 2, 8, ..., n -1, auf Grund von (5.2), die Werte der Deter-
minanten darstellen, in denen zwei Spalten gleich p! sind, d.h. man muB
sie entfernen,

(5.12) ¢pi =0, p=2,3,...,n+1.
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Der Ausdruck q}p! ist eine Unterdeterminate (n -+ 1)-ter Ordnung
der Matrix (pf). Er ist also wegen (4.4) von Null verschieden

(5.13) gipi # 0.
Aus (5.10), (5.12) und (5.13) erhalten wir die Ungleichung

V1@ip1 = vp9fp1 # 0,
welche der Relation (5.11) widerspricht. (5.6) muss also von Null ver-
schieden sein.

Jetzt soll die Transformationsforme! (5.8) fiir die Funktion (5.5)
abgeleitet werden. Es sei 4 = (4}) ein beliebiges Element der Aqui-
valenzklasse [A] von Go(n+1,R). Wir bezeichnen mit p, = [4} pi]
das Bild von p, bei der Transformation, die dem Element [ 4] entspricht.
Die Symbole ¢¢, ¢¢, / haben nach dieser Transformation die folgenden
Formen '¢) = Jq5, ¢¢ = ALJqf, of = 4} of. »

Der Wert der Funktion ¢ fiir die Bilder p, der Punkte p, kann fol-
gendermassen dargestellt werden:

G(Dhyy vy Poyy) = sgnDet(wf) = sgnd~'Detw? = sgnd -sgnDet o’
=s8gnd -o.

Die Funktion (5.5) hat also die Transformationformel (5.8) erfiillt,
w.z.b.w.
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