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Comportement local des fonctions
a série de Fourier lacunaire

par
Mrowmn BruNsAw (Le Belvedere, Tunis)

En hommage ou professeur A. Zygmund

La propriété 1a plus rvemarquable des fonctions & série de Fourier
lacunaire est qu’il suffit de connaftre leur comportement au voisinage
de Porigine pour en déduire leur comportement au voisinage de chaque
point. Mais si on s’interesse non plus & leur ,nature”, mais plus précisé-
ment & leur ,,allure”, il est néeessaire, pour cobtenir une propriété de cet
ordre, d’adjoindre & la notion de ,lacunarité” celle ,,d’équilibre”.

I. Séries de Fourier lacunaires et équilibrées. _
(a) Suites équilibrées. T désigne le tore R/Z identifié a [, i[.
{-} est la partie fractionnaire. Une suite (u,) de nombres réels strictemens
positifs, tendant vers -+ oo, est dite équilibrée si, pour presque tout 0o <1,
la suite & valeurs dans TV
{1) —({pty @}y {ftn4a1 %}y -0 (b e}y )

admet 0 pour valeur @’adhérence; par ailleurs elle est dite lacunaire st

(2) inf L2415 1
neN fhy,
et & rapports bornds si *
(2/) Sup uu'n,-il < —|-OO.
neWN [y '

Pour toul nombre réel 6> 1, la suite (6%) est équilibrée (voir (63, En

revanche il existe des suites lacunaires et & rapports Dhornés gui ne sont

pas Gauilibrées; ’est ainsi le cas de la suite (2™ 41).
() Fonetions & série de Fourier équilibrée. Une fonetion
f: TR, admettant un développement en série de Fourier
. Cdea . '
2 (5,008 27005, @ + B §in D7y, )

fe=0
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est dite & série de Fourier lacunaive (vesp. éguilibrée) si la suite (n;) ot
lacunaire (resp. équilibrée).

(¢) Comportement local des founections et équilibre. Soit
Jf: T—Rune tonction lipschitzienne d’ordre a (0 < ¢ < 1), telle que Flo) = 0.
En tont point s T

(3)
Nous dirons que la fonction f o ,,méme allure” an point & gu’l Povigine
pour exprimer que, paur foub & = 0, il existe un nolbre 0 < i =2 1 tel que

(4) [f (@ 1) —f (@) — f(R)] < en’

Notre but est de prouver que si la fonetion f est 4 série de Fouvier lacunaire
et équilibrée, elle a- en presqué tout point mméme allnre” qu’d Porigine
et que d'une cerfaine facon la notion @équilibve est ici i la fols"néeegsaire
et saffisante. Nous obtenons plus précisément: L
THBoRtME 1. Pour wne swite lacunaire @entiers naturels (i)
ditions suivantes soni équivalentes. :
’ (e} La suile (n,) esi équilibrée ou nest pas & rapports bornés,
(B) B presque tout point weT, pour foute Jonotion f: T->R, Tipschi-
taienne dordre a (0 < o < 1), ayant un développement en série de Fowrier,
de la forme

&)

[f{a+T) —flar) — ()| = O(R")

(h—0).

(| =5 ).

les con-

+
) = Z apsin2rne (we T,
=l

il em-isté, quel que sofl ¢ > 0, un nombre 0 <y <1 tel que
F@+0) ~Fl@) —FW) <o (] < 7).

. Pouxr établir le théoréme 1 nous allons montrer que 'alinze d'une
fonction f en un point donné @ge T est 1ié & un probléme d’approximation.

II. Approximation par une suite e

(a) Buites A(w)-A = (4,) désigne yme suite strietoment croissanie
de nombres réels tels que Ap = 0,
{6) Iim 4, =
ks boo

Limy (A A, ) = ¢,

k-w oo

+ 00,
A tous point & de T == [0, 1 est associde Punique suite croissante d'indices
() vérifiant
(7) ’

y

Ay etn—1< Aot

(ne N).

On désigne alors par A{®) Ta gnite, & valeurs dans r,

(8) (ne N).

Akn”“l - lkn
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Comme nous Pavons prouvé dans [4], étant donnéde une suite A, pour
presyue tout we¥, Ia wuitie <{e) est dense.
() Buites Ay, . Onpent envonler 17 nne xuite A = (1) swrle tore,
B ) . oo . . s ey . .
en le comwiddrant ,,modulo 17, Blle déerit alors wne infinité de ,spires”

(9) 8, wx f A1) g Ay n} {ne N).

On dit alors que T est o suite de w-idine spire s,.

ltant donnde nne suite (g,) de nombres réels strietement positifs,
fendant vers - oo, on designe par . 'w,,) Ey suite o1 dont 1a n-itme spive est
(e N,

(10) e i [ ] ]

oll, pour tout Ze R, [A] = 4 --{i} est la partie entitre de A _

Ttant données deux suites (4,), (4,) dans T, convenons de poser
(Ay) ~{A0) Wil existe nye N el que A, = 4, (%3 n,y). De facon évidente
pour toute suite (4,) de nombres réels, strictement positifs, convergeant
Vers oo
(11)

(¢} Points trés bien approchés. Un point xeT est dit frés bien
approché par une suite oL «i, pour tout 2 > 0, et tout entier 7e N, il existe
un indice #, ticl que, pour tous les termes de la suite A(g) dindice n, < &
gk, In distance f Vorigine soit infévienre & s

Il vésulte de (L1) gun’une suife (u,) est équilibrée si et senlement i
presque fout point @ de T est trés bien approché par la suite A (m,)-

Ay (@)~ ugaly  (weT™)

III. Comportement local des fonctions et poimts trés bien apprechés.
Des remarques précédentes, il ressort que le théoréme 1 est une consé-
quence des denx résulfings suivants. '

Tuhowive 2, Btant downde wne fonetion f: TR lipschilzienne dordre
o (0 <a-<<1), & sbric de Fourier lacunaire ‘

oo .
Flay = 2 apsin2mie  (weT),
e )

poter towk point ay, T trés bien approché par la swite Ay, 5, o existe, quel que
s0it & > 0, wn wombre O <y L tol que
|F (g By = F ) =R <5 e (1] ).
Tumorbme 3. Ftant donnés wne suito lagunaire dentiers nalurels (ng)
et un poind wyel, les conditions suivendes sont bqiivalentes. _
) 4 ko . ¥ e 77 "
(@) g est trés Dien approché pav lo suite () ow la swite (ng) n'est

pas & rapports bornds. _
(8) Powr toute fonction f:T-»R lUipsehitienne @ordre a (0 < a<1),
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ayamt wn développement en série de Fourier de la forme (3), 41 saigle, gquel
gue soit &> 0, un nombre 0 < < 1 tel que

(0 +B) —F(2o) —F(R) < e (1] < 7).

Naturellement le théoréme 2 est un corollaire du théoréme 3. Toute-
fois du point de vne méthodologigue il novs semble prétérable de donner
de ces deux vésultats des démonstrations séparées.

IV. Démonstration du théordme 2. Soient wne fonction lipsehitzienng
dlordre o (0 < a< 1), & série de Fourier lacunaire

+oo '
fle) = Z wesin2mmgm  (weT),
]
et un point zyc T trés bien approché par la suite A(m—)‘ Donnong nous
un aembre & > 0. Nous voulons prouver existence d’un nombre 0 < R
tel gue l'on ait {4). ‘
Il existe deux constantes réelles e > 0, 1> 1, pour lesquelles

(12) Mgy 2 My, ol S eng® (ke N).
Choisissons alors un entier 1> 1 tel que
(13) 127eil =W g (A1), 96a 0D  p(A% - 1),

puis un nombre s > 0 pour lequel

(14) 2drles; " < .

I*]l désigne ia distance d Pentier Je plus proche d’un nomhbre réel. Lé point
#, ctant tres bien approché par la suite Agyys 1 existe un indice kge N
pour lequel _ :

0

&
(15) Iraoll € 52 (gL B Ty D).

Dans ces conditions, nous allons &tabliv quoe le nomine .

: : 1

(16) .
‘ W,

convient. Posons
fegl

- hl .

(A7) file) = 2, apsin2mng s,  fy(m) = thy, S0 21em

e (} |7€—Iﬂ0]<z

(18) - fo =F—(fi+1s).
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Pour tout ze T, tout nombre & et tout indice ke N -
| Wi Zronmy, (0 4 h) — sin 2| < eng “27ny |Al;
done, si [Af <,

th = (| [¥in2mony (o + ) —sin 2oong, B
ext majoré par '
_ 2reeng, .
Or, quel gue soit k& < &y,
fn;‘;.y‘, - ”:ﬂ%z < e} 'n’lco %7:7;;1 — ;{7.1—;’(:”

sl bien que, pour k< k,,

e < 27\:(’2’1"!/;1‘:,_“771““77& g_zﬂcﬁ(l—u)(k~7c0),}?a.

On obfient donc, pour tout zeT ot tout nombre & inférieur & % en valeur

ahsolie,
Teg—1 kg1

falo+h) L)l € ) < Brog®a 68 BT j0-alectotd
k=0 k=0

27.5077"2(1_“)(1"1)
TR T

-+ 00
< BP0 3409

i=0

Afngi, 'compte tenu de (13), quels que solent # et h dans T, avec |h| << o
. .
fela A+ by —fi ()] é'—ﬁ—ﬁ .
En donnant & = les valeurs 0 et £, on prouve donc que

(19) [fu(#e 4 h) —Fu(@e) —F1{R)] < é n* o (b =<7).

Pour tout indice k= &,
my, = Aoy, = ATy =1,
done :
%,:ﬂ < )h““(’_f—"fu] 7?u_
I1 résulte alory de (12) que
log] << 2= Mgt (E 2 Tig);

done, d’apras (13),
. Fe Ahu(I—l)

(20) D) <o

Bkl

[4 £ a
TS g7
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On déduit de (20) que

(21) a1y ~falao) ~fs W < S (1)< ).

Il reste & majorer
(22) Lo (2 4 1) — fulao) —fo(R)],

pour || < #. Dbh]f’ll()llh par 4 Pensemble des indices & vérifiant

(23) IR‘ - k!}i < l eiJ ’”/]ﬂ 5{: E"’n‘h”
¢ par B Densemble dey indices % vérifiant
(24) =Tl <l ot s> gy,

Bi ked, quels que soient # et A dans T,
(25)

est majoré par

o5 |sin 2y, (2 ++ ) — sin 2rom, o)

2meng "k = 211:@%,1,7““7&1“";’1,“.
Alnsi, pour [k <9, (25) est majoré par
1 l—a
1—e [ o T—wx_ a
2mony (——) 7 g.masﬂ no.
W’Icﬂ

LEn choisissant o = 0 et # = a,, on prouve donc que, pour fed,

(26) @] 1510 270m, (4 -+ B) — 8in 2en, @ — sin 2w, b
est majoré par
(27 dreey ™"y 7,

Supposons maintenant ke B. On a

i @il < 89 {27;
done, pour tont & dans T,
(28)

a5t majoré par

lag |sin 27y, (g 4 B) ~ sin 2mom, b
8y Ol‘

B Y| << angt < 0sf Ny = es "y
s1 bien que (28) est majord par

(29) : B

Ainsi pour ke B, (26) est toujours majoré par (2
tenu de (14), '
(30)

%

7). En délinitive, compte

Fa(@o+R) = fa (20} — f2 (h)| < 8nloel—"
II résulte alors de (19), (21) et (30) que la condition (4) est réalisée.

* g ey
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V. Démonstration du théoréme 3. On se donne une suite lsetmaire
Aentiers naturels (ry) of wn point wee T. Le fait que (o) implque ( ) ré-
sulte alsdment du théordine 2. Supposons done que la condition (=) nlext
pas véalisde; antrement dit que la suife () est b rapports bornés et que
le point @, nlest pas tres bien approchdé par 1o suite zl(ﬂ Nous allons,
dans ces conditions, prouver que 1o condition (B) n’est pas réalisde, en
nous lindbant powr cela 4 une fonetion

0o
Fl) e J_}J apsindrn e
fgeal)

{we T

dun typo pastivelier,
Ly snite (s2,) dtant Incunaire o & rapports bornds il existe denx con-
stantes 1 < 1< g =2 oo pour lesquelles

31y Ay, -

Le point @y nlest pas frés bion approché par la snite Agyy- 11 existe done
nn enfier &z 1, quil est loisible de choisir arbite airement grand, et un
natithre 90) 0 tels que, pouar tout entier &= (), il L\Jhte Al MO -un
indiee 5§ =3 k- 1/2 véritiang

:; w’];-p |-l :‘_ M?’f:'va (k 2 O) N

1 con 2y i, 22 3y,
Jig o= Wy

T existe ainsi nne sous-soite m, == o, (&3 0) de (1) vorifiant
{ Ty 12,

{32) P s mg,, o wtmg (132 0),
pour laguelle j
(33) 1—cos2mm;a, 2= 3¢, (422 0).

Choisissons pour f la fonction du type {B) définie par

bl

W’ﬁ‘
0 sinen.

sl ko= &y pour un indice ¢ >0,
(34) @y = |

Nous devons prouver que la condifion (8) nest pas virifide. Or, il nous
suttit por cela do montrer gne, pour un ¢hoix convenable de I, on pewt
détermines des nombres #2206l g, = 0 tels que

sup oy f (o

(35) FURY o~ (g 4- 1)
B-fesimy

Avee I sntfisannnent grand, nous allons voir qu'il en est hien ainsi powr

B (0<y ).

. &g &y 7
(36) Hy = ‘)%m R

Pogons, pour foul indice 4z 0,

(37)
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On constate aisément que, eu étant fixé, il ,suffat de choisir T agsez grand
pour que, quel que soit ¢ = 0,

(38) O; == |F (i) +-F (@0} —f (g + R} | + 83
80it minoré par
ey ® [sin 2romg by -+ sin 2wm; 8, — sin 27omy (2 + 1),
soit par
(39) . my " [sing, + sin 27em,; @y — sin (2em, o, + &) 1.

On se donne maintenant un entier ! ainsi choisi. Nofons que
(4:0) siney = g1 —3) = &o(1 — &)

et qu’il exw‘ae, quel que soit 4> 0, un nombre 0 < E < g, pour lequel
(41) sin (2rm, oz, + &)

Dfaprés (40) et (41

—8in2mm,m, = ancos(2vrm5mﬂ—{— £
)y (39) est minoré par
m;“e(1 — CoS 2mm, i, — 2e,),

done, compte tenu de (33), par m;
tout indice 7 = 0,

. , . ;
g5- Nous avons ainsi établi que pour

e —a
8, = mis = |—) &
0 E
: ¢ . 275;’?;1 &

50it
(42) 0,2 2°n"e) "R = & hl.

Considérons maintenant les nombres %, > 0 et &> 0 définis par {36):
puis choisissons arbitrairement 0 < 4 < 7y, S0it ¢ 21 'indice wunigue
pour lequel _
- (43) . hy <9 < By
On déduit de (32) et (37) que
. &
L P )i ol-‘
i1 Dremg, .‘an1
done gne '
. i iy u™h =
On déduit’ alors de (42) que
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done, d’apres (38), que
(44) L Cha) -+ f () —f (g 4 Rg) | 2= 8.
Puisque 0 hy S’ﬁ, ceci achéve de prouver (35).

ProBriME. Etant donnés une suite d'entiers naturels (my), lacanaive,
A rapports bornés, et un nombre 0 < o< 1 tels que la fonction

4o
Jlm) = Zﬂ,;“ sin2mnge (weT)

=0
ait, en presque tout point, ,,méme allure” qu’a ’origine, peut-on conclure
que la suite (n) est équilibrée?
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