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Filtration de E*/K* et ramification sanvage
par

Tuwone NGUYEN-QUANG-Do (Paris)

Si & est un corps local de caractéristique 0, de caractéristique rési-
duelle p # 0, le groupe multiplicatif k*/k*? est filtré de fagon mnaturelle
par les sous-groupes ULE™?[E* (sections 1 et 2). L’objet principal de et
article est d’étudier comment cette filtration se transforme dans ume
extension galoisienne X /&, plus précisément via I’homomorphisme naturel #:
K*[5*? K" [K*? {section 3): la fagon dont » transforme la fonetion d’ordre
de la filtration est décrite par une fonction Sy, attachée & la fonction
classique yyy, eb jouissant de propriétés analogues. Dans la section 4,
nous appliquons les résultats obtenus & la construetion de p-exfensions
cycligues de & ayant des nombres de ramification donnés.

0. Notations générales. Dang toute 1a suite, sauf mention expresse
du contraire, nous entendrons par ,,corps local” &, un corps & qui est
complet pour une valuation discréte, qui est de caractéristique 0, et dont
le corps vésidnel % est parfait, de caractéristique p = 0.

Nous noterons ordy, la valuation additive normalisée de %, ie. telle
que ord, b = ZU{cc}.

Nous poserons e, = ord,p et e, = e,/(p—1) (c’est un entier si &
contient les racines p-idmes de unité). Pour tout ze k¥, il nera commode
de noter: d,(#) = ord, (1 —z).

Comme d’hmbltude, nous infroduisons les g:wupes multiplicatifs:

Uy = UY == {me k*; ord;m = 0},

I {me k%5 dylm) >@} pour tout entier m%:_i_

Bnfin, pour tout entier 43 0, neus noterons Uy = UL/Upt. On sait
que T} = &* (groupe multiplicatif de &) et que, pour tout entier 4> 1,
Ui est isomorphe au groupe additif de & (de fagon non canonique, par
le choix d'une uniformisante).

Dans Ia suite, lorsqu’il n’y aura pas d’ambignité possible, on sous-
alx), ¢, 6', etc... an lien de
ordy,(x), le:(m): G 3;;:7. ete.... .

2 — Acta Arithmetica XXX.4



324 T. Nguyen-Quang-Do

1. La fompetion ,,Défaut”. Suivant [6], introduisons la motion de
défant d’un élément de k* de la facon suivante:

1.1. DewFmNITION. Pour tout ek, on pose: défaut de o = def, (@)
= supdy(y), pour ¥« zk"?.

On éerira def(x) au lieu de def,(x) 8 1’y & pas de confasion possible.

Notre but dans cefte section va étre de déterminer I’ensemble des
valenrs prises sur k" par la fonction def, (le vésultat final figure dans [6],
mais avec une erreur),

L’outil principal sera le théordme bien connu suivant:

1.2, Tmorive. Soit 1: E*—k* Phomomorphisme & élévation & o
puissance p-idme, défini par A (1) = z?. Alors:

(i) Pour towt emier m >0, A(U™) c UF™ g (7™
o P{m) == min(pm, m+ e);

(i) 4 indudt par passage wu quotient, um isomorphisme 1, =AT°—T°;

(iil) Pour tout entier m > 1, 1 induit, por passage aw guotiont, un
homomorphisme A,: U™—TE0W tel gue, st Von identifie U™ et TFM § %
par lo choie d'une wniformisante @ de i, A, est défini par:

(@) 81 m <€, 4,(@) = @°. Dans ce cas A, est un isomorphisme.

(b) 8t m>¢, 4,(8) = 4G, ok A désigne Pimage dans & de plod.
Dans ce cas, %, est un isomorphisme.

() 8i m = ¢, 2,,(8) =@+ A6. Dans eo cas, Kerld, est Uimage du
groupe des racines p-ibmes de DPumité contenues dans k, et A, est surfectif
si & est algébriguement clos.

Démonstration. Standard (cf. par ewmple [2], § 15).

- Nous allons maintenant établir les propriétés de la fonction »défaut”
dans une série de lemmes:

UP(de’

L.3. Levme. (a) Pour fout e k¥, on a: 0< def (s ) < + o0, aveo def({x)
= oo si et seulement si wek*, ot def(x) = 0 si et seulement i ord (%)
- % 0 (mod p). .

(b) Pour tous @, ye k" tels que oy« k™, on a: det(m) = def(y).

Démomnstration. Cest clair, d’aprés la définition de la fonction def.

14. Lmmye. Tout we k* et tel que orda = 0 (mod p) est congry multi-
plicativement mod k™ & wn &ément y de U tel gue d(y) = m, avec soil
m = pe’, soit 0 <<m < pe’ et {m,p) = 1.

Démonstration.” Cela résulte immédiatement du théoréme 1.2.

1.5. Lumwe. 8o0it ye U et soit m= d{y). Alors:

(a) 8 0 <m < pe’ et (m,p) =1, def(y) = m.

(b} i m = pe', del(y) =6’ ou 4 oo

(e) 8t m > pe, def(y) = +o0
' Démonstration. (a) Puisque 1 est une puissance p-ieine, on a tou-
Jours def(y) = d{y) = m. Supposons que def(y) > m: cela signifierait
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qu'il exigte z¢ ¥ t.q. d(y2") = m-+1, eb cela impliquerait que d(2"} = d(y),
soit, puisque m < pe’, que m = pd{z), ce qui est contraire & I’hypothése.

(h) 8i m = pe’ eb si y n'est pas congrn modk™ 4 un élément de
Uz +!, def(y) = pe’. Sinon, on tombe dans le cas (¢).

{e) 8i m > pe, il résulte du théordme 1.2 que ye&'?, donc def(y)
= - 00. B

Les lemmes 1.3, 1.4 ef 1.5 mis ensemble donnent immédiatement
le théoréme snivant:

1.6. TERoREME. Soit D{k) Vensemble des entiers m tels gue 0 << m < pey,
t(myp) =1 8i m %0 et m # pey,. Alors defy (k%) < D{k)yU{- oo}
2. Fileration de £*/&"?

2.1. Désignons par I, le groupe multiplicatif k*/k*™. 81 Be IY, def,(x)
ne dépend pag du choix du représentant » de ¥ dans k*. Posons def,(7)
= def,(x). Pour tout entier m >0, posons Iy = {Tely, def (@)= m}.
11 est clair que I est un sous-groupe de I, et que la famille des [y munit I,
d*une filtration dont la fonetion d’ordre est def;. De plus, on a Iy =TI,
et I = {1} si m > pe,. Les sauts de la filtration (i.e. les entiers m tels
que I = I'tt sont melm dans Pensemble D (%) (théoréme 1.6). Pour
tout entier m 2z 0, posons = M+ Nous sous-entendrons Pindice &
8l n’y a pas de confusion posmble

2.2. TantoriME. (i) Seit Te I'® ol soit & un représentant de & dams I*.
La classe modulo p de ord(z) ne dépend pas du choiz de x, et défmzt Do
passage aw quotient un isomorphisme uo de I sur Z[pZ.

(i) Soit me D(k) et tel que m %0 ef m = pe'. Soit Te I'™ et soit @
wn représentant de T dams K tel que d(w) = def(ZF). Alors la classe de w
modulo U™ ne dépend pas du choizv de x, et définit par passage ou quotient
wn isomorphisme w, de I'™ sur, U™

(m} 8i ¢ est un enticr, soit @ une uniformisante de k el sodt 4 la classe
de pjw® dans k. Soit 1, Vhomomorphisme du groupe: additif de & dens lui-
méme défini par A,.(@) = @°+ AG. Soit Te I ot s0it @ = 1Lba um
représentant de % dans UP. Lo classe de Pimage b de b dans &, modulo Imﬂ,, ,
ne dépend pas du choiz de x et définit un asomorpkwme de. TP = I guy
Coker .. Si % est algébriquement clos, I'™* = {1}. '

Demonatratlon (i) est immédiat.

(ii). Soit me D(k)—{0, pe'} et soit @e I™. T1 résulte des propnétéq
de la fonction dcfzmt qulil exigbe un représentant @ de ¥ dans k¥ tel que
d(w) = def (). Si def(Z) > m, la classe de & mod U™ est 1. 8i def(F) = m,
soit ¥ un autre représentant de ¥ dans E* tel que d(x) = def(z) = m.
Alors y est de la forme y = 22%, 2¢ %, dlot d(2") = m, et comme m < pé’,
on ne peut avoir d(2*) = m. Done les GI&SSGS de « et y mod, U™ comcldent
Le rebte de (ii) est évident.
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(iil). Soit Te ™ et g0it @ =1+ b@* un représentant de T dans [P
(ie. ordd = 0). Bi y est un autre représentant de # dans U, y est de
laforme y = @2?, z¢ k*, d’0lt d(2”) > pe’. On sait dans e eas (théoréme 1.2)
que 2 est de la forme ¢ = 1-}-¢a%, avec orde > 0 eb 2” =14 (c® + Ac)a®”
(mod UP*!), Cela montre que la classe de b mod Im4i, ne dépend pas
du choix de . On détinit ainsi un homomorphisme g, de [P = jo¢
dany Cokerl,. La surjectivité de w,, est évidente.

Montrons injectivité:

Soit # =1--b0™ tel que beTIm4,. Alors b est de la forme A,(c),
autrement dit, il existe 2 = 1+ ¢@%, orde > 0, tel que @ =& (mod [P+,

I en résulte que @ &P, ece qui montre l'injectivité de tpe . Liav fin
de D'assertion (iii) est évidente. = :

Remarque. Les isomorphismes définis dang (i) et (ii) sont cano-
nigues, alors gue celui de (iii) dépend du choix de l'uniformisante w.

3. Etude Phomomorphisme k*/%*?->K*/K*?,  vérifiant toujours les
conditions de la section 1, soit K une extension galoisienne de & De la
méme maniére que dans 2, le groupe I'y = K*/E*® est; filtré par la fon-
ction defz. L'injection naturelle ¥*—-K* définit, par passage an quotient,
un homomorphisme #g,: I~y (en abrégé: ») dont nous nous propo-
sons d’étudier Peffet sur la filtration des I I’étude étant trés simple
dans le cas ol Pextension est non ramifiée ou modérément rarifiée, nous
nous bornerons au cas sauvagement ramifié, i.e. an cas ol B /k est une
p-extension totalement ramifiée. Nous examinerons d’abord le cas oir
K [k est eyclique de degré p, puis nous poserons au cas général par ,,dévis-
sage’, ' .

3.1. Rappels et définitions. Soit K/k une extension galoisienne de
degré fini, de groupe de Galois @. Rappelons les faits suivants concernant
la ramificafion dams 'extension K[k (cf. par exemple [4], chap. 4)

3.1.1. Groupes de ramification. Pour tout oe@, on pose: igy(o)
:ini’ordx(o-(a:)mcb)—d ol x parcourt lanneau des entiers de K, On
pose G_; =G et pour tout entier ¢ > 0, Gy = {o¢@; igy(0) =2 i}, Les @Q;
sont des sous-groupes de @, appelés groupes de ramification en notation
inférieure, et munissent G d’une filtration décroissante dont la fonchion
d’ordre est ig,. Un entier ¢ tel que G == G,y sera appelé saut inférieur
de ramification de extension X /k.

Pour tout réel 1= 0, soit G, = &, ol ¢ est le plus petit entier > 4.

U
Pour tout réel >0, on pose ggu(u) = p(u) = J{(Gy: G @, et Yon
0

convient de prolonger g par p(u) = % siu < 0. La fonction ¢ et continue,
linéaire par morceaux, strictement croissante. Soit Y = 4 la fonction
réciproque. On définit la numérotation supérieure des groupes de ramifi-
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cation en posant 6° = Gy (v) pour tout » réel. Un réel » tel que G* = G+*
pour tout ¢ > 0 sera appelé sant smpérieur de ramification de Pextension
K [k. 8i Pextension K[k est abélienne, les sauts supérieurs sont des entiers
(théordme de Hasse—Arf).

3.1.2, La fonction dgy. Introduisons une fonction byy: R—-R
(en abrégé: §) en posant:

Opyr (1) = pex —pep(pe,—1),

11 vésulte des propriétés de la fomection Yrm que la fonetion Ogy, est
continue, strictement croissante et trangitive, i.e. telle que si M est une
sons-extension de K galoisienne sur &, on a: Oxy = Ogp © prp- Cest
la fonction § qui jouera le réle principal dans I'étude de I'homomorphizme 7.

Dang la suite, nous aurens souvent besoin du lemme technique sui-
vant:

3.1.3. LeMME. Soit K[k une extension galoisienne de degré fini, totale-
ment ramifide, de groupe de Galois G. Soil cel, o £ 1, ef 80if 8 = igy (o).
Soit f: K* —K" Papplication définie par f(z) = oxfx. Alors pour tout entier m,
AR = UF™ e pour tout entier m =0 (inod ), f définit par passage
aw quotient un isomorphisme f,, de Ug sur UF™ tel que, en identifiant U
et U™ & K par le choiz @une uniformisante = de K, f,, est donné par:

pour tout fe B.

o g
Jul@) = med, od  est Vimage dans K de (TT—- Ml)/rz“,
Démonstr‘ation. ‘(est un caleul standard de développements
limités {cf. par exemple [6], théoréme 22, p. 147). :

3.2, Cas o K/I est cyclique de degré p, totalement ramifiée., Dans
ee cas, en désignant par ¢ Iunique saut de ramification de K /%, on sait
que § < pey, avec s = pe;, si et sevlement si s = 0 (mod p} ([6], p. 144).

T fonetion 4 est alors définie par:

pt--ps—s B s+t < pey,
L+ pe, gl 841> pey.

3.2.1. ProrosrrIoN. Soit D(k) Uensemble défini dans 1.6. Adlors pour
tout me D(k), :

8(2) =

I < I'g™ o g(Ipthc I"}’ém)'!'l.

Nous démontrerons cette proposition un pen plus loin. Notons qu’elle
permet de définir, par passage au quotient, des homomorphismes #g;:
Ip—Ti™ (en abrégé: n™) pour tout me D(k). Remarquons que si me D(k),
é(m)e D(K) done, pour préciser ces homomorphismes, on pourra i_dent;ﬁer
(théordme 2.2) I't & Z/[pZ et I'? (vesp. I'¥™) & & (rvesp. & K =F) par le
choix d’une uniformisante @ de %k (resp. = de K) pour tout me D{(k)—
—{0, pes3. 11 vient: '
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3.2.2. ProrosTIoN. Svit K[k une extension cyclique de degré p, lotale-
ment ramifice, de groupe de Galois G. Soit = une uniformisonte de K ef soit
@ = N gy m une uniforinisante de k. Soit o un gmémtew de @ ot 801t 8 == igy(0)
Dunique saut de ramification de K[k. Soient A et & respectivement images

de p[7'E et (-ww- —1)/%‘? dans K = k. Alors:
- i

(i) 87 e, est un entier, nm;“: F]fe;‘—ﬂ‘f.:}f est um isomorphisme,

(il) %" Ip—>I% est trivial si s = 0 (modp), injectif si ¢ = 0 (mod p).
Dans ce dernier cas, Imy" est le sous-groupe de k cngendré por 1
(it} powr tout me D(k)—{0, pe):
{(2) 52 m+s<pey, g IP—>IE™ est un isomorphisme défini par

a”"l

7{E) = m @3

(b) si m 48> pey, n™: I8 st un isomorphisme défini par

(E) = —da,

() st s +-m = pey, 7™ TP st un homomorphisme, défini par .

yE) = — (1@ Aav),

Il est injectif si et seulement 55 % ne contient pas les racines p-idmes de Punité.
8i & contient les racines p-idmes de Dunité Kery™

et Cokern™ o2 B/P(k), ot P est le polynéme P(X) = X* —X.

Démonstration. Nous allons montrer simultanément les proposi-
tions 3.2.1 et 3.2.2. Pour alléger I’écriture, nous noferons » =14 ax™

au lieu de @ =1-+4an™(modU™") chaque foiz quwil n’y aura pas de
eonfusion possible. — '

(i) 8i 6, o5t un entier et si m = pe;. Alors d(m) = pey of il esb

. . ae; pe’, pe; e B .
clair que 7(I*) = ™. Comme I'y ¥ = I et 1'% = I'gX, Iappli-
. ey . Py .

nation 4 * n’est autre que la restriction de 5 & I, *. Avec le choix des

cniformisantes @ et w, il est claiv que p/@w® et p/a°E ont méme image
dans . k, donc les apphcatlon 2, introduites dans 2.2 (iii) coincident. Si

=14b@ k= =1+Bx E il est clair que les images bet BdebhoetB

da.gs k coincident. Il en résulte, d’aprés 2.2 (iil), que % ”k est un isomor- -

S oo e
phisme de I, * sur I'z X

est eyclique d'ordre p,
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(i) 8im = 0. Soit 1< I'} tel que def, (1) = 0. Alors 1 admet un repré-
sentant ek tel que ord, (1) =4, 0 <4< p. Dans K* on peat mettre A
sous la forme:

(1) 1=

avee AeK* e ordg(l) =i, et e Uk ot dg(X) = defx(d) = deig(A)
=1 > pm (éventuellement infini). Montrons que %0 = 6(0) = ps-—-s.
Comme &8(0) < pey, on peut supposer # < pey, d’ol # # 0 (mod p)
d’aprés 1.6. :

Appliguons ¢ & (1); il vient:

o2 \*
g (5]

pzlq,

i oA
Or d’apréslelemme 3.1.3, dx (fz—) = 5+, Dan autre coté, dg ( . 1)
1

aly

=§ et comme § < ey, = €x, dK( ) = ps. Il rézulte alors de (2) que

1
M-8 = ps soit @ = 6(0). Donc n(IY) = Y. Nous montrerom dang (i)
que .g(I}) < Y. Déterminons Thomomorphisme #'s I T30,

Revenons & la décomposition (1), ol % est supposé quelconque

— si & =20 (mod p): alors s = pe;, = ér. :

&1 m>peK, dele =1 > 6(0) et 1e Kery’

Si 1 < per alors m % 0 (mod. p), {2) entraine que ‘s = ps, et en
fait Pinégalité est stricte puisque 7 == 0 (mod p). Done A est encore dans
Kers®. Cela montre que 7° est trivial.

i \¥
— &1 & £ 0 (mod p): alors s < pe, = g &b dK'(———Al) = P8,
T

Si 7 > peg, (2) entrainerait que ps = s d'ol §{0) = ;peK- impos-
sible. Done 1 < per et m = 0 (mod p). Dans o6 a8, (2) donne: m = ps —
—g = 8(0), ce qui montre linjectivité de »°. Pour déterminer I'image
de 7", posons 1 = 1-|—lmm Diaprés le lemme 3.1.1, on a:

-E;:— = 1 +—ebmstin,
ohe L, . oA, v o
Or - e=14den® et d’aprés- 1.2, - = 144" AP
! o = ~l . ~ —
On a alors, d’aprés (2): ?ﬁéf?—l—’ii"e’f’ =0, soit puisque M = —3,
-t

b = i-—-, ce qui montre bien que I'image de 7 est le sous groupe de k
3

engendré par 7%
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(i) Si me D{E)—{0, per}. Soit Ac I'P tel que def,(A) = m, et soib
Xe U un représentant de 1 tel que dp,{A) = m. Dans K*, on peut éerirve:
(3) A =123
avee iye Up eb dg(h) =m, eb le Uk eb dp(i) = defe(l) = defy(4)
= m > pm (éventuellement infini). Montrons que = > §(m). Comme & (m)
' < pegr, on peut SuUpposer W < pex €t M % 0 (mod p). En appliguant
o 4 {3), on obtient:

_ 0‘11 .:JL
(4

D’aprés le lemme 3.1.3, de (%) =gs-+M et dp (2—11)= §+m
. . 1
— 81 §4+m < pe, = ép:
o, \¥ . ”
dx T =p(s+m) d’ot, d'aprds (4), s+m = ps-+pm, soit
. .
' M= pm+Pps —s = S(m);
- 81 §-bm > po, = s

oA, |\ ~
dK(/l ) =stmteg, Aol s4m =s+mtog,
- s

_ 80It M = m-eg = 6(m);
— 81 §+m = pe, = e

ol \? . - -
ag (71—1) >peg, ol s+m > p(s+m) et = (m).
T

Nous avons ainsi montré que #(I7) = I'¥™ pour tout me D (k) (en
tenant compte de (i) et (ii)). Comme & est une fonction strictement crois-
sante of 4(n) est entier si n est entier, on en déduit que p(IPH) o Jim+
pour tout me D(k).

Déterminons Vapplication #™: I'f--I'¥™ pour meD(k)— {0, pe).
Pour cela, revenons & la décomposmon (3}, out M 651] quelcongue.

(a) Si s+m<;pek
s M > pefk, on aurait d’aprés (4): p(s+m) = s+ d'oi 6(m) ;pe:g,
impossible. Done m < pey et 5= 0 (mod p), et d'aprés (4), m = pm -+
+ P8 —s.

Posons: _

A —_—1—1-0,?5"“, e U]“
Yy =1+an", acUg, a® =8

I=1+4bas, e Ug.

?
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D'aprés le lemme 3.1.3, on a:

oy oi
o = 1 <4 maen®™ et Z =14+ mbem8+m.
1

D'aprés le théoréme 1.2, comme §-+in << €x, 0N a:

»
(-62—1) =1L mPa? e pHletm),
A

d’ol, d’aprés (4):
WP L mbE = 0

soit, puisque m = —3:

(b) Bi s4+m > pe;, = ex. _
Avec les méme notations que dans {a), des caleuls analogues donnent

me=m-te, et b = —da'P
(¢) 81 s+m = pe;, = .
Avec les memes notations que préeedemment d’aprés 1.2, on a:
aﬂ.l i
(b} - =1+ (mP a®e® + mae A ) mPE+H",
1
Soit @ I'application de % dans k définie par:
Q@) = 'at dar.
Montrons que KerQ = Kery™:

| »
— 81 @(&) = 0: alors dK(EA—:L) > p{s+m) d'aprés (5).
1 .
Si = pe, defgd =@ > d(m) et e Kery™ Si < pex, m #= 0.

- AT - -
(mod p) et Laprds (4), onazst+m = dg (c; 1) , Aot m > 8({m) et 1e Kery™.

1
Ay \P '

— &1 Q@) 5% 0: alory dg (%) = p(s+m) d'apréds (5).
1

- ANF ; .
8i m > per, on aurait, ’aprds (4): dg (%i) > s + pey; contradiction,
. 1
Done i < pey et 7 = 0 (inod p) d'on, tonjours d’aprés (4): s+
-p{s+m) soit i = d(m) et A¢ Ker 77"‘ Dans ce ca,q, {(4) montre que:

mbe TP are + maEd =0 soit, puisque # = —3 = m, b= ( 1) = —Q(@.
Pour que KerQ) 7= (0), il faut et il suffit que —As Frl oeat-b-dire

(lemme de Hensel) que — e k**~Y, ou. encore —pe kP, et

m(p—1)ex
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on sait que cette derniére condition équivaut &: ,,k contient les racines
p-iemes de 177,

8i tel est le cas Kery™ # (0), dodc est cyclique d’ordre p. L’image
de #™ est celle de @, donc Cokery™ =~ /@ (%). 81 Ker@ 7 (0), soit &, 7 0

tel que @(&,) = 0.
s
Alors Q(&) = &g, (—— — (—a—) ), ce qui montre que Colery™ ==

o 0 '

k[P (E), oh P est le polyndme P(X) =X'-X. B

_ | &

3.3. Cas d'ume p extension totalement ramifiée de .
extension galoisienne de %, de degré p®,
SOien‘t W = 'i‘l)K[k eb n = 'i’]]'(ﬁh et § = 6Kﬁ'ﬂ'

3.3.1. Totorime, Pour foul me D),
o,

Sott K une
totalement ramifiée (= 1)

BT = T o (IT+)

Démonsgtration. Cest immédiat, par dévissage, en tenant compte
de la transitivité de la fonction 4. m

Le théoréme preeedent permet de définir, par pasgage an  quobient,
des homomorphismes n%,: I't—I'%¥™, pour tout me.D(k). Ces homo-
morphismes penvent &re déterminés par dévissage & partir de la propo-
gition 3.1.2. Nous avons par exemple les résultats suivants:

3.3.2. ProvosimroN. En conservant les hypothises ef les notations du
théoréme 3.3.1, désignons par §,<C 8, << ... < 8, les sauts inférieurs de rami-

fieation de Z’ewtmswﬂ Kk et par GS y L <5 _) < r, les groupes de ramification.
Alors:

(i) S e}, est un entier 0 " est wn isomorphisme.

(i) n° est trivial si les souts s; somt multiples de p, injectif sinomn.

(i) 8i k contient le groupe E, des racines p-idmes de 1, pour tout
me D(k) —{0, pe,} tel que p{pe,—m) =g, 1\<\j:‘<\a«,‘ Kary™ est @ordre
égal & (G, 'Gl_(_s) :

(iv) Pow toutmcl) (k) — {0, pe;}, si kne contient pas B, on si vy (pey, —m)
est distinet’ de tfoules les valeurs s;, n™ est un isomorphisme de I sur
Pa(-m) .

Démonstration. (i) et (i) résultant immédiatement de 3.1.2, par
dévissage. Nous allons démontrer les agsertions (iii) et (iv) par récurrence,
#i k contient #,:

8i K[k ost de degré p, ces assertions sont vraies d’aprés 8.2.2.

Supposons K[k de degré p*, n> 1. Soit G = Gal(K/k). Soit H m
sous-gronpe normal d'ordre p, contenu dans &, . Soit M le corps fixe
de H. On sait que H posséde un seul saut de ramification, qui est s,

Daprés le théordme de Herbrand, il est 1mmed1am que G/H)S = 0y /H
pour tout 1=gj=r.
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Posons
? Lx3
Y o= Y W= Yk Y= Yrar
. 7 I - Ny ’
=gy N = agw W = Ngnan 00 m= dyy(m).
On 2
p=y'oy et " =7"0y.

i p{pe,—m) = s,, distinguons trois cas:
— 81 j << v: alors par VPhypothése de récurvence, Kery' est d’ordre

égal & (G/H G/H)Hs)
(iii) est démontrée,

— si § =v et & = H, Kery" est d'ordre égal & (H:1) = (G5 : 1)
et %' est un isomorphisme, ef (iii) est démonirée;

— 8l j=ret G +H, Kerq"” est d’ordre égal & (H :'1) et Kery'
est d’ordre égal & GT/H 1) = (G, : H), d’ott on voit facilement que
Kern™ est d’ordre égal & (Gsr +1), et (iii) est démontrée.

Lriassertion (iv) se démontre de la méme facon. =

Remarquons que, pour tout me D(k)—{pey, 0}, 1™ est représenté
dans %, modulo des élévations & Ia puissance p-iéme (qm gont des auto-
morphismes de k), par un polyndéme additif. XL en résulte que, si k est
un corps quasi fini, Kern™ et Cokery™ sont équipotents ({63, p. 231).
Nous expligunerons cette propriété de facon plus eanonigne au § suivant.

= (ng : G1+sj) et %' est un igomorphisme, et

3.4. Relations avec Ia nmorme. L’intervention de la fonction v, ainsi
gue la ressemblance des applications »™ avec les applications déduites
de 1a norme ([3], chap. 5) demandent & étre expliquées. Pour éclaircir
la gituation, nous supposerons dans tout le § 3.4 que le corps régiduel
est quasi-fini et que %k contient K, des racines p-iémies de l'unité. Nous
avons alors notre disposition le aymbole local (-, -), de " x&* dans E,
(5], chap. 14). Nous pouvons considérer [y comme espace vee’ronel
sur le corps premier F,. En identifiant E, & F, par le choix d’une racine
primitive, le symbole locml devient, fmplés passage aun quotient mod o
une forme binéaire mon dégénérée [, x I},—F,, que noung contmueronq
& noter (-, ). .

3.4.1. La filtration orthogonale. Pour tout sons-ensemble A4
de I, posons AL == {ue I (o, f), = 0 pour tout fed}. :

3.4.1.1. PROPOSITION. Pour fout entier 0 < m < pey, (I
ol M = pe;, —m. _

Démonstration. Pour tous 7, Ge I, soient L et u respectivement

IvM+1

deux représentants dans k*. Pour (I, i), =0, il faut et il suffit que g

soit une norme de L = L(A”I’) a ko 8Lk e,st non ramifiée, on sait gue
UK c NL

-
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De plus d’aprés une propriété de ramification gque nous citerons
plug loin (section 4), Pextension L/k est totalement ramifiée si et seulement;
sl defid << peg, auquel cas Punique saut de ramification de L/k est égal
% pe,—def,d et le conducteur de Lk (i.e. le plus petit entier f tel que
U}, @ NL*) est égal & pe, —def, 1+1 ([81, p. 284, corol. 2).

La proposition en résulte. m

Remarquons qu'une conséquence immédiate de cette proposition ast

que dim Iy = codim It = 1, antrement dit, I',"" ext un groupe d’ordre P.

3.4.1.2. ProrosrrioN. Soit K[k une p-ewtension totalement ramifiée,
de groupe de Galois &. Soil y = gy, Pour tout entier me D (k) —{0, pe}),
le dual de Cokern™ 'identifie & @an /Gy, 0% M = pe,—m.

Démonstration. Pour tout F, - espace vectoriel 4, on notera A
Vespace dual. : '

L

Soit 1a suite exacte: I'fl> I'fM.» (=0, olt ¢ = Cokery™. On en tire,
par dualité, Ia suite exacte: ' :
(1) 0 —Cs T

Or par orthogonalité et dualité, il est facile de voir que I est iso-
morphe & I7, ‘isomorphisme étant défini par:

e F}FF—)-(CT, Ve 1_-';?
avec (d, B)y = (a, f)i, ot a et § représentent respectivement a et f dans

I et T7. De méme, "™ est isomorphe & ™™ (en se rappelant que
d(m) = pex —w(M)). Par isgomorphisme, la suite exacte (1) devient donec:
(2) 0 QT 5 Y
la fléche » étant définie de la facon suivante:

Pour tout ae I'¥™ et tout Fe I'¥, (va, f)y = (@ 7" Br = (a, 18)x,
a et f représentant respectivement a et § dans I ot I'¥, D'aprés une
propriété connue du symbole local, (a, %f)g = (Ne, f), ot N désigne la
norme de K & k. Done, en identifiant canoniquement I'f? (resp. I'M)
3 U%.M)-(resp. U, homomorphisme » s’identitie 3 I’homomorphisme Ny,
déduit de la norm%.r Il en résulte, d’aprés la suite exacte connue 0-—
Cuan [Coiany > TEP= T ([5), . 99),. que C s'identific & Fan /G iaryrr - W

3.4.1.3. CoROLLATRE. Pour tout me D(k)— {0, pe}}, Cokerr™ et Kery™
sont d'ordre égal & (Gyp): Gyagyr), M = pej,—m.

Qlesti immédiat,

34.2. Le cas d’une p-extension cyeligue. Pour clarifier les

caleuls de la section 4, nous aurons besoin de la propogition (strictement
utilitaire) suivante: ' '
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PrOPORYTION. Soit K[k une p-exiension cyclique totalement ramifide,
de groupe de Galois @, de sauts supérieurs de ramification 4, < uy < ... < 4,.
Alors: .

(i} Pour tout me D(k) tel que 0 << m < Po— Uy, 7y et un isomor-
phisme. ' '

(i) 8i w, < e, Imuk, est dsomorphe o (IENFIIEHIE (8 ¢
opére sur 4, A% désigne Pensemble des éléments de A laissés fixes par @.)

Démonstration. (i} est un cas particulier de 3.3.%2 (iv). Montrons
(ii). Le groupe @ opére sur [y par passage au quobient, en laissant stable
chague sons-groupe I'z. Posons k = 4(0). Désignons par s; lex sauts
inférieurs. Il est clair que % envoie It/ dans (%)% (I')% Lo'hypothdse
U, < &, fmplique s, == 0 (mod p), Q’olt Ia suite exacte:

0- I35 (TR TEH.

Pour prouver isomorphisme, il faut et il suffit que (I'H)%/(I%E)
soit dordre p. Or (I'%)¢ = I'tnlE et (I = I'InT'%. Posons H
= pex —h = p(pe;) et soit I Iidéal d’augmentation de l'algdbre F,[G]
(i.e. Iidéal engendré par ¢—1, ol ¢ est un générateur de G). On a:
T = (FEHYL ef It = ('L (@aprés 3.4.1.1) et I'E = (II%)" (Q’aprés
la, propriéié (ca, ob)r = (@, b}y pour touns a,b, qui provient elle-méme
d’une propriété connune du symbole loeal). On en tire:

(IR)® = (TET- Ikt eb  ([E™NT = (I'F-II'x)n

Or, par orthogonalité et dualité, on voit facilement que

(TEH - ITg) {(TE-IT)

s'identifie an dnal de IB-Ilg/I8*Il'y, qui est Iui méme
isomorphe (par application répétée des isomorphes standard) 4
(I TEY (TEOI) [(TEF NI T). Or:
Luvvie. S H = p(pey), lo suite
0> PEN I g TR AT TEITER S 7%
(ot N est induite par la norme) est exacte.

Démonsgtration du lemme. L'injection et la surjection sont
Gvidentes. Montrons 1’exactitude en I_"E. 11 est clair que Imj < Ker¥.
Réciprogquement, si Te KerN, cela veut dire que Z est représenté par
xe U tel que Nwe ULY est une puissance p-idme, done Nz = y®,
ye U{, Comme w, < ¢, la norme de UJ*) dans Up est surjective ([5],

p. 101), done y = Nz et N{we™®) = 1. D’aprés le théoréme 90 de Hilbert,

il s’ensuit que Fe M'ENITE. o _
11 résulte du lemme que le groupe

(PEIEN TR (T A LTy)
est d'ordre p. ®
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4. Ramification dans les p-extensions cycligues. L désignant unc
p-extension cyclique de %, on se propose de déterminer les conditions
néeesvaires et suiffisantes que vérifient les sauts de ramification de L/k.
Les condition nécessaires sont donnéeg par le théoréme suivant:

4.1. TrhoriME. Soit L wne exiension cyclique de degré p™™ de k,
totalement ramifite, de sauts supérieurs de ramification w, < g << .. < Uy .
Alors:

(1) u,e Dk,

(i) 8@ aty 2 8;65 Uy = Uy €, )

(1) 87 Uy < €y Plhy K Uy oy K Ply,y GVEC Uy, 3= 0 (mod p) 81 los iné-
galités sont stricles.

(Pour la démonstration, cf. par exemple [1], propos. 4-3, qui se
raméne au cas ou le corps résiduel est algébriquement clos ef utilise de
clagses ,,géométrigue’.) :

La réciproque du théoréme précédent, dans le cas olt & ne contient
pas le groupe &, des racines p-idines de Iunité et & ext fini, a 6té entidre-
ment résolu par B. Maus ([3], §6). Nous nous proposons ici d*étudier le
cas ol & contient F, et k est pan.fmt Nous supposerons donnée une ex-
temsion K[k cychque de degré 2% totalement ramifide, de sauts supérienrs
de ramification w4, < %, << ... < #,, et nous chercherons & construire les
extensions L /K cycligues de degré p"™™ contenant K.

D’abord quelques lemmes technigues purement algébriques:

4.2. LemMn. Soit K[k une ewlension cyolique de degré o™, et soit o
un génératewr de Gal(K[k). Soit I = K(a), ¢ = ac K", une extension
eycligue de degré p de K. Alors L% est galoisienne de degré p™t* si e soule-
ment st oofa = x¥, we}.{ y 6f Lk est oyelique 51 et soulement si, en plus,
Ny (#) 7+ 1.

Démonstration. (’est un exercice facile de théorie de Galois (cf. [6],
p. 146). _

4.3. Lmvows. Soit Kk oycligue de degré p".  Soient L, = K(a), af
=ac K" et L, = E(f), f* = be K", doun emtensions cycliques de degré p
de K. Supposons gue Lo/l est eyeligue de degré p™**. Alors, pour que L,/T
sout cyclique de degré p™, il faut et i1 suffit qu'il exisie un entier ¢ 3 0 {mod p)
et un élément 1 de k™ el que a~l(Ab)e KT

Démonstration. Soit ¢ un générateur de Gal(E/k). Dlaprés le
lemme précédent, on sait que L, [k est cyclique si et seulement si ob b = 37,
ye K* ot N K,k{y) = £ une racine primitive p-idme de I'mnité contenue
dans k. De méme, Lyfk est eyclique si et seulement si oa/a = a®, we K
et NK,;G( z) = &, 4 2 0 (mod p). Mais Ngp(@) = & équivaut b o =y foole,
oe ¥ et e lemme & démontrer s’ensuit immédiatement. ®

Nous anrons également besoin du théoréme suivant, qui relie la
notion de défaut & celle de sauts de ramification:
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4.4, TusoriME. Soit K = k(a), o = ae K*, une evlension eyclique
de degrép de k. Alors K[k est totalement ramifide si of seulement si defy(a)
< pey. Dans ce cas, Punigue saut de ramification s de K|k est donné par
§ = pey — def, (a).
Démonstration, cf. par exemple [6], p. 144.
Nous pouvons maintenant attaquer la réciprogue du théoréme 4.1 (ii).

4.5. Tutorive. Soit K/l eyclique de degré p", totalement ramifié,
de sauts supérieurs de ramifieation ty << Uy << ... < U,,. ON SUPPOSE U, << 6r,.
Alors pour tout entier u tel que pu, < v < pey, et u == 0 (mod D) 8& pu, < v
< pey,, il existe une extension L de k, cyclique de degré p™, contenant K,
el dont Te dernier saut supérieur de ramification est égal & u.

Démonstration. Soit & = Gal(K/k) et soit o un géndratenr de .
Dégignions par 8, 8., -.., 8, les saut inférieurs de ramification de H/k
rangés par ordre croissant. Nous ferons la démonstration en trois étapes.

(i) Soit ¢ une racine primitive p-iéme de 1 contenue dans k*. On
sait que d, (&) = e;. Par hypothése, e, > w,, ce qui équivaut 4y g (e) > sy,
done ([5], chap. 5} il existe z¢ U%) tel que Ngp(z) = &

D’a,preq le théoréme 90 de Hilbert, »* est de la forme 2P = oua/a,
ae K*, ot daprés le lemme 4.2, Pextension L E(a"") est cyclique de
degré p”“ sur k.

Soit % (H [k) Vensemble de foutes les valeurs que peunvent prendre
les derniers sauts supérieurs de ramification des surexiensions cycliques
Lik de degré p™t" de K[ Soit »5,; le plus petit élément de % et soit
T,/ une extension eyclique de degré p™** contenant K et admettant wu,
pour dernier saunt supérienr.

Montrons les trois assertions vaa;ntes

(2) pey<,

(b) si % :l'é {pe;u}: 'H'n-l-l Dy,

(¢) si% + {pek}, tout entier 4 tel gue pu, <
si piy, < 4 < pey, appartient & 4.

(a) Lrlextension L, de % gue nous avons choisie ext de la forme L,
= K(a), & = a,e H*. Soit Aek* tel que def (1) =0, ef soit b =ia,.
SBoit L = K(f), f* = b. Alors L[k est eycligue de degré 1 (lemme 4.3).
Soient 8,1 et w,, les derniers sants inférienrs de L/H. D’aprés le théoréme
4.4, on a: :

u<peketu == 0 (mod p)

f 0 ! 3
Suy1 = peg—defed  eb 8, = pog — detra,.

— 81 Ul = Pe, ON &, Dée¥ et il n’y a rien & montrer;
— 8 uh.y < pe;, cela se fraduit en termes de sauts inférieurs par:

s = pex —defgay, < p(per),

d’oli defya, > 6(0) = defzpd ot defrd = defzl.
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1l en résulte que

Spy1 = pipe) et = P&-
On & ainsi montré que % contient toujours lentier pej.
(b) Supposons # # {pey}. Alors up,, < pe,. D'aprés la partie directe,
on sait que ul, > pu,, avec uh,, = 0 (modp) si wp,, > pu,.
81 u%H ,> pu,, oD pourrait éerire wu,,., = per—m, m = 0 (mod p),
0 < m < ple,—u,), don

= peg —p (pé,—m) = d{m).

D’aprés 3.4.2, 4™ est un isomorphisme, done a, = Abe”, avee le k¥, be K¥,
defb > defra, ot defyd = m. Llextension L = E(8), % == b, est cycligue
de degré p™' sur k (lemme 4.3), et gon dernier saut supérieur est

defrag

Up1 = (P(J’pﬁ;‘,"—
contradietion. Done uj,, = pu, si % # {pe}.

(c) Supposons # + {pe;}. Tout entier u tel que pu, < u < pey,
u = 0 (mod p), peut s'écire ¥ = pe, — M, Aves U < M < P& —Uy), M 7 0
(mod p). Soit e k* tel que def,d = m et soit b = a,l. Comme %™ est un
isomorphisme (3.4.2 (i)), defzd = 6(m), et comme up ., = pu, (d’aprés (b)),
defpa, = pex—w(pu,) > 6(m), Aol defgbd = defpd = d(m). L’extension
L =EK(fB), f* =D, est cyclique de degré p™*! sur %, et son dernier saut
supérieur est w,,; = p(pex — 5(m)) = pe,—m = u.

(iif) Pour terminer la démonstration du théoréme, il reste & prouver
que % # {pe}. On a vu dans (i) qu’il exisie aye £ el que 1’extension
E(a') est cyelique de degré p"t! sur %, de dernier saut supérienr égal
& pey, ce qui correspond & defia, = 8(0). Pour que # = {pe,}, il fant
et il suffit qu’il existe Ae&* tel que def,(1al) > 6(0), pour un certain
entier § £ 0 (mod ). Cela revient & prouver que limage @, de a, dans

IO appartient » Im#°. Une condition clairement suffisante pour cela
(et on voit facilement qu'elle est nécessaive) .est que Ime® o
(FB(O) G/’ 1‘76(0)+1}G

— si le corps résiduel k& est quasi-fini, c~et1;e condition est réolisée
(3.4.2 (i1));

— 81 k n’est pas quasi-fini, on peut appliquer une méthode de ré-
duction due & Shankar Sen. Xl existe un corps quasi-fini %, et une extension
K, [k, tels que:

{a) %, est une extension totalement ramifiée finie du corps de Witt
de %,

(b) X, est une extension totalement ramifiée finie de &,

(c) K (resp. k) est la complétion de I'extension maximale non ramitiée

K, (resp. %).

defrb) < ¢ (pex —defxay) = i1
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(Pour des détails, voir [4], lemme 2.0.)

I s'ensuit que pour toute extension I,/k;, cyclique de degré p+
contenant K, si Pon pose I = L,- K, les groupes Gal(L[k) et Gal(L,/k,)
sont isomorphes en tant que groupes filtrés par leurs gronpes de ramifi-
cation. Comme ¥{K,[k,) # {pe}cl}, on aura %(K/[k) # {pe}. |

4.6, Remarque, L'agsertion (H) du théoréme 4.1 admet-elle une
réciproque? Avec les notations de la proposition 4.3, supposons #, > €1,
Alors il peut arriver que K n’admet aucune surextension L cyclique de
degré p™t! sur L.

Prenond par exemple pom kun corps p-adigue contenant le groupe Ky,
mais pas le groupe E (groupe des racines p2-idmes de 1), Soit K[k une
extension eyclique de’ dewlé p. Daprds le lemme 4.2, pour que K[k solt
contenue dang une extension L)k cyclique de degré p?, il faut et i sulfit
que B, N k- 8i cela était vrai de toutes les extensions cycliques
de degré p de %, le groupe E, serait contenn dans Pintersection des groupes
de normes de ces extensions. Or I'on sait, d’aprés le corps de classes local,
que cette intersection et &*7. Il en résulterait que B, = &', d’ot B, < E,
contrairement & Phypothése.

On peut ecependant dopmer la 1é01proque partielle suivante (dont
on peut voir facilement gu’elle résulte aussi du théoréme de Herbrand):

4.7. ProPosITION. Soit K /% une extension eyclique de degré p*, totale-
ment ramifide, de souls supérieurs de ramification iy <t <... <.
Soit Lk ume extension galoisienne de degré p™*™', contenant I, cEe dernier
saut supbrieur U, ;. 8¢ 4, > e; 6t Uy, 21 > pey, olors L[k est eyelique et w,
- n+ek

Démonstration. Soit L = K (o), of = ae E.'* Soit ¢ un générateur
de Gal(K/E). D'aprés le lemme 4.8, /o = a”, we K. 8 Lk n’est pas
cyelique, Mg, (@) =1 donc @ =bfob, be K° (théoréme 90 de Hllbert)
eb par suite a = 1b%, iek*. Il en résulte que defgza = defzd = 6(0).
désignant par s, les sauts inférienrs de L/k on a alors %, = qo(s,,_,_,)

= p{pe, —defpa) < pp(per) = pé, ce qui contredit Phypothése. Done Lk
est ecyclique, eb w,,, = %, 6, A’aprés 41. m

4.3. OOROLLAmn (cf. aussi [61; théordme 31). Soit K[k une extension .
galoisienne de degré p®, totalement ramifide, ayant % sauts Supéricwrs ty < %,
< e < Uy, bElS quUE 1y > ) oF Uy, = Uyt gy powr tout 1< j=n—1. Alors

,Z’emtensww, Ljk est cyeligue.

Démonstration. (Pest clair, par réourrence & partir de la propo-
gition précedente.
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AOTA ARITHMETICA
XXX (1976}

On two conjectures of Katai
by
P.D.T. A. Brurorr (Boulder, Colo.)

1. An arithmetical function f(») is said to be additive if f(ab) = f(a)+
+f(b) whenever a and b are coprime integers, and completely additive
if thls relation holds whether they are coprime or not.

In this paper I establish two conjectures of K4atai, the one a particular
case of the other.

Let f{n) be an additive arithmetic :Eunctlon For each real number

=1 define

M () = max |f(n)],
n<w

B(o) = max |f(p-+1)

ol

where in the definition of (), p runs over prime numbers only.
TeROREM. There are positive absolute consionts A, B and ¢, so thal

M(z) < AB(a®)+ AM((logz)®) (x=0).

CorOLLARY 1. Let f(n) be a completely additive arithmelic function.
Then there are positive constanis A, B and c (possibly different from those

-~ in the theorem) so that

M) <AB@F) (2> o).

COROLLARY 2. Let f(n) be a completely additive arithmetic function
and let

f(p+1)] < Alog(p+1)
hold for every prime p. Then there is a positive absolute constant B so that
|f(n)| < ABlogn
CoROTLARY 3. Let f(n) be completely additive and satisfy
| flp+1)
logp

Then fin) de idmtically 2ero,

(n=1).

=0 (p prime).
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