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Variation de la hauteur sur une famille
de courbes elliptiques particuliere

par

Juaw-Louzs Corvror-THELENE (Paris)

Soit & une courbe elliptigue définie sur Q, et @ un Q-morphisme
s & dans un espace projectif. Dans la démonstration du théoréme de
‘ordell-Weil, le caractére guadratique de la hauteur associée &, joue
n réle trés important: c’est ce qui permet de faire la descente infinie
3], p. 58). Cela permet aussi d’obfenir une estimation asymptotigue
n nombre de points rationnels de hauteur plus petite gu'un nombre
onné ([8]). Sur les surfaces cubiques définies sur @, nous avons des
roblémes analogues. Segre ([9]) pose la question: Peut-on trouver un
ombre fini de points rationnels sur une surface cubique donnée, tels
@i partir (’eux on puisse obtenir tous les autres points rationnels de
v surface par les procédés de 1a corde eb du plyn tangent? On aimeraib
nssi avoir une egtimation du nombre de points rationnels de hamteur
lus petite qu'un nombre donné sur une surface cubique donnée.

Tl gemble donc utile de voir comment se comporte la hauteur par
w transformations rationnelles d*une surface cubique en elle«mén_le.
in particulier, on sait que si ’on coupe la surface par une droite ration-
elle passant par un point rationnel de la surface, droite n'étant Pas
tuée sur la surface, on obtient une famille rationnelle de courbes ellip-
iques; Ia multiplication par deux sur la fibre générique définit une appli-
ation rationnelle 8 de la surface en elle-méme. Lang, dans [3;[, p. 90,
ose le probléme de savoir si la hauteur se comporte de fagon quadratigue
uniformément” sur une famille de variétés abéliennes. Dans I mous
srmulong cette question de maniére précise et nous y répondons 'vpar
a négative. Cependant, faute de quasi-égalités (bgalités & des O{1) Prés),
amns e cag des surfaces du type X+ Y2 +Z3+¢T® = 0, des calculs directs
woug donnent des inégalités (I, c). .

Monsienr Néron m’a fait remarquer que ¢’est 1a présence de points
ixes dans le systéme linéaire inverse des sections hy?perpljcmes, par 8,
|ui empédche d’appliquer [3], p. 64 pour obtenir des quf_m-égia;htés. Dang 11
wous donnons, gréce & la théorie des systémes linéaires & pointa bassss,
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développée par Nagata et Manin ([5]), une méthode générale qui en III
nous permet d’obtenir les inégalités de T, c. On voib aussi en quoi ces
indgalités sont, en un certain sens, les meilleures possibles et pourquoi
on me pouvait pas obtenir de guasi-égalités. Enfin dans IV, on essaye
de définir une hanteur de Tate sur une famille de courbes elliptiques
du type indiqué plus haut, par le procédé de limite exposé dang [6]. On
applique les inégalités de I, ¢ pour obtenir un encadrement de la diffé-
rence entre la hauteur naturelle et la hauteur limite.

Depuis la rédaction de cet article, j’ai eu connaissance d’un article
de Zarhin et Manin ([11]). sur le probléme de la variation de la hauteur
sur une famiile de variétés abéliennes. Ces auteurs obtiennent, dans un
cadre ,naturel”?, dft & Mumford, des encadrements pour la différence
entre l1a. hauteur de Tate et la hauteur naturelle, en fonction des para-
métres.

La famille de courbes elliptiques ici considérée pourra paraitre bien
particuliére en comparaison avec celles de [11]. Cependant, le présent
article donne d’une part. le premier exemple d’un encadrement optimal,
d’autre part montre comment la théorie des systémes lindaires & points
bases permet d’obtenir des estimations fmes pour les hauteurs, 11 serait
ntéressant de savoir si la méme méthode peut &tre utilisée pour d’autres
amilles de courbes elliptiques. '

!

L. Une question de Lang

(a) Notations, ot énoncé dn probléme. Par hpn on désigne la, hanteur
logarithmique naturelle sur Pg, le logarithme de la hanteur définie en [3],
p. 45. 8 X est une variété algébmque définie sur Q, et ¢ un Q-morphisme

X—P}, on note h, la fonction sur X {(0) 4 valeurs dans RT définie par

PeX(Q y=>hpn (qo P)}.

Quand on ne précise pas sur quel corps est définie une variété ou
une application ratmnne]le, il est entendu que ce COrps est Q (sanf ox-
~ ceptions, évidentes d’aprés le contexte).

Par famille de courbes elliptiques, on entend ici la donnée d’un
quadruplet {F, X, =, ¢) oit F est une surface compléte non singuliére,
X une courbe ayant ces méme§ propriétés, m est un morphisme domi-
nant dont les fibres sont toutes de dimension 1, o est une section de w,
et Ia fibre générigue ¥ = F Xy SpecK(X) est une courbe géométri-
quement intégre de genre 1 sur le corps des fonctions rationnelles K (X)
de X; cette courbe est munie grice & o d’une structure de courbe ellip-
tique.

On sait qu’alors la multiplication par 2 de Y dang Y s’étend en une .

applieation rationnelle de ¥ dans F, que nous notons . Cette application
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est morphique sur m Y (Xg), ot Xy = X —8, et § est I’ensemble fini des
points fermés de X au-dessus desquels la fibre est dégénérée.

Etant donné o dans X, respectivement dans X @—), on note ¥, la
courhe F X v Specx(a) (_on note x{a) le corps résiduel de X en a), res.
pectivement F Xy SpeeQ, ot les produits fibrés sont pris par rapport
aux fleches définissant le point fermé e, respectivement le point géo-
métrigue.

Enfin étant donneé £ une applicé,tion rationnelle d'une surface F
non singulidre dans une variété compléte, on note £, Pouvert de défini-
tion de £ On sait qu’il est de la forme ¥ moins un nombre fini de points
fermés.

Soit & nn ouvert inclus dans £, et stable par ¢ (par exemple 2
= n"" (X)), et soit f une fonction définie sur 2(Q) & valeurs dans R.
On dira que f satisfait la propriété (P) si lom a: |

Ve 0 J0cR Vze2{Q) (1—e)4f(n) —C < f(b) < (1 +8)4f(x) +C

ProeriMe, Etant donné une famille de courbes elliptiques (#, Py, =, o)
et un morphisme ¢: F—Py, existe-t-il une constante reR telle que
h,—r(hprox) vérifie sur x'(Py) la propriété (P)?

Remarque. La question de [3] était, semble-t-il, 1a snivante: souns
les mémes hypothéses, h, vérifie-t-il la propriété (P) ? 11 est facile, en
utilisant le produit d'une courbe. elliptique par Pjp, de voir qu’il n’en
est rien, ot qu’il faut faire intervenir la hauteur du paramétre dans I’énoncé
du probléine. -

(b) Le contre-exemple. Par X on désigne la surface cubique d’équation
X34+ ¥3 4784+ 37% = 0 dans P3 avec coordonnées homogeénes (X, ¥, Z, T).
Pour # on prend la snrface éclatée de X aux points de X situéds sur la
droite Z == T = 0, ¢’est-a-dire la surface donnée dans ’espace biprojeetif -
P} x g Py avec coordonnées blhomogenes (X, Y¥,7, T; u, ) par les équa-
tions:

g X’-}-I’“—]—Z*-}_—BT“ =0,
Zo—Tu =0,

Pour courbe de base, on prend Py, et pour = on‘prend le inofphisme
indnit sur F par la projection de Py X, Py sur le second facteur. Pour o,

on prend le morphisme déerit sur les points de Py & valeurs dans Q par:

a: {(w,v)—>{1, —1,0,0; %, v).

En termes usuels, on fibre la surface .cubiq'ue Z par le pincean de
plans passant par la droite Z =T = 0.
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Lev® 1. Soit M dans F(Q), de coordonndes bikomogines (X, Y.z, T,
%, %), et appartenant & la fibre non dégénérée ¥,. Si X = ¥, ce point est
d’ordre 2 sur Ta courbe F,.

Ceel résulte du caleul de 6, donné sur les pmnts & valeurs dans Q
de 2, par:

6: (X, Y,Z,T;u,0) _
b (X2 X, — (X205, Z(Y— XY, T(Y®—X%); u, v
{notons ici que £, gui est la réunion des ouverts X 20 et ¥ =£ 0. est
stable par 0).

Lenvve 2. I ewiste ume infinité de points @,¢25(0Q) indexés sur un
ensemble infini E < Py (Q), tels gue pour a<E la fibre F_ est non dégénérée,
¢ le point (z,, o)eP,(Q) est un point dordre 2 sur P,.

Démonstratiqn. La courbe ¥ définie dans PQ avec coordonnées

homogenes (X, Z, T) par I dquation 2X3+2°437% = 0 ale pomt rationnel

(1,1, —1). I’ aprés un théoréme de Hurwitz (¢f. [7], p. 78), elle a done
une nfinité de points rationnels sur . La courbe % contient donc une
- infinité de points rationnels (X, Z,T) tels que (Z,T) # (0, 0) et tels
que de plus la fibre ¥, de paramétre ¢ = (Z, T) soit non dégénérée. Par
ailleurs pour (%, T)ePyp(Q) donné, il existe au plus trois points (X, Z, T)
sur la courbe %. i exmte done un ensemble infini B < P4L{(0Q), et une
infinité de points (X,, Z,, T.)eZ(Q) oll a varie dans X, tels que F, est
non dégénérée, et (Z,, T',) sont des coordonnées homogénes pour le point o.
Ceci nous dit que les points @, = (X,, X,, Z,, T,) satisfont les conditions
de l'énoncé, puisque, d’aprés le lemme 1, pour acE, le point (a,, «) est

un point de F,(Q) d’ordre deux.
‘Boit ¢ le plongement de ¥ dans P,

Segre: o
Fc P3 XQP C:;.PQ

PH(0) XPQ g}, on a:
hrp s @) = hps(x) “f‘kPl(a)-

PROPOSITION. Il w'ewiste aucun veR tel que Fi,—r(hpion) vérifie la
propriété ().

Démonstration. Supposons qu’il existe un tel 7, et appliquons (P)
apx points (@, o) du lemme 2, gni appartiennent tous & 2,(Q). En utili-
sant I’égalité 6(w,, a) = o{a) point de coordonnées bihomogénes (1, —
0,0; @) on obtient h,(6(2,, a)) = hp1(a). La propriété (P) s'écrit done:

(x} Vex>0 30cR VacP
41 —ej[hps{m,)

- Pour (#, a)eF(Q) <

(L =7 hp1{a)]~€ < (1 —r) hpr(a)
< AL+ ) [Tps (@) -+ (1 —#) hp1 ()] 0.

obtenu via le plongement de .
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Montrons gue ceel impligne r > 1. De la premidre inégalité, on tire:
Ve> 0 3CeR VacE ' '

4(1—s)hps(2,)
Choisissons ‘?e](),

< (r—1)(3 —4&) hp1(a) +0.
21. Bi » était inférieur ou égal & 1, comme on a hp1(a) = 0,

on aurait Aps(z,) < , ce qui contredit Dexistence d'une infinitié

¢
4(1—¢)
de points =z,.

Posons r—1 = a > 0. Les inégalités () donnent:

V£> 0 3CeR YacE
4(1— ey hpa(e,) < a(3 — &) pa () +C,
a(3 L+ de)hpr{a)—C < {1+ &) hps(a,).

Fixons £e]0, 1[,- multiplions la premiére inégalité par 14-2, la seconde
par 1—eg, nous obienons: .

0eR Vaeclb .
a(l—e)(3 -+ 4e) hpr () —

soif:

—C(1—e)< a(d3— 45)( s)hpl(a)+0u+s)

VacE aehp () < O

ce qui contredit le fait que F est infini ().

{c) Inégalités sur les hauteurs. Prenong une surface cubique X dans
P} déquation X3+ Y3 +Z2+¢T* = 0 avec geQ, ¢ +# 0, et fibrons-la par
le pinceaun des plans AZ -+ uT = 0. Ceel définit une ,famille” de conrbes
elliptiques ayant toutes pour zéro le point (1, —1,0,0). La multipli-
cation par 2 sur la fibre générique induit une application rationnelle de
la surface cubique dans elle méme:

0: (X, ¥, 2, ) (Y* 27X, —(X*+2XT%, Z2(T° X%, T(P’-X).

Les calculs de hauteurs sur la ,vraie” famille définie au début de (b)
ge déduisent par des modifications évidentes des calculs de hauteurs sur
Ia surface cubique ci-dessus. On fera donc les caleunls sur la anrface Z.

Quand on cherche & évaluer la hautenr de 6P, olt Pe2,(Q), relative
au plongemerit naturel de Z dans Py, on est amené & introduire les appli-
cations rationnelles suivantes, de ' dans Pb:

o (X, Y7Z§T)H(X: ¥),.
p: (X, ¥,Z, (2,1

{}) Ce confre-exemple a été trouvé lorg d'un séjour & l'université de Cambridga'
{Angleterre) gue I’auteur remereie pour son hospitalité.
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On établit, par des calculs de PGCD et des manipulations sur les poly-
nbémes, les inégalités suivantes, valables dés que les deux membres de
chague inégalité sont deéfinis, c’est-a-dire valables pour PeZ(Q) appar-
tenant & Pouvert de définition des applications rationnelles concerndes:

(1) Tops (0(P)) < Bhpt (¢(P)) +ups (P) 01,

(ii) hpa(6(P)) > dhpa (p(P)) + 0,

(iii) kpa(P) < hl_ﬂ (‘P(-P)) +hp (‘P(P)) +Cy

valable si de plus P vérifie Z3+¢T% = 0 (%),

(iv) 4hp1 (p(P) =0, < by [ (6(P))} < 4k (p(P)) +C,
ou les C; sont des constantes réelles indépendantes du point P. Les eal-
culs faits pour établir ces inégalités sont analogues A ceux de [1], pp. 260
—-261. En substance, ils consistent & écrive expliciterment le Nullstellensabz.
Ces caleuls sonf longs, car ils imposent la considération d’un asgsez grand

nombre de cas. On n'y comprend pas trés bien non plus comment s'in-

troduigent ¢ et y ni pourquoi on ne peut pas trouver mieux que des
inégalités pour estimer hps (0(P)) — étant entendu que (iv) est considérée
comme une égalité, ' :

II. Hauteurs associées aux systémes lin€aires i points bases

(a) Rappels de géoméirie des surfaces.

LeMmE 1. () Soit F une surface complite non singulidre définie sur Q.
Soit g2 F—Py, une application rationnelle. Il existe une surface T compléte
non singuliére définie sur Q, un Q-morphisme birationnel p: F'—F, et wn

Q-morphisme h: F'—P} tels que lo diagramme dapplications rationnelles
suivant soit commutalif:

P
() TN
: - F—Py.

(B) Htant donné dewm tels diagrammes associds & un méme (F, ), il
existe un aulre diagmmmq associé & (F, @), qui les coiffe (en un sens évident).

(Cf. par exemple [4], §0, lemmes 0.1 et 0.2 pour les références.)

Dans ce qui suit, on suppose connu le langage des ,,systémes linéaires
% points bases”, tel qu’on le trouve exposé dans [5], § 5. En particulier,
ncus utilisons les objets Z(F), Z*(F) et Z*"(F) associés & une surface &
comlﬂé‘ue non singuliére définie sur @, ainsi que - Iisomorphisme de
Gal(Q/Q)-modules Z(F) 3 N (F)DZ,(F). A toute Q-application rationnelle
F5 P} est associé un élément Gal(Q/0)-invariant de Z** () de la ma-
niére suivante: un diagramme () définit Pélément #* (QPHQ(I)) dans N+ (F),

(*) L*exemple dos points (m, —m, %, —n) o {m, n}e Z2sur X3+ F3 L Z5+T5 = 0 )

montre la nécessité de eette condition.

i
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cf. par exemple [2], Pp. 14-15. Le lemme 1(8) montre que 'dlément de
Z+H(F) associé est indépendant du choix du diagramme ().

(b) Hanteurs. Etant donné.une application rationnelle ¢: F—P3,
et son ouvert de définition £,, on appelle, par abus de langage, hauteur
sur F associée & p, et on note encore k,, la hauteur logarithmique h, définie
sur 2,(Q). : \

' Roit f une fonction & valeurs dans R définie sur £2,(0Q), o 2 es~t
un ouvert de F; soif de méme ¢ une fonetion & valeurs dans R définie

sur Q,{0), ot 2, est un ouvert de F.

On dit que f est guasi-inférieure & ¢ (noté {3 ¢ &'l existe un ouvert
Q< 02,nQ, et une constante C<R tels que l'on ait:

VPeR(Q) F(P)< g(P)+0-

On dit que f et g sont équivalentes (noté f ~ g} si 'on a simultané-
ment -3 g et g3 f. _ '

On appelle S-ouvert (ouvert spéeial) un ouvert de ¥ de Ia fm-m‘e F
moins un. nombre fini de points. Si f ef g sont telles que £2; et 2, soient
des S-ouverts, on dit que f est S-guasi-inférieure a g {noté f ? g) #i l'on

peut prendre pour 2 dans la définition ci-dessus un S-ouvert, et on dit
que f et g sont S-équivalentes (noté fy ¢) si on a simultanément f %S g
et g3 f. -

g

PrOPOSITION 1. 8% g0 F—Py el o F—P3 sont df_mw applz‘eafions
rationnelles telles que les déments de Z*7(F) associés soient les mémes,
by, est S-équivalente & hy,. ' :

PROPOSITION 2. Soient @, v, y des applications ratsonnelles de F dans
des espaces projectifs, de systémes respectifs associés i, g, v dams Zrr (.

“8i Pon o Atp =9 on a h,+h,~h,.
5 -

PrROPOSTTION 8. Soient o,y deus applications rationnelles de F dans
des espaces projectifs, de systémes respeciifs associés ‘A et p. 8i Von a
A—peZ¥(F), on o h,3 k. _

QoROTTATRE. Soient ¢ ‘ef v deus applications comme ci-dessus, de
systéms associés A et p. Sl existe un entier m slrictemeni positif tel que:
n(i—p) eZT(F), on a h,3 b, x .

Démonstration de 1a propositionl. Soient deux diagrammes ()
associés respectivement & (F, qq) ef (F, @)t

i a Fy s
-’Plll\l) -'pﬂl \sz
B — F“;;-*P'b’

'Plpa
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I existe par hypothése I’ compléte, non singuliére, définie sur Q,
et des Q-morphismes birationnels ry, 75, p, tels que le diagramme:

AN
F, :nj 7,
IJ\]L\\F J/;Jz

coomute, et tels que, dans N*T(F'), on ait:
3 (A3 (0,,,3(1})) = 1] 1‘(.0,,3 (1))-

Sur #, hyor, et hyor, sont deux morphismes dans des espaces projectifs
tels que les systémes linéaires associés soient formés de diviseurs deux
% denx équivalents. D’aprés un théoréme de Weil ([3], chap. IV, pro-
perty 3), ceci implique que by, et k., sont équivalentes au sens de [3],
Pp. 61 (version logarithmique):

0B VPF(Q) Wy (P) — Dy, (P) < €

Des égalités ¢; = hor,op™ (i =1, 2) résulte que le S-ouvert 2,-1 est

inclus dans 2, N4, . En transerivant au moyen de p*l Dinégalité ci-des-
U8, on obtlent le résulta,t annoncé.

‘Démonstration de la proposition 2. Tlle esh analogue: on
utilise un morphisme birationnel p: F'-># tel que pop, ypop, et zop
g’étendent en des morphismies, définissant des systémes linéaires sans
points fixes, de classes respectives L, M, ¥ dans ¥+ (F'), avec L +M = N.
En utilisant, sur F, les propriétés 1 et 3 du chapitre IV de [3], et en
transerivant sur F au moyen de p~', on obtient:

I0eR VPeQ,1(Q)  hy(P)+h,(P)—h,(P) < C.

Démonstration de la proposition 3. Soit F et p: F'—F
vérifiant: p birationnel, 4, p proviennent de (on dira abusivement ,sont
dans™) N*H(F') et v = A—pu est dans NT(F). Boit D un diviseur de ¥’
positif ou nul dont la classe est » dans N (F'). Soit F un diviseur positif
ou nul de F' de classe . Soit K(F') le corps des fractions rationnelles
du @-schéma F'. On considére l’espaee vectoriel de dimension . finie:

F(B) = {fK(F) ()+E = 0}

ol (f) dénote le diviseur de f. 8i (1, fl, ..oy Ju) est une base de cet expace
vectoriel, Phypothése we N*TH(F') dit que Pélément de

Homgy..q (SpeeK (F'), P}

ainsi déflm, ¢’est-d-dire 'application rationnelle de-F” dans Py définie .

par la donnée de Ia base ci-dessus, ’étend en un morphisme v, deF dams
- P}, dont le systéme linéaire associé a pour classe u dans N+ (F').

icm
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Le diviseur £4-D a pour classe g++ = 4. De D = 0, il résulte:

VieE(F flI+EBE=20=(A+BE+D 20

soit Z(E) < £ (H+4-D). On pent done choisir pour base de #(F +D) une
base de la forme (1, fi, ..., fo, fagas -oos four) Oft les f; (8 =1, ..., m) sont
les mémes que ci-dessus. De méme que précédemment, cette base définib
une application rationnelle de ' dans Py qui s’étend en un morphisme
¢, de F' dans Pgt" dont le systéme Iméalre associé & pour classe 1 dans
N++(F )

Soit 2 Touvert complémentaire des pdles des f; (i =1, ..., %7
Pour tout P dans 2(Q), on a: '

Py =hpa{l, fi(P), ..., ful PY) <

kpn-}-r( . fn+r } h'Pl (P) .

T

En wutilisant maintenant p!

on trouve dans F un ouvert
Q= Oy 108, -1 satisfaisant : ' '

VYPe2(0) b, ,—1(P)< b, —1(P).

PR P

Soit maintenant ¢ et v deux applications rationnelles de F' dans des
et yop7
ont aussi comme systémes associés A ef g, la proposition 1 et I'inégalité
ci-dessus nous donnent h, 3 h,.

Dang la pratigue, Ia connaissance explicite de ¥ et cle p: T
permet de préciser les ouverts de validité des inédgalités; on ne peut cepen-
dant pas toujours obtenir des S-ouverts, comme on Je verra & Ia fin de
la démonstration de la proposition de III.

Démonstration du corollaire. I suffif d’apphquer Ia propo-
sition 3 & ni et my, et d’utiliser la proposition 2 pour revenir & A et u.

1II.  Démeonstration des inégalifés de I, ¢ avec la méthode de II.
Soit X la surface d’équation X3-++¥3-1Z3-+ T3 =0 (geQ, g #0) dans
P?). Rappelons que # est l'application rationnelle de X dans elle-méme
définie par:

0: (X, 7,5, T (Y +2¥X°, —(X*+2XT7), Z(¥°—X%), T(F*~X%)).
Les pofnts ot. 8 n’est pas. définie sont les points P; (i =1, 2,'3) de coor-

données (0, 0, a;, 1) avee ai-+¢ = 0 (par point de X on entend désormais

~ point & valeur dans Q). Ce sont d’ailleurs les points multiples des fibres

dégénérées. On note Xg = & X gpe.oSDEC Q Appelons D, (i =1, 2,3, 4)les
diviseurs Gal(Q/Q)-invariants sur Xp induits au moyen du plongement
Z5o, Py par les diviseurs de Pj d’équations respectives:
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3
D, 0=Y'42¥X° =¥ [[(Y+43X),.
i=1 3
D, 0= —(X'2XY") = X [[(X+5,Y
=1
Dy 0 =Z(¥-X) = Z(Y-X)(¥—jX)(¥ —j*X),
D, 0=1T(V-X)=T(Y-X)(Y—jX)(¥—j2X).

Soit p: Zy-»X éclatement de X en les points Py, P,, P;. Cet éclatement
peut se faire sur @, puisque les trois points sont globalement rationnels.
Soient lp , p,, Iz, 108 courbes exceptionnelles de premidre espéce obtenues
sur Z,5. Le divisenr lp +1p, +1p, est Gal( (Q/Q)-invariant. Soient Dj, D
les transformés propres respectifs de D; et D,, et soit A le transformé
propre du diviseur induit sur Xz par le divigeur de PQ d’équation
Y5—X% =0, On a les égalitds sumivantes dans le groupe des diviseurs
de 216:

(D) = D+ 4l -+ 4lp, +4lp,,
P*(Dy) = Dy+dlp +41p, +4lp,,
7" (Dy) = p*(Z)+ A+ 81p +3lp, -+ Blp,,

P (Dy) = pHT) +4+38lp, +Blp, + 3,

olt Pon note abusivement Z et T’ les diviseurs de Xy découpés par 4 =0
et T =0, '

Pour démontrer la premiére égalité, il snifit de voir que la multipli-
cité de chaque diviseur #¥ +vX intervenant dans D; est, en chaque
point P;, exactement égale & 1. Si cette multiplicité, qui est au moins
égale & 1, &tait supéricure & 1, le plan 4¥ 49X = 0 serait tangent au
point P;. Or Péquation du plan tangent en P; est «tZ +¢T = 0. La dé-
monstration des autres dgalités est analogue.

Les diviseurs obtenus en enlevant 3ZP1—1—3ZP +3lp, 4 chacun des

p*(D;). sont encore Gal_Q/Q) invariants:

lD1 +ip, e, iy,

D +lp +1p, +1p,s
p*(2)+4,

p*(T)+A.

Ts sont lindairement éguivalents entre eux et le faiscean inversible qui
Ieu1 est associé est : :

p ( (0P3( )))®051 O ( —3tP1 — 3, 311?3)_ |

-0l ¢ désigne le plongement de ¥ dans P2

()

icm
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Cherchong les points communs aux diviseurs de (). Comme D, et
D, n’ont pas d’autres points communs que les P;, les points communs
de Dy et D, sont & chercher sur les lp,. Au point Py, il est facile de voir
que & = X/T et y = ¥{T sont des paramétres Iocaux. Done donnés
(4, 'u)eQ et (u',2')eQ° tels que wp' —u'v 5= 0, ur-+oy ef w'o-+o'y sont
encore des paramétres locaux. En particulier, il est impossible de tronver
ger:@,Pi (éléments inversibles de Pannean local de 2y en P)) tel que
(@ +ovy)—g(v'w-+v'y) appartienne a mp (ot mp, est P’idéal maximal
de Ozg.p;). Ceci montre (ef. par exemple [10], p. 20} que Déclatement
en P, sépa.le X -FoY =0 et w' X420 Y = 0. Appliquant eéci & chacnne
des composantes de .D, et D,, deux &, deux, on obtient que D; et D, ne
se rencontrent pas. On voit de méme que I et A, respectivement D, et
A n’ont pas de point commun. Par ailleurs £ = 0 ne passe pas par P,,
done p*(Z) et Ip, n’ont pas de point commun; de méme pour T = 0 et
Ip,. 11 résulte de ceci que les seuls points communs aux diviseurs de (=)
sont les points de Ip, nd (i =1,2,3); on voit facilement que ces points
gont gimples sur 4, qu'ils sont globalement rationnels et ont la conti-
guration:

Ip, . Ip, lp,

soit nenf points P, (i = 1,2,3; j =1, 2, 3). Faisons éclater ces points:
g: T2, avec g défini sur Q. Notons Ip, la courbe exceptionnelle de
premiére espéce introduite par 1'éclatement de Py, et notons ¢'(D) le
transformé propre du diviseur D. Ecrwous les transformés totanx des

divigeurs de ( )
+ 2 q'{Ip,) +Z Loy !

g (D, +1p, +1P2 “Hps) = ¢"(Ds) ‘f“é__, 4 (p,) ‘[‘ZlPﬁi

q (-D +ZP1+EP2+ZP3 = q%(

¢ (p*(2)+4) = ¢ p* @)+ A)mf-zlpﬁ,

+ 2 IPI.?

7 (p" (T)+A) =q (sp
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Si maintenant on enléve 2 Ipy 4 chacun des diviseurs ci-dessus, on vérifie

gque les diviseurs obtenua, qui sont G&I(Q/Q)-lnvarlants, n'ont aucun
point commun.

L’application fopog esh donc morphique, et l'élément de Z++( .

asgocié i I’a.pplzc&tmn rationnelle 0 est
0ﬁ3 Z‘Pi_zpﬁ,
T ¥

ou 1, désighe la classe des sections planey de X dans N(ZX).

Par Ia niéme méthode, on voit que le systéme associé & ’application,

@ (notation de T, e} est A,— Y P;.,On voit aussi que le systéme associd

oy oest Ag—D'Qy, ol @, {(§ =1,2,3) sont les points de IJ(Q) tels que
Z=T=0. :

Proposirron. 1) Il existe un owvert Q de Z, inelus dans Qom0 e
une constanie réelle O, tels que:

VPe(Q) ps (B(P)) < 3hP1(q7(_P)) +hpa(PY4C.
2) Il ewiste un owvert 2 de X, inclus dans N0, et une constante

réelle O, tels que:

VPe2(0) hps{6(P)) = 4hpm [p(P)) +0.

3) IU ewiste un owvert @ de X, inclus dans Q,nQ,, ¢t ¢ dans R, tels
que:

YPeQ(Q)  hps(P) < hpi(p(P)} -+ hp1 (p(P)) 0.

4) Il emiste un ouvert Q de 2, in@l@s dans 2,nR2,, et C dans R, tels
que: ‘
VPeQ(Q)  4hp(p(P))—C < hipa [0 (6(P))) < 4l (p(P)) + €
Démonstration. 1) On a:

42—3213 yp, [(

ﬂ

Zo— 2191.) + 4] - ZP,.j.
Posons "
Np— 5‘11,

'l.

y——4l—3 et 1%3(3—}“) Ao

Leg systémes A e u sont dang 22, eb Ay = ZPU est dang 27 (%),

eomme on le voit dans N(X,), ol par 1’1som0rplusme de IT, a, 1’élément
ZP.U de Z,(ZX) est identifié & 2 Ip,; = 0. Apphqua,nt les propositions 2

et 3 de IT, on obtient l’1néga11te annoncée,

icm

FVariation de la haufewr 13

2} De méme

—3213 2@ =42 42}* +Z(

i

2 %)

Tci P;— 5‘1’ est dans Z*(X) car son image dans N (X} est le transformé

propre de lp, par ¢, lequel.est positif. On a bien:
(410—3213{ S’Pﬂ) (A - S’P)
1

e ceci démontre 2).

3) Le diviseur D induit sur X par le diviseur de P* d’équation
X5+ Y* =0 est aussi le diviseur induit par Z2+¢T? = 0. D’aprés la pre-
miére équation, la multiplicité de D en un point P; est supérienre ou
égale & 3. De méme, d’apréy la deuxidme éguation, la multiplicité de D
en uh point Q; est supérieure ou égale & 3. Introduisons ’éclatement de X
aux points P, et ¢, soit »: F—+X. On a: '

P*(D)=3 Dlp,—3 Y1, >0,

ol Ip, et I@i sont les diviséurs éxceptionnels introduits par 1’éclatement.

Ceci montre que on a:
32 —3 P,—3 S‘Q cZH(Z

On a: _

Z Qz) =%yt pt,

i

(o= 22 + (20

|3

po=he= NP— 30, et
4 £

et Ie corollaire de LT, nous obtenons le résulta.t

™ 8ueZt(Z).

Appliquant la proposition 2
annoncé.
4) Tt suifit de considérer I'application rationnelle, morphique, de |

Py dans Pp, donnée par:

(X, ¥)—>(¥*+27 X3, — (X' 42X YY)
et d’appliquer [3], p. 64. Ceci montre que-’on peut prendre ici

9 =0, =Z—{P, Py, Py}
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En fait, Panalyse des démonstrations des propositions de IT permet;
de montrer que les inégalités obtenues ci-dessug sont valables dans les
ouverts indiqués en I, e. Le fait gue (i) et (ii) soient valables sur des
S-ouverts provient de ce que le 2 — u correspondant est dans Z+(Z)~Z,(2),
ce qui n'est pas le cas pour {iil). La note (1) de I, ¢ montre ainsi que I'on
ne peut pas, dans I, Propogition 3, remplacer k,-3 h, par h, e By

En conclusion, on voit que les inégalités (i), (ii), (ifi), (1v) sont dans
un sens, les meilleures possibles. Pour obtenir une estimation , exacte”
de hps{8(P)), 1l faudrait introduire une application rationnelle dont le
systéme associé comporte les points F.

IV, Reecherche d'ume hauteur de Tate. Les notations sont les mémes
gqu'en I, ¢. On note 2 Vouvert de X complémentaire des points multiples
des fibres dégénérées. L’application rationnelle § définit un morphisme
de £2 dans £, et p est morphique sur £. Ceci permet de parler de P
et de @(6"P) pour P dans 2(Q) et n entier positif.

* ProposITION 1. &) Pour fout P dans 2{(Q) la suite 4 " hpa(0"P) tend
vers une limite D(P)., Cette limite satisfait: : '

D(OP) = 4D (P).

b) Il ewiste une constante réelle C telle que, pour tout P dans Q(Q),
on aul: :

B(P)—0 < hpa(P).
Démonstration. Posons _ .
%, (P) = 4™ " hp1 (99(6"}?)) et 5, (P) = 4 " hm{0"P).

Fixons P, et posons u, = w,{P) et w, = v,(P). En appliquant (iv)a §*' P,
on obtlent [t — 2y | < C, /4", ce qui montre que la suite w, converge.
Appelons sa limite @(P).

En appliquant (ii) & 6*7'P, on obtient:

o)) V=1 o, >, 0,4
6*~1P, on obtient:

En appliquant (i) & _
' 1 3 ¢,

2 Yozl w, “‘Z’Un_r‘ézun-:‘i”;?-
Des deux derniéres inégalités résulte:
. ) o
Vnz=2 Vo~ Vp_y g;— (Uyy —Bp) ;—,}
3 3 C, c,
= 71 Fa + T\ T

o

icm
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soit:

¢

30, R Y =2 Mp_y) +O AL

U Up_y = %(i‘%—l -
ce qui implique:

3¢, G G

TR ST T T

HC{GER Yu=2

C‘ . -
340 est donc décroissante. Comume la suite #,
est minorée par zéro, Ia suite w,, est minorée, done convergente. Appelons

La suite w, =79, +

converge aussi vers I. De (1) résulte

Cs

3-47
= ®(P). De (2) résulte I < @(P). Faisons maintenant varier P De
ﬂ+1(1’) = 47"} (67 0F) = L, (6P)

résulte P(OP) = 4P(P). Ceci achéve de démontrer a).
Lia majoration

g,

() =

U, LP)<
est indépendante de P. Soit ¢ la somme de la série C,/4". On obtient:

|8(P)—h{p(P))| < €

11 est olair que PPon & hpi(p(P)) <

{3) VYPe2(0)
Eps(P). Combiné avec (3), ceci donne:

VPeR(Q) hps{P)= O(P)—
Considérons maintenant la famille de courbes elliptiques (F, P};, z, o)
définie comme en I, ¢ dans Pj X,Pp par les équations: :

X4 V3423 4gT% =0 (geQ, 4 #0),
Zv—Tu = 0.

Notons ¢ Fc;,P’ Ie plongement obtenu en utilisant le plongement de
Segre, et notons # I'application rationnelle de ¥ dans elle-mame étendant
la multiplication par deux sur la fibre générique. En utilisant la propo-
sition 1 ci-dessus et le lemme 2 de I;b on obtiént facilement:
PrororITION 2. 1) Pour tout P dons 2(Q) la suite 4~ ”h A0™P) tend
vers une limite O(P), vérifiamt O(0P) = 4D(D).
2) Il ewiste ume constante réelle C t8le que:

VPe2(Q) O(P)+h(P)—0<h(P).
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3) I ewiste une constante réelle ' telle que, pour tout P n’appar temmt
pas auz fibres dégénérées:

h(P) < @ (P)+2h,(P)+C.

4) L’encodrement obtenu en 2) et 3) est le plus fin possible, en ce sens
que, dans le cas ¢ = 3, sl ewiste vy, ry, C dans R tels que, sur le complé-
mentaire (2 des fibres dégénérées, on ait:

VE2'(Q)  P(P)+1h(P)—C K (P) < D(P)-Froh,(P)+C

alors ¥y < 1 et 1,22 2.
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On basis problem for Siegel modular forms of degree 2
by

Mroaro Ozexr (Okinawa)

1. Introduction. In the theory of modular forms of a complex
variable there iz a famous problem so called as “basis problem? (for
the details see [3]). In [1] van der Blij treated the special casec of the
above problem. His main regult can be stated as “the space of modular
forms of level one and of weight k is spanned by the theta-series attached
t¢ positive definite even integral gnadratic forms of determinant unity
if and only if the weight & is a multiple of 4”. In this paper we shall treat
the corresponding problem in the case of Siegel modular forms of degree :
two. Our main result iz the following:

- THEOREM. Let M(2,%) be the linear space of Siegel modular forms
of degree 2 and of weight % (k is an even non-neguiive integer), then M (2, k)
is spanned by theta-series atlacked to positive definite even integral quadratic
forms of determinant wnity if and only if k is o mulliple of 4.

" The proof of this theorem rests partly on equipment and precise
observation of certain positive definite even integral gquadratic lattices
of determinant unity and partly on the work of Igusa [6] which deter-
mines the graded structure of Siegel modular forms of -degree 2.

2. Some preliminaries. Let §, be Siegel upper-half space of degree
2 and ¢{r) be a Siegel modular form of degree 2 and of weight %, then
¢(r) can be expanded in a Fourier series

(1) . w(x) = D a(T)e™,

.p

where T runs over the set T of all pesitive semi-definite semi-integral .
matrices of size 2 and ¢(T'r) means the trace of the matrix T ([11), [61).

Prorosirion 2.1. Let

(1) = X (D) and
2“0

= Np(T) et
I

2 - Acta Arithmetica XXXT1 - '



