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For a given ¢ = 0, we choose

U =explexp[(l—¢)jl} and W = exp{exp[(L-+s)]]}.

By Theorem 2 we get that the left-hand sides of (21) and (22). tend to 0
a8 ©->+oco. Bince the above U = U(w)~>+o0 with «, for U < p, < W,
we can apply (18) and (19) and we get

5" ( . log g;,,(n)
PN ek A
._,

28)
) logg;(m)

> 2, gj("':!") =.'pk)
U<gp< W

= {1+o(1))e v n: U< g(n) < W).
Another appeal to Theorem 2 yields that, for our j, as @— - oa,
v(n: U< gp(n) < W)-»1,

and thus (20)—(23) lead to the conclusion of Theorem 3. This completes
the proof.
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Uber die maximale Norm der ldealteiler des Polynoms
az™ -+ fy" mit den algebraischen Koeffizienten -

von

8. V. Eorov (Minsk)

1. Einleitung. K. Mahler bewies {16], daB der allergr6f8te Primtfeiler
P des Polynoms :
(1) Gz, y) = az™ +by", _
wo mz2, n=23, a =0, b0 ganz und rational sind, unbegrenzt bei
X = max(|z|, ly])-—+o0, (&,¥) =1, wichst. Um das Verhalten von P zu
erforschen, betrachtete K. Mahler Ergebnisse von C. Parry [17] fiber -
die p-adische Verallgemeinerung vom Thue—Siegelschen Satz. Da sie
nichteffektiv sind, war es unméglich anch im Prinzip die Geschwindigkeit
des Wachstums von P bel X oo festzusetzen. '

Zum ersten Male brachten A. Vinogradov nnd V. SprindZuk [2] (%)
das prinzipielle Sehema. der Effektivisierung des Ergebnisses von K. Mahler
fiir m = n > 3, wenn &(x,y) die irreduzibele binire Form ist. Spiter,
wenn J. Coates [13] und V. 8prind#nk [7} die Gleichung von Thue-Mahler
analysierten, bekamen sie explizite Abschitzungen fiir P im Falle, daf
G (x, y) eine bindre Form ist (sieh ausfiihrlicher [4] und [1] auf den: Seiten
200-211). ' o _

Auf die Moglichkeit der Effektivisierung (1) deutete V. Sprindink
in [8] hin. J. Coates [14] realisierte diese Maglichkeit, wenn m = 2, n = 3.
Er setzte fest, dal der allergréBte Primteiler die Zahl

1073 (Inln X )1

itbertrittt, wenn (z, y) = 1. In diesem Artikel bringen wir einen effektiven
Beweis des Ergebnisses von K. Mahler [16] und 1osen die dhnliche Aufgabe
fiir relative Korper. Sei, K ein gewisser Kérper von algebraischen Zahlen
des Grades [K: Q] = 4 tiber den Kérper der Rationalzahlen Q, wo G (=, ¥)
=ar™+fy" (m=2,n=3,m #£n) ein Polynom mit Koeffizienten
aus Zg-Ring der ganzen Zahlen des Kérpers K, #,ycZgund (z,9) =1
ist. : ‘

1y Konkret, warde die irreduzibele binire Form G {x, y)- in allgemeiner Form
betrachtet. :
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THEOREM. Wenn G(x, y) ein Polynom der hindeutenden Form ist, dann
gilt die Abschitzung

(2) Np)> e (nh ¥inlnln ¥NyY2, N> N,

wo N = max(|Nm(z)l, |Nm(y}), e, >0 und N, durch die Parameler
des Polynoms G(w,y) und .des Korpers K effeltiv definiert werden, fir
die mazimale Norin N(p) = P! (1 < f< d) der Primideale p; diein G (o , )
geht. ' . -
Die Uberlegungen von K. Mahler [16], die mit effektiven Abschit-
zungen von Werten der Lisungen der verallgemeinerten Gleichung von
Thue—-Mahler [4] ergdnzt sind, liegen zugrunde dem Beweis des Theorems.
Auf die Moglichkeit der Gewinnung von Abschitzang der Form (2) im
gegebenen Aspekt wurde von V. SprindZuk hingedeutet, wenn K = Q
(sieh [1] auf den Seiten 212-213).

Mann soll auch bemerken, daf es fiir ¥ (p} eine scharfe Abschitzung
im Falle m = a = 4 giht, wenn G(x, y) die bindre Form des speziellen
Aspekts ist (sieh [4], [3] und der Satz aus § 2).

2. Hilfsbehauptungen. Weiter werden fiir uuns einige Hilfsbehaup-
- tungen niitzlich sein, die wir anfithren.

Durch {5] bezeichnen. wir das Maximum von Absolutbetragen, die
mit der algebraischen Zahl # konjugieren (die Bingeschaften der Funk-
tion |...| sieh, z.B., in [9]).

Sei L ein Korper der algebraischen Zahlen des endlichen Grades
[L: Q] = r iiber die Rationalzahlen Q.

Limna 1. Ewistiert so ein wollstindiges Sysiem der unabhamg'zgm.

algebraischen Hinheiten ey, ..., e, des Korpers L, daf

|s-]< exp{czRL} Q<i<lh; kgr—1),

wo ¢, > O gffektiv durch v definiert wird, Ry ein Regulatoa’ des Korpers L ist.
Sleh [18] und Lemma 1 in [4].

LEvmA 2. Wenn &<k und Nm (&) # 0, dann existiert so eine Binhest
aeL, _daﬁ

e8] < cxp{es Ry} | Nm (&),

wo ¢y > 0 effektiv durch r definiert wird. v

Bieh Lemma 4.5 in [9] und Lemma 2 in [4].

Am Ende der Arbeit [4] wird hervorgehoben, daB ihre Ergebnisse
fiir bindre Formen des Grades m 3> 4 gelten, wenn sie micht y,auBeror-
dentlich” sind. In [4] gaben wir die Definition der ,,auBerordentlichen”
biniren Formen mit algebraischen Koeffizienten, -wenn. sie nicht iiber
den Ausgangskorper irreduzibel sind. Der Fakt der Trreduzibilitét der

icm

Uber die marimale Norm der Idealteiler ’ 221

Formen wird in der Stichhaltung der Ergebnisse [4] benuzt, insbesondere
im ,,Schltizseltheorem’ 1, aber mur um das zu beweisen, daﬁ eshein =5
keine ,,auBermdenthehe" binare Form existiert (sieh [4], Lemma -
Alle iibrigen Momente, die mit der Irreduzibilitit der Form verbunden
sind, kann man leicht fiberwiltigen (sieh den Beweis des Theorems 1, [40).

Gleichartig kann man auch den Begriff der ,,auﬁerordenthchen”
bindren Form einfithren, ohne seine Irreduzibilitit zu fordern.

Sei F(x, y) eine b]’nélre Form des Grades » > 4 mit Koeffizienten aus
Z,, Ring der ganzen Zahlen des Xérpers L. Wir nennen sie »aulberordent-
lich”, wenn es so eine Nummeration von ihren Wurzeln 015 ..., B, gibt,
daB die Gleichungen

6, — 6,
6, — 6,

b6, 12,

5 _
) b6, " 1%

fiir alle Tndexe k,1 (k= 1;3 <k, 1<n) erfillt werden, wo £, &+ 1
verschiedene Wurzeln aus 1 sind.

Es sei
(£) Flz,y) = 'J"imn'_{'?"zyn?

WO ¥1, YasZy,.
Lmywa 3. Bindre Formen F(z,y) der Qestalt (4) sind keine ,,aufer-
ordentlichen’. .
Beweis. Wirnehmen die Gegensatzlichkeit an. Es gibt so eine Numme-
ration der Wurzeln 84, ..., 6, der Form F(z, y), daBl die Gleichungen (3)

existieren. Aus (4) folgt

' ; pr2m
(5) S G=pfnlte t (0 i<in—1),

Wo ¢ = arg({ —ysfy,). Wir setzen (5) in (3) ein und hekommen nach offen-
baren Umformungen -

P ca A=l

_ 1—g- " gt ® 1—&,
(6) 2T ; AE=1) " : AT - 1— Cz
e —g M 1l—e ™
fiir beliebige Indexe %k, (k s21;3 <k, I < n).
Wir analysieren den linken Teil (6).
' : k-1
(A P ot S vt T o SIN b
l—e ™ ,_e_f?.e oo—e " e_iT-' N
p2r pakey T L Y k-2
g ¢ " e " —g " : . Rin ™
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to
LD
[

Gleichartig formen wir den zweiten l\Iultlphlum’ror im linken Teil {6)
um, Im Ergebnis haben wir

k—1 1—2
gin —
n n 14
- . . - ==
(7} F—2 L =1 1-=§
sin - RN - T
’ 7] n

fitr beliebige Indexe &, I (k # I; 3 I, < n).

Der linke Teil (7) ist eine reelle Zahl und wir bekommen entsprechend
dem Lemma 3.4 aus [10], daf {;, = 1, und das steht im W1delspru(h zu (3).
Dag Lemma ist hewiesen.

Sei die binfire Form F(x,y) der Gestalt (4}; a, 94, 81y ...; 8 eZL,
Tdeale {9,) sind die Potenzen der verschledenen Primideale p, aus Zy,

(8) = plt, 1> 0 (1<U<s), wobel N(p) =g (L<fi<r), P = mox(p)

(1<igs).
Wir betrachten die Gleichung
(8) o Ple, ) =yt 8,
wo t eine gewisse Hinheit aus L ist, .
Aus den vorigen Uberlegungen und aus Lemma 3 folgt die Behaup-
tung .
SaTz. Es existiert so eine Binheit EeL, dof es fitr alle ganzwertigen
Lisungen z,y ey, und rvationalen v, 0,...,8,20 der Gleichung (8),
gilt
(9 In {max(gﬁﬂ ]Cyl plat | platsts))
< 6, Ry(Rg+shgInP) {GZP”(In N (pa)| + sthP +
. 148
+ (I Hp+1n |Fm(a)]) (Bg+ helnP))—* +
+ (03 7 S P (R + haIn P4,
wo entsprechend Ry, ein Regulator des Korpers L, Bg und Tig— Regulator und
Klassenzahl der Ideale des Zerlegungshirpers G der Form Flz,¥),

Hy = max(fy], ]y2| £ die beliebige Zahl aus dem Imtervell (0,3%) sind,
die positiven Grifen oy, oy, og durch den Grad des Hiorpers L und den
Grad der Porm Fl@, y) effektiv definiert werden, o, = 4(sr+g+1){(1+ £)/¢,
g ={G: Q).

3. Beweis des Satzes. Es sel
(10) . (G(ﬂ?, y)) = pil .
: 'die--ZerIegung {G(#, ) nach den Potenzen der Primideale pi,..., P,

(0, y)la,

in Zg, N(p) =pft, 1<fi<d, P =m%x(pz) (1<l<s). Wenn hg — die
. ( : .

icm

{12)

Cber die mazimale Norm der Idealteiler 223

Klassenzahl der Ideale des Korpers K ist, dann wird angenommen, daf
2p = hgw,+w), 0w < by (1< 8}, was wir aus (10) gewinnen

(G{‘E: 3 ) = {7) (8" ... (8,)%,
wobei (7) =p,*...p; :(‘)z) =¥ (L<I<s), woher
(11) G2, y) = 7' yal ... %,

‘7' eine gewisse Einheit aus K ist.
Weiter sei w; = mo,+1v;, 0 <oy <m (1 oy

- 6:3. Da

<l<s), o = — yé

[Nm(a)] < e, PP,

Wwo ¢, >0, ¢;> 0 durch die Parameter dex Korpers K und das Polynom
G(x,y) effektiv definiert werden{®), dann wird so eine Einheit 7' c¢K
mfolge Lemmas 2 gefunden, daB

TR
T a'i< e Pt

Nehmen wir an in (11) " =+"d, f = — ™18, X = aw wd ¥ =y,
dann gilt

(13) Xm—%a”('r”)"“l(éfl
Anf Grunde Lemmas 2

avs i ﬁ Yﬂ
kénner wir schreiben
(_L_u)ml — 81111 ‘uk ( d 1)

wobei g,..., 2 ein System der unabhang1gen Einheiten des Korpers
Ist. Wird berueksmhtlgt, daB ; —mu i, 0wl <m (1<i<h),

@ = a’g ., e:k wmd z =g ... ,fafl ... 8%, dann nimmt (13) die
Form -

(1) G(X,2) =X" Lo, 7" = B, T

an, wobel aus Lemma 1 und Abschitzung (12)

(15) lay] < ¢y P*°

folgt.

Wenn o eine Wurzel der bindiren Form (X, Z) ist, dann schen

wir aus (14), daB die Zerlegung nach den ganzen Idealen im Korper K,
= K{w)

'.(X—wa)( (X, Z)

ﬂ") = (.31 ")

(#)Weiter werden die GroBen e, cq, ... die selbe Bedeutung haben, wie ¢4, ¢5..
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gilt. Nehmen wir an, daf pY X —wZ) und

@.(X, Z)
o 5= sl
Aus (16) folgt pU|(f, ¥*) und wir nehmen U = T, T, an, wo
“u(g) und pTE(T™).
Sei U, = nU, dann gilt: '
an : P "B T,
wobei pY1)(8,) und p7s(Y). Jetzt nehmen wir an, daB q|(X —wZ) und
G (X, Z)
( S 2"“) = 1.
Merken wir an, daf X = w% (mod q} und
G (X, Z
S =0 (moaa),
woher infolge (z,%) =1 G1{wZ,Z) = G(w,]) =0 (modq), wo
. oa, (u, v)
CGw, 1) = 7_—161‘; : _—

Wenn q” §{X —Z), dann q"{(§, ¥") und wir nehmen an V = V,+ Vs,
wo q'1(f;) und q"2|(¥Y"). Sei V, =aV,+V,, 0< V, < n, also,

{18} QBT wnd g7 (e, )P
Anf diese Weise folgt es aug (17) und (18), daB

(19) _ (X —wZ) == gb",

wobel .

(20} L (BG4 (e, 1"

und B|(¥).

In den Umkehrklassen zn den Klagsen der Ideal a,d befinden gich
entsprechend ganze Ideale a,, b, mit den Normen die nicht gréBer als
|Dg, [* 5ind, wo Dy die Diskriminante des Korpers K, ist (sieh [3] auf
der Seite 120). Aus (19) gewinnen wir

(21) (@ B2) (X — wZ) = (aay)(6b,)".

- Weiter merken wir an, daB (an,) = (#') und (a] b")
ideale sind, wobei

(A"} die Haupt-
| Vm(p < ()ID AR
(22)

¥ (2)] < | D e,

icm
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Anuf Grunde der Abschitzung (15) haben wir

(23)
woher

I‘—”J.< € P,

I (w, 1}“] < g PIS
und infolge (20)

(24) < |¥m{ (6 (0, D)"Y < 0, P,

Jetzt schétzen wir (D | durch P und s ab. Nehmen wir an, da8 K = Q(6),
dann dividiert die Differente des Korpers K, die. Zahl :

S{Byme™ 1,

wobei §(8) — die Differente der Zahl 8 ist, und die Diskriminante Dy ,
als die Norm der Differente des Korpers K,, die Norm dieser Zahl dividiert
{sieh [3] aut den Beiten 131-147). Also infolge (23), gewinnen wir

(25) ' WD g | << e PO,
), (24) und (25) haben wir
{26) max {|¥m (u')], INm{A)|} < e, P1o°

und behaupten anf Grunde Lemmas 2, daB die Einheiten x;, », < K, gelten,

fitr die
(27) 6], [27]) < exp {en B } 0y P2,
WO 4" = #yp' A" = %34, Ry ein Regulator des Korpers K, ist.

In (21) gehen wir von Idealen zu Zshlen

(28) x- )"

wh = i,

ETF
itber, wo (') = bby,
o= (M ()™ (A< dm—1),
&ry..., 8, ein System der unabhingigen Emhelten in K, ist, " dabei

mfolge Lemma 1 und 2

(29) ] < explenBr} (@ <ji<h).
Aus der La,ndauschen Ungleichung [15]

)dm-l _

R, < oD (1n D,
) folgt, dafl

und ‘der Abschitzung (25 -
By, < 6, PO,

(30)
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Nehmen wir an, daB n; = nu;+n, 0 <0 <0 (A <j<h)

(1) , po=p"(e)™ e,

. - 1" Cor, oy ; r n,'
(32) A= g = ) L )™,
dann nimmt {28} die Form
(33) X —oZ =%(77")"

an und infolge (26), (27), (29), (30Y, (31) erhalten wir die Abschétzungen
(84) wmax (| ¥Nm (g)|, |Nm(2)]) < ey, P2,
< exp {eyy P30%),

Otfenbar, die Gleichungen und die Abschéitzungen, die (31), (32}, (33)
und (23), (26), {34), (35) entsprechend analog gind, fir beliebige Wurzel
@ = &y, ..., 0, der bindren Form & {X, Z) gelten. Wir kénnen also fiir
beliebige Indexe 1§ (1<1,j< m) schreiben

(36)  Flmsy ) = mf —{u; )"~ ].M]Z'z??} = g A" A A (e — wy) 071 L B,

(35) L max(ld, i)

) 2] 17}
=iy =, T =8t Eick

Fmeren wir irgendwelche Indexe 1 und. j, znm Beispiel, 1 = 1 und
J =2 Wir haben die (leichung im Korper K, = K{w,, w,) in Bezug
auf dle Unbekannten #,, 7y, », > 0, > 0. Betrachten wir die folgen-
den TFiélle: (I n> 4 und (II) n = 3

(I) Bs ist klar, daB (36) die Gleichung der Form (8) ist. Zur Abschét-
zung der ganzwertigen Losungen ist den Satz aus §2 andwendbar, und
wir bekommen die Abschitzung der Form (9). Durch P und s schitzen
wir die Parameter ab, die in diese Abschéitzung hineingehen.

Wie friiher, stellen wir fest, dal die Abschitzung

(37) "Ry, < g, P32f
fiir den Regulator RK des Korpers K, gilt.

- Jetzh scha,tzen wir Eg ab, den Regulator deb Zerlegungkbrpers
K, = K;(6,,...,8,) der Form F(m, n)y wo 0, .. die Wurzeln von

Fin, ne) sind. Da, die Dlskr1n11nante Dy, des Korpers K, die N orm der
Zahl

WO 17;

5(9}% (w0, 108
diﬁdierﬁ, infolge (23} und (34) .
(38) : K iDK;.)f < gy PP,
also aus der Landauschen Ungleichung folgt
(39) | Ry, <-0,P3,

e B
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Auf Grunde der Ergebnisse der Arbeit [15] und der Ungleichung {38)
echlieBen -wir, dab

{40) hg, < o3\ Dy, m(ln 1D,
wo hg, die Klassenzahl der Ideale des Korpers KL isf, @' = [HK,: Q]

L dmim—1Lnk
Weiter merken wir an, 4afl infoige (23), (26) und (35)

tan8
U gy, PUB95,

(41) Hp < exp{e,, P}
und '
(42} ’ [N (3,)] < e, P55,

Darans, weil (#,¥) =1 und avs der Abschitzung (23) folgt, dal
l ' {1 )l (we— wy)
und )
{43) ' [INm (g — )] < 05, P45°, .
Die Gleichungen (37%), (39), (40), (41); {(42) und (43) zeigen, dafl in

diesem Falle die Abschéitzung, wenn £ = 1, die Form
. s

@y In {max ([0, [fms]) } < e P

annimmt, wo { eine gewisse Kinheit aus K, ist.

(I} Dz F{x,,n,) die kubische bindre Form ist, ist die direkte
Anwendung des Satzes aus § 2 unméglich. Deshalb benutzen wir fiir die
Analyse der ganzwertigen Lisungen (36) die Methode, die in [11] gezeigh
wurde.

Fir die Einfachkeit der Bezeichnung nehmen wir an, daB

{43) A = —{uda)ushyy, B = (p1ds)2 A1 ds(00y — )
und betrachten die Gleichung
(46) F (55 0a) = 'f'_A??g = tB&1 ... .

s seien 8,, 0,, 0, Wurzeln der bindren Form P, (5, 5,), K = K {0, 05, 05)
der Zerlegungkorper von Ty {1y, n,), [Hy: Q1< 6dm(m — 1), Zg, und g, der
Ring der ganzen Zahlen und die Zahl der Ideale des Kérpers K.

Mit Hilfe von den Standartiitherlegungen (sieh, z.B., [5]) bekommen
wir aus (46)

(A7) m—Op =mer M. 0 eV = A,

*

ier T
e ) ML (g =
(i =1,2,8;i<

38 r<d —1),

wobei g, = T (1<1<t), die Primidesle B, ..., % ans Zg, in die
Primidealen p,, ..., p, hineingehen, sl, .oy & ein System der uwnabhin-
gigen Pinheiten in K, ist, dabei

(48) max (| ¥m (), }Nm(ez)i)z 04 P75
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und
(49) max ([, [ed, [e]) < exp {ou P57}

fiir beliebige Indexe 4,7 (4 =1,2,3;1<I<; 1<)
Bliminiert man », und », aus {47} so bekommt man
(50) (8y— ) Ay — (B, — O} Ay — (B, — B3}y = 0.
Nehmen wir an, dafl
Uli = 4’U$z+ UZ; 0 ‘<~ U,l: < 4’: ij' = ‘1V;"1‘+Vg"1€7 0 ‘-<~ V;: < 4
(¢ =1:2a351~€1€t§1<j<7");

s = (&)L (g)7,

o o o —
t "
(51) Ay = (0 —0))m0 B & ) MLl (E;I) r3:
W, o . v
B, = (b, —O)myo .o Ple) P (6)
nnd
Ul Uy, o Y13 Vs
. o= “en & . .o [E
(52) 1= 6 ) o “er) (&) ’

w= o g ) )
dann nimm’_ﬁ (50} die Form
(33) Fy(n, m) = Aysi+ Bk = o(8,— 6,)of 11 ... P
an und infolge (34), (35), (45), (48), (19) und (51)
max ({¥m(A,)], [Nm(B,)|) < e, P, max(]ﬂ,-[ﬂ) << exp {e; P55

Die Gleichung (33) hat die Form (8) und der Satz aus § 2 ist hier
anwendbar. Alle Parameter, die in die Abschitzung ihrer ganzwertigen

Losungen hineingehen, werden analog wie ( I) abgeschétzt und wir bekom-
men :

(54) In {max (2], [£,7

)} < e P’

wo {; eine gewisse Binheit ans K, ist.
Aus (47), {49}, (52) und (54) folgt
(55) In{max (2, m,], [f7a])} < 00 P07,

“Aus den Abschitzungen (44) und (55) folgern wir, daB

(56) - In{max{[Fm(a)], |[Fm(y)])} < ePar..
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Da s <x(P)<cP/mP wo ¢ die Konstante von Tschebyschev
ist (sieh {127 auf der Seite 850), folgt (2) aus (56). Das Theorem ist bewie-
sen.

4. Schlussfolgerung. Die Abschitzung der Geschwindigkeit des
Wachstoms von ¥ (p) durch ¥, aber nicht durch max (Tﬂ , E;), ist im Grunde
genommen treffend, wenn K mit ¢ oder mit dem imaginiren quadra-
tischen Korper nicht zusammenfallen. Das Spezifikum dieser Tatsache
in demselben besteht, wie es im Falle der varallgemeinerten Thaue—3 ah-
lerschen Gleichung ist [41-[6]. ' -

Tatséchlich, sel § eine gewisse Rinheit ans K, |§|> 1. Multiplizie-
ren wir die beiden Teile (10) mit 6%, wo z> 0 eine ganze rationale
Zahl ist, & = mm, = nn,, dann nimmt (10) die Form

(G, 6My)) = ph ... pZ
an. Bei z—>oo ist es klar, daB
max (|8 ], [§"1y]) - co

und dalB N(p;) (1<!<s) begrenzt bleihen. Deshalb ist die Erforschung
des Wachstums von ¥ (p) hei ¥ —oo ganz begriindet.

In der Absehitzung (2) spielt der Exponent f eine unbestimmte,
in einem gewissen Male, Rolle. Fiir die restlose Elarheit kann man die
maximale Primzahl P mit Vorbehalt (P, & (x, y)) 7 1 nehmen. In diesem
Falle bekonimen sir

P> co(nlnNInlnIn ¥)¥2, ¥ = N,

WO 049, Ny gleichen Sinn haben wie ¢;, ¥, in (2).

Tatsichlich, zeigten . wir im Laufe des Beweises des Theorems eine
Methode der effektiven Analyse von ganzwertigen Losungen der Gleichung
der Form

Gz, y) = az™F py" = 7y ... 675,
(@, y)la, (@y 8y ... &) =1,
m=2, w23, m#ae®),
WO a,fB,v, 05, ..., 68, acZg; Ldeale (&) =pl (k> 0) die Potenzen
der Primideale aus K sind, wobei N(p) =t (1<I<s); =,yeZg,
wy 2 0,..,,w, 20 ganze rationale Zahlen sind, 7 eine Tnbekannte
ist, die Werte von der zur Gruppe der Einheiten des Korpers K gehoren.

Wenn wir alle nétigen Abschitzungen durch die Parameter der Gleichung
(57) und des Korpers K machen werden, dann bekommen wir eine effek-

(*) Der homogene Fall m == n > 5 mit der irreduzibelen bingren Form &z, y)

. algemeinen Aspekts wurde in [4], [5] betrachtet; der Fall, wenn m = n > 4, sieh

Satz aus § 2. :
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tive Obengrenze fur
max([Nm (@), [Nm{y)l, ph'r, ..., plsle®s).

Schlieflich merken wir an, daB der Satz aus § 2 in unseren Unter-
suchungen als eine Hilfsbetrachtung benutzt wurde. Aber sie ist alg solehes
interessant weil die Analyse der bestimmten Xlasse der Diophantschen
Gleichungen auf die Analyse der ganzwertigen Losungen der Gleichung
der Form (8) zuriickgefiihrt wird.
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On the frequency of small fractional parts
in certain real sequences, IV

by
W. J. LeVeque (Claremont, Calif.)

L. Introduction. For real 1, let ¢ denote the distance between ¢
and the nearest integer, so that O < i< 1/2, and let #, a, a5, ... he
real numbers which may without loss of generality be taken in the mter-
val [0,1). Let @y, a,, ... be an increasing sequence of positive integers,
let f(1), f(2), ... be numbers in [0, 1/2] for which }'f(k) = oo, and put

n

F(n) =2} flk). Finally, define ¥, (x} to be the number of positive in-
1

tegers k< n for which '

(1) ey — ] << £ (%)

The problem addressed in this sequence of papers is that of finding con-
ditions under which

{(2). N, (x) ~Pn) as  n-so0,

this being the rate of growth of N, () one would expect on probabilistic
grounds for “most” » [6]. Relation (2) does not hold for almost all {a.a.) =,
for some pairs of sequences {a,}, {f(%)] as described above [2], but a:number
of conditions on {a.} and {f(k)} together are known which guarantee {2)
for a.a. 2. (See Parf IIT [6] and its bibliography, and also see [7], [8],
for example. For a complete list of the literature in this avea, see my Re-
views tn Number Theo?y, vol. 3, Section J24, American Mathematical So-
ciety, 1974.)

In the firat part of the present paper it is shown that if F(n) > n°
(1/2 < a < 1) then {2) holds for a.a. # no matter what {a;} may be.

In the second part the case a, =k, a, =0, f(k} = ¢/k (¢ 2 positive
eonstant) is studied, so that N, (#) now counts the number of solutions , ¢
of the inequality : '

(3) lge—pl<elg, qg<n

and one would expect N, (x) ~ 2clogn, Thiy is true for almost all but
not for all #, and either of the two quantities &, («) and logn may be of

*



