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Localisation des sommes de Riesz
sur un groupe de Lie compact

par

JEAN-LOUIS CLERC (Princeton, N.J.)
Al
Résumé. Grice & une étude précise des noyaux des sommes de Riesz, on obtient

des résultats de localisation pour les développements de Peter-Weyl sur un groupe de
Lie compact.

Oe travail est la suite de Particle [3], dont il reprend les notations:
G est un groupe de Lie réel, compact, connexe et simplement connexe
(done semi-simple), de dimension n, et de rang I; si f est une fonetion
sommable sur &, on pose

s = 31 <l+ﬁ,l+ﬁ>)

Aed

dgaxf,

ol 620 et B> 0 (sommes de Riesz d’indice 8). L’opemteur s'inter-
Dréfie comme une convolution avec une fonction centrale s, dont un
développement a été obtenu dans [3], lorsque 6 > (I—1) )2

sp(exp H) = OfmZ(n a, H*FC))}’n/z.pa IH"‘CI)(

lely aeRT

ot #,(¢) = ¢7"J,(g) et J, est la fonction de Bessel d’indice v. On se propose
ici d’améliorer les estimations obtenues précédemment et d’obtenir des
résultats de localisation.

Lemum. Soit 6 > (1—1)/2, et soit & > 0. Il emiste une constante ¢ > 0,
telle que
n-1 n--1

e=|sh(z)| < CR * ¢

-8

veG@ et d(z,e)>
Rappelons que ¢ est un domaine fondamental d’un tore maximal,
centré & P'origine; et soit B, la boule ouverte de centre 0 et de rayon s.

Soit Hye@nCB,. Soit J I’ensemble des racines p0s1t1ves qui prennent en

(*) La série converge absolument pour tout H, et loe membre de droite de 1'éga-~
lite défini a priori pour H régulier se prolonge par continuité.
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H, une valeur multiple de 2irw; soib EO une boule fermée de centre H,
ne contenant pas de points singuliers d’ordre supérieur & celui de H,.
On peut recouvric GNC B, par un nombre fini de telles boules, il suffit
par conséquent d’obtenir Ia majoration cherchée sur chague B0 Maig
d’aprés le choix de BO, KeB0

() |K1>0,

(11) [K‘}‘ﬂ 2 Glc‘a Cet“ C# 07

(iil) |sindia(K)| 2 Cla(K)—a(H,)|, acd,

(iv) |sindia(E)| = C >0, a¢J.

Soit

witt) =B ([ [ (@, H+0) Funsal BIE +2)

fory aent
ila, H)
= O(I;lsm———é—) b (exp H).

» s'annule sur les hyperplans {a(H) = a(H,)} (aeJ). Soit =, le projecteur
orthogonal sur un tel hyperplan; alors

1

a
—plor ) = (a(H) —a(Hy) [ (—6—aw)<1—t)(na<ﬂ> +tH)

[]

p(H) = y(H)

= (a(H) — a(Hy))p.(H),

.
ol p, s’annule sur les autres hyperplans, et |[D¥y, (H)| < sup (D"——«/)(K)

ot le sup est pris sur Pensemble des points du segment {(1—f)m,H+
+tH}y<i<1 - Par récurrence, on voit que l'on peut écrire  sous la forme
p(H) = [ [ (a(@) —a(H,) 0 (H),

aeJ
avee

|O(H)| < < sup ID”@< IE

ol y est un multiindice de longueur égale & cardJ (= ordre de singula-
rité de H,, cf. [4], p. 261), et I varie dans I’enveloppe convexe fermée
des projections de H sur les hyperplans. Mais cette enveloppe convexe
est contenue dans B,, puisque celle-ci esl convexe eb invariante par los
symétries par rapport aux hyperplans. Il reste & estimer D'y sur fi,,,
en se servant des propriétés (i) et (ii). Utilisant le formule de Leibniz,
il faut majorer des termes comme

p* [[ (0 E+0) D' Frp s (RIE+LD),  ob

aeRT

||+ v] = my = cardd.

icm
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Mais:
|0 [] (a, E+0)| < Cu+ g,
aeRF
eb

1D’ Frpio(B+IE+E) < CRMRBIE 2 ° 7,

grace aux propriétés des fonctions de Bessel et &
classique. Dol

Pestimation & Dinfini

I s L

D)< Y CRRARTE T (1 Y F T F)
] -!-’l‘v’lﬂ= My E?tﬂ

<oE T T

= .

On termine alors I’estimation, en utilisant (iii) et (iv)

|D(expH)| O” sm < O‘” y—a(Hy)|.
aeR" aeJ
. 5 5 2L mg-s n—1 L
Par suite, [sz(expH)| < CR , et comme my << m = 5 le résul-

tat annoncé s’en déduit.

w—1 n—1 | .
5 alors, si f est uné fonction de

TH@), telle que I soit nulle presque partout ow voisinage d'un point ¢ de @,

8% (#)—0

Autrement dit, si § est supérieur & cet indice, le comportement de f

en un point de @ ne dépend que des valeurs de f au voisinage de . En effet,

n—1 n—

si la condition 6 > —5 -+

s, est bornée (uniformément en B) sur le complémentaire d’un voisinage

quelconque de origine. Pax suite, il existe une constante C, telle que

pour toute f nulle presque partout dans la boule B, de centre z et de
rayon &, on ait

8% (@)l ——[

TaiorEME 1. Soit 6 >

(R—+00).

1
est satisfaite, il résulte du lemme que

sh(e)flee)az| < O [ |f(ar ™) de < Clif -

G\ By G\B;

Etant donné une telle feIL'(G), on peut par ailleurs trouver une fonetion
g de classe 0, encore nulle dans un voisinage de @, et telle que |f —gll,
soit arbitrairement petit; mais 8%9(x)—g(0) =0, car il est bien connu
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que la série de Fourier d’une fonction C® converge absolument. D'ou
le résultat, en écrivant que

18%F (2)] < 1859 ()| + CIf — gl
Remarques.

1. Dans le cas ot & = SU(2), on sait (voir [1]) que I'indice l—b—;)—l— -+
+ n;l = 2 est critique pour la localisation dans L'(G).

2. 8i G n’est pas simplement connexe, et si le centre de G est
réduit au neutre, on peut améliorer le théoréme 1: les points du centre
sont en effet les points singuliers d’ordre maximal (voir [4], p. 268).

Si maintenant f est dans un espace L?(G) avee p > 1, on peut espérer
améliorer ce résultat. C’est le sens du théoréme suivant.

THEORBME 2. Soit 6 = (n—1)/2 et p > 2n/(n+1). Alors, si f est une
fonction de LP(G), telle que f soit nulle presque portout au wvoisinage d'un
point # de G,

8%f(@)>0, B—>+oo.

Utilisant un raisonnement analogue au précédent, on voit qu’il suffit
de montrer que, sous les hypothéses du théoréme, et uniformément en R,
ISR(9)Fdg < 0 < oo
d(g,e)>e
olt p’ est ’exposant conjugué de p.
Mais d’aprés les majorations obtenues en [3], on voit que
s%(9)] < Cte+ D ()|

de sorte gue I'on doit montrer seulement que

d(g, €) > e,

ID(9)I™ dg < + oo,
a(g,e)>¢
s0it encore
| D (exp H)|™?*2@H <’ + co.
HeQ,|H|>e

Mais cette dernidre intégrale est de méme nature que

(a, K)’“”"” ax.

IK|<1 aeRt

Posant # = —p’+2, et supposant ¢ negatif (sinon Pestimation est évi-
dente), on voit que 7 est strictement plus grand que —I/m, pendant que

I (¢, K) est un polynéme homogéne de degré m. La suite du raisonnement
acR

icm®
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consiste & montrer que les positions relatives des hyperplans {a(K) = 0}
ne sont pas trop singuliéres.
Grace & l'antisymétrie de H+ o par rapport au groupe de Weyl, on
ek

peut se contenter d’intégrer sur la chambre de Weyl dominante. Soient
a; {1 <4<1) les racines simples. Alors « = 3 m,a;, avec m; = 0, et par

suite

ae Rt

(@, ) = > a,E"
¥
ol ¥ = (Y1, ¥s, -+, 1) €5t un multi-indice de degré
| =vi+yet...+n=m, K =K. Ep

avec K; = a;(K) et a,= 0.
Soit maintenant s une permutation gquelconque de (1,2, ...
Il suffit de montrer que

» 1)-

(> oE)iE < +o.
°<Ks(1)<Ks(2)<‘"<Kx(l)<1
Mais un examen attentif cas par cas (voir [2]) montre qu’il figure toujours.

un monéme Ky .... Kub, avee p; < y,<...< y; et a,> 0. On minore

alors par ce seul mondme et on est ramené & l'estimation de Dintégrale

I= (B2 EYAR, .. .dK,

O0<E <Ky <K<t
!
Par hypothése r{ ) ’)’1')= rm > —1. Comme les (y;) sont strictement dé-
=1 :

i
croissants, on en déduit que r{ > y;) > —j. Par suite,
b}

I= Kg?z...lqu(fz KM dKl) aK,...dK,

1<Ep<... <K <1 0

<K3£. .

0 KoS

=¢ Ertnigms | KMGE,. . dE,.

KIG<L

Par récurrence, on voit finalement que
1
I = Gie [ Eywt-m0H0-0 R, < 400,
0

Remarque. La méthode utilisée permet aussi, par 'intermédiaire
de la formule de Weyl pour les caractéres, d’évaluer leur norme L?. En
particulier, si p > n/m, alors [y, est uniformément bornée pour 1 dans
. Cecl constitue une généralisation dn théoréme 1 de [5]. -
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Some ideals of operators on Hilbert space

G. BENNETT (Bloomington, Ind.)

Received May 14, 1974 (829) Abstract. For q an even integer and ¢ < p < oo, it is shown that IT, 4, the class
of (p, q)-absolutely summing operators on Hilbert space, coincides with the ideal
generated by the Lorentz sequence space lapjg . This differs from all previously known
results (wherein I7,, , turns out to be a Schatten r-class for some r = 7 (p, ¢)) and settles
negatively a conjecture of Kwapied and a problem of Pietsch.

1. Introduction. Following Mitiagin and Pelezytiski [13], we say
that a bounded linear operator 7 between Banach spaces X and Y is
(p, q)-absolutely summing, 1< g<p < oo, provided that the following
eondition holds.

(1) There exists a constant M (independent of #) such that, for all

finite subsets {4, ..., #,} of X, we have
( 2 5,12 < 21 sup ( 2 Ky, £ 19
Lfilx+

Condition (1) is clearly equivalent to

(2) Z‘ [Tt ]|Y< ) Whenevel {#;)72, is a sequence of elements of X with

the property thatb 2 [<a;, F>|%< oo for each feX*.

Such operators have received a good deal of attention in recent years,
but their totality, 17, (X, ¥), has not been characterized even when X
and Y are Hilbert spaces. In this case the known results are described
below. For the statement of these results, we denote by &, the so-called
Schaitten r-class [19]. Thus &, is the set of all bounded linear operators
on I, which admit a factorization, UVW, where W is a unitary operator,

U is an isometry on the range of V (ie. |[UVsz| = ||Va| for each zel,),
and V is a diagonal operator from I, (i.e. Vo = (1;;)5-; for some fixed
Ael).

) If p = q< oo, then I, , = G,.
1 1

YIf p= o0 or — —-;2 X then every bounded linear operator
q

on 1y belongs to 1T, ,.
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