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IP-Struktur in Banachriumen
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EHRIIARD BEHRENDS (Berlin)

Abgixact. ot V be a Banach space, 1 < p < co. Two closed subspaces X, XL
are called I?-summands, if (algebraically) 7V = X@ XL and for all meX, aleXL

ll - 1P = []l? + oL P

(for p = oo [lw - wd|| = max{l(a], lxL[}). LP- -projections (with respect to these decom-
positions), are projeclions onto LP-summands.

Tt is shown that ¥ has nontrivial L?-summands for at most one p (the only exce-
plions: (R? | Il;) and (R || ). For p # 2 LP- -projections commute. g

L. Einleitong. Sei V ein K-Banachraum, 1<p < oo. Zwei abge-
schlogsene Unterrdnme X, X+ von V heiBen zueinander orthogonale L?-
-Summanden (Schreibweise: V = X@, X+), wenn algebraisch V = XX+
gilt und fir #¢X, o+ <X stots

[ e L

(bzw. fiw p = oco: [ +o"| = max{|z|, l-]}) ist. Projektionen e anf
IP-Summanden, die offensichtlich durch

Il = llev|[” + ljv — ev]

(fir p = co: |v|| = max{[lev]], [v—ev|}) fir alle veV charakterisiert sind,
heifien L? - Projektionen.

LV -Summanden und LP-Projektionen fir p =1, co wurden —aus-
gehend von Arbeiten von Cunningham [4], [5]—in letzter Zeit besonders
von [, [2], [6], [8] untersucht. Die Arbeiten [9], [10], die den allgemei-
nen Fall pell, oo} bohandeln, setzen die Kommubativitit von L”-Pro-
jektionon voraug (elwa inplizit dadurch, daf nur Réume betrachteb
werden, in donen die Norm der Clarksonschen Ungleichung gentigt) oder
besehriimkon sich aul dag Studinm maximaler kommutierender Fami-
liem von L7~ Projektionen.

Untiorsuchungen der Menge simtlicher .Z?-Summanden im Falle
klagsischer Banachriume V ergaben ([7], [11a, e, £]), daB dort fir p 2
I?-Projektionen kommutieren und da fiiv dim ¥V > 2 fiberhaupt nur ein
Typ von nichttrivislen L?-Projektionen. existieren kann. In der vorlie-
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genden Arbeit soll gezeigt werden, daB dieses Xrgebnis in belichigen
Banachréumen richtig ist, genauer:

TeEOREM. Sei V ein K-Banachraum (K = R oder K = O),1=p, q
< co. Dann gilt:

(1) Fiir p + 2 kommutieren je zwes L7 - Projeltionen.

(i) Im Falle p + g, (1, co) # (p, q) (o0, 1) kann o auf V nicht
gleichzeitig nichttriviale LP-Summanden und nichtiriviale L-Summanden
geben. Ist zusdtelich dimV > 2 (als R- Vektorrawm), so kann es auch nicht
gleicheeitig nichtiriviale I'- Summanden und wichitriviale I/°- Summanden
geben. (Womit insbesondere gezeigt ist, daf—wenn wuch wur i etnem tri-
vialen Sinm — LP- Projeltionen und L Projeltionen i (p, q) # (2, 2),
dim V > 2 stets vertauschbar sind.)

Das Theorem wird nach einer Reduktion auf cinen Spozialfall in,
Abschnitt 2 in den Abschnitten 3 und 4 bewiesen. Aus beweigtechnischen
Grinden muBten die Falle 1 < p < oo und pe{l, oo} gesondert behandelt
werden. Die zum Beweis benotigten funktionalanalytischon FIilfsmittel
sind elementar.

Unter der Hypothese, da8 L?-Projektionen fiir » # 2 kommuticren,
sind schon zahlreiche Brgebnisse erzielt worden. In [7]; [11b, ¢, d] wird
gezeigt, daB sich wichtige Resultate tiber L*-und L*-Projektionen auf
den allgemeinen Fall p 5 2 tbertragen lassen. So ist z.B. fiyr P42 die
von den L”-Projektionen erzeugte Banachalgebra darstelibar als Tawm
der stetigen Funktionen auf einem kompakten hyperstoneschen Ranm,
und die Menge aller Z?-Summanden bildet eine vollstandige Boolescho
Algebra. ) :

2. Vorbereitungen. Tm folgenden sei V ein K-Banpachranm, wo K
fir den Skalarenkorper der reellen oder komplexen Zahlen steht. Win
abgeschlossener Unterraum X von V heiBt LP-Summand, wenn ein
abgeschlossener Unterraum X+ existiert, so daf X und X' zueinander
orthogonale L?-Summanden sind (sieche Rinleibung; 1 = p =3 oo}, Mit
X ist offensichtlich auch X+ ein LP -Summand.,

2.1. LeMMA. XL ist oy X cindeutig bestimmt, d.h. aus X ey, Ak
=V =X®,Y folgt ¥ =Xt

Beweis. Sei ye¥. Wir zeigen. i e X, worans dammn s Hymmetrie-
grimden Y = X+ folgt. Wegen 7 = XDy Xt 56 g = vt mit ped,
ot et Im Falle p < oo igh

Y1 = Yl + [jast 2

und gleichzeitig (wegen o+ = —%+y, V = X®,Y)

P =l + g, dh. @ = 0, dl. g = ale Xt

cm
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Im Falle p = co befrachte man y--az = (@+1)z+xt fiir beliehiges
a > 0. Die Voraussetzung liefert
max{aoll, I}y = ly+asl = (6 +o+ot| = max{(a+1) o], oL},

was fir @ 0 bei geniigend groBem a den Widerspruch ¢ = a1 zur
Folge hitte. Also ist auch in diesem Fall # = 0, d.h. y =gpleXt.

Wegen. 2.1 ist es sinnvoll, von dem zu X gehorigen orthogonalen
LP-Summanden und der zu X gehorigen Projektion e zu sprechen. Fiir
jedos veV gilt

[l = flev|” +- o — o]

(bzw. foll = max{lev||, [v—evf} fix p = co). Umgekehrt heiBen Pro-
jeltionen ¢ mit dieser Tigenschaft I? - Projektionen (fiir P =1bzw.p = co
heiBen derartige Abbildungen bei Alfsen—Effros [2] L-Projektionen bzw.
M -Projeltionen). Sie sind offensichtlich stetig mit Je] <1, und es gilt
V = Bille®, Kerne, Folglich entsprechen sich Aussagen iiber I7-Sum-
manden und I”-Projektionen eineindeutig.

2.2. ImMma. Sei 1<p< oo und p',1<p' < oo, durch 1/p+41/p’
=1 defindert. Ist dann e: V-V eine LP-Projeltion, so ist ¢': V'—V" eine
LY Projeltion.

(Aquivalent dazu: der Annihilator in V' eines IP-Summanden in
V ist ein L¥-Summand.)

Beweis. Da ¢ idempotent ist, ist nur die Ausgsage iiber die Normzer-
legung nachzuweisen, d.h. (wegen lpoell = llplana.ll, llpo (Id —e)|| = ol xermell)

Pl = 1l mnael® 1 goen ol”

(bzw. fir p = 1: [lp| = max {iplpuacll, [Plxeml}) fir jedes peV'. Dag ist
fir p =1 und p = oo leicht divekt nachzuweisen (s.a. Alfsen—Effros
[2], Prop. 2.5) und folgh fir 1 < p < co aus der Gleichung

B
a2 -0 = max (ad--bVI—I®P (4, b>0).

0KAS 1

2.2, gestatlot in  denjenigen Tillen, in denen Aussagen iiber die
Tramsponierten zu Aussagen itbor dio Ausgangsabbildungen fihren (z.B.
Kommutativibél, Trivialitit) Wher die auftretenden Zahlen p einschriin-
kende Voranssolzungen zu machen.

2.3, Lusmwrd. Sei V' ein I-Banachraum, ¢: V-V eine LP-Projeltion
(L€ps o0). Sind dann J, « Kerne, J, = Bilde abgesohlossene Unter-
rume, so gill mit J == Jy ‘

(i) J ist abgesehlossener Unierraum von V,

(i) &: V[ >V [T dst dureh &([v]) := [ev] wohldefinie¢'t,

(iii) Dagl. der Quotientennorm ist & eine LP-Projeltion.
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Beweis. (i): J ist isometrisch isomorph zum Bamachraum J; xJy,
versehen mit der Norm

((as )l == (ol + 15l7)H2

(bzw. filr p = oo: {(§1, j2)l : = max {|lf4ll, [52l}) und damit als vollstandiger

Teilraum von V abgeschlossen.
(ii): Offensichtlich ist e(J) = J.
(iii): Da ¢ Projektion ist, gilt 8* = & Folglich sind nur noch die Norm-
eigenschaften filr ¢ nachzuweisen:
p << oo
I[01IF = int{jo-+js+5a '] Joed, Jaed o}
= inf {[lev +J, [P + [0 — 60 -+ Jull”| Jued; faed s}
= inf{[lev + 7ol | joed s} +inf{|[v —ev 471 "| Jred s}
= inf{[lev + 7| + Ijil? | Jreds, Jaed s} -+
+inf{o — v+ Full” + 7ol [T e 5, Jaedy}
= inf{llev+j1 +Jal?| Jredus Jeedo}+
+inf{lv —ev 4y +Jal"| Jredr, Joed s}
= [[[ev] [P+ || [v —ev]|”
= [&([o]) [P+ [1(Td — &) (fo D) I
p = oo: .
Mol =inf{lo+ji+Joll| Fredys; jocdo}
= inf{max {lev +jsl, v —ev+5ul} | Jreds, Joe o}
= max {{inf v +jall| foed o}, {llv—ev 47| jyedi}}
= max{inf {max {lev +3,ll, 72[}| Jred, Jeeds},
inf {max {lo~ev+jul, sll} | Jreds; Jacda})
= mX{in{Hw Fiutgalll Juedy, Jaeda},
inf {llv—ev+j1+Jalll Jredy, jzeJa}}
= max {[lB([o])], | (Td—8&)([v])]}.
24. LevMA. Ist V ein K- Banachraum, 1 <p, ¢ o, (p, q) # (oo,
o), ¢: V=V LP-Projektion, f: V-»V L%DProjektion, so ist
(Bilde — Bildf) "Kerme nNKornf == 0
(@.h. gilt ev = fw--j fiir gewisse v, weV, jeRemenKernf, so ist § = 0).
Beweis. Sel etiwa p < oo, ¢<< co. Nubzt man fiir die Gleichungen
e =fw+j,e0—j =fw die entsprechenden Normzorlegungen aus, so
folgt
leoli® = Ilfwl®+ 131" sowie  [fw]? = leo]® - |||

(bzw. [[fwll = max{llev]], [ljl}), also |lev|| = [[fw]| wnd folglich j == 0.

©

.

LP- Strulttur in Banachrdumen 75

2.5. Sz, Sei V ein K-Banachraum, 1< p, < oo, (, ¢) # (o0, o),
o; V-V eine LP-Projeltion, f: V>V eine L% Projektion. M

J = BildenBildf-- BillenNKernf - KernénBild f+XKernenKernf

gilt damm
(i) o ist ein abgeschlossener Unterraum von V;
(i) Die wie in 2.8 definierten Abbildungen &, f: V|J—V[J sind eine
I2-Projeletion baw. eine L Projelition; .
(ili) Bild anBildf = BildénKernf = KerngnBildf = KernénKernf
== 03
(iv) Adquivalent sind 1) of = fe,

8y =V, dh V|J =0.
Beweis. (i): Anwendung von 2.3(i) fiir f sichert die Abgeschlossenheit
von
BildenBildf+BildenKernf (< Bilde)
sowie
Kernen Bildf - KernenXernf (= Kerne).

Daraus folgt die Abgeschlossenheit von J durch nochmalige Anwendung
von 2.8(1), diesmal fir e.

(ii): Wird direkt auf 2.3 (ii)(iii) zurtickgefithrt, indem man die Sum-
manden von J geeignet zusammentalt,

(iif): Ws ist nur BildéNBildf = 0 zu zeigen, da sich die anderen Glei-
chungen aus Symmetriegriinden analog ergeben (evtl. Ubergang zu Id —e,
Id—f). Sei also [v]eBildénBildf, d.h. [v] = [ev] = [fv], dh. v = ev+]
= fo-}j0 mit gowissen j, j%¢J. Schreibt man j = ji-+ja4js-+isy J° =
G448 - jo 4, wobei die §;, j3 aus den Summanden von J in obiger Reihen-
folge sind, so ist zunfichst (wegon jeKerne, jocKernf)j; =j, =5} =J3
== 0, 80 duB die obige Gleichung als ev--j-+-d, = fo+75+73 bzw. (wegen
efy = 3, fiy = y)

e(v =) = f(v—=Jjs) +(ji—3s)

gesehrighon werden kann. Beachtet man ji—j,eKernenKernf, so folgt
ans A §o i, = 0, also

1 e 0(0—f0) = F(v—jy) eBildenBildf
und damit

0 = 004Gyt = GubfFGatdsed,  dh. [v]=0.

(iv): ,,L=-87, ,,8:-2% ist trivialerweise vichtig.
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»2=1": Nach Voraussetzung ist fiiv jedes ve V.
efo = fov -+ gy +fa -+ Js+Ja,
wo die j; Elemente der Summanden von J (ohige Reihentolge) sind, Is
folgt
e(fo—Js) = fev+J1+7s) +Ja,
e((Id—f)v+4,) = (Xd—f) (o0 —jfo—Js) —Js,
(Td—e)(fo+jy+7s) = f((Td~6)v—3s) —Js,

und daraus mit 2.4 (beachte: Id —e ist LP-Projektion, Xd —f ist 1 Projelk-
tion) jy = fy = fy. =, = 0 bzw. insgesamt ef = fe.
»2=8": Nach Voraussetzung und (jii) ist
Bildéf = Bildfé = Bild énBildf = 0,
und analog

ah. =0

6(Td—f) = (Xd~6)f = (Id — &) (Td — F} = 0.
Damit ist auf V/J
Id = (6+(Td— &) (f+(Id—f)) =0, dh. V/J =o0.

2.6. DEFINITION. Sei V ein K-Banachraum, 1< p,q< co. Rin
(p, )-Stern aut V ist dann ein Paar (¢, f), wo ¢ eine IP-Projektion, f cine
I Projektion aut V ist und die Riume Bilde, Keérne, Bildf, Kerny paax-
weise den Durchsehnitt 0 haben. Aquivalent dazu ist ein (P, ¢)-Stern
durch die Angabe zweier Zerlegungen X@Xt =V = Y@, ¥ von V
mit 0 = XNY = Xn¥* = X+n¥ = X' YL definiort. Win (p,¢)-Stern
heilt trivial, wenn V =0 igt. .

Wegen 2.5 ist die Untersuchung von IP-, L% Projektionen im Falle
(2, ¢) +# (00, co) aut das Studium von (v, ©)-Sternen reduziort. Das hatb
zur Folge, daB in den folgenden Abschnitten die Bewoeiso nicht dureh
Fallunterscheidungen verkompliziert werden.

2.7. Savz. Sind p, g, 1< p, ¢ < o0 80 vorgelegt, daf os Teine wichitri-
vialen (p, q)- Sterne gibt, so gilt fiir Jeden I - Banashraum V wund jedes Paar
&, f (¢ L"-Projektion auf V, f I, 2-Projektion auf V) ef = feo Wil p of g
¢t dariiberhinaus: Ist ¢ eine TP-Projelition, f eine L2 Projeltion wf elnern
K- Banachraum V, so ist ¢ oder Jtrivial (d.h. gleioh 0 oder 1d).

Beweis. Da zwei L®-Projektionen stots kommutieren (Alfseu—I3tfros
[1], (2], 110, 140) und der Satz folglieh fitr (p, g) = (o0, o) riehtig ist,
darf im folgenden (Py q) # (o0, ) angenommen werden. Bei vorgeloglen
2 f lAzor}struiere man zunéichst &, f: V/J—V/|J gemiB 2.5, Wogen 2.5 (iii)
ist (e, f) ein (p, q)-Stern auf V[J, der niach Voraussetzung trivial ivb. Also
kommutieren ¢ wnd f wegen 2.5 (iv). Sel nun p ¢ Wi beginnen mit

icm
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der Bemerkung, daB zwei von 0 verschiedene (0.B.d.A. normierte) Vekto-
ren #, § nicht gleichzeitig beziiglich der Norm - und q-Zerlegungseigen-
schatt haben konnen, denn andernfalls wire

oyl =l -+ yl” =2 = 0|2+ |yl = lo+y|f, dh 2¥ — oW
(bzw. im Falle p = co: 2 = o+ |y[? = (oL y|2 = (max {|l=|, [ly[})?
=1). s folgt, daBl unter den Riumen BildenBildf, BillenKernf,
KernenBildf, KernenKernf hochstens zwei gleichzeitig von 0 verschieden
gein. konnen wnd dafl die Rille

BildenBildf # 0 » KernenKernf,
KornenBildf 0 ¢ BildenKernf

nicht moglich sind. Das bedeutet, daBb die Summe dieger vier Réume, d.h. J
in 2.5, schon aus zweien dieser Riume gebildet wird, und zwar J = Bild en
NBildf+ BildenKernf oder J = BildenBildf +KernenBildf oder J
= BildenKernf-- KernenXernfoder J = KernenBild f+EKernenKernf.
Tnsbesondere ist J < Bilde oder J = Bildf oder J < Kernfoder J = Kerne.
Da nach Voraussetzung V = J ist, folgt

V e{Bilde, Bildf, Kernf, Kerne},

d.h. ¢ oder f ist trivial. In den Abschnitten 3 und 4 wird gezeigt,
daB die Voraussetzungen von 2.7 fiir (p,q) % (2, 2) erfillt sind
(es ist sehr leicht, z.B. in einem Hilbertraum nichttriviale (2, 2)-Sterne
anzugeben, so daB eine weitere Verschirfung nicht zu erwarten ist), daB
also fiir p 3= 2 je zwei L?- Projektionen kommutieren und ein Banachraum
fir hochstens efn p nichttriviale L7-Projektionen haben kann. Bine Son-
dergtellung nimmt dabei als einzige Ausnahme der R® mit der L*®- oder
L'-Norm ein, der offensichtlich gleichzeitig nichttriviale Z®-und L-Pro-
jektionen hat.

Da LP-Projektionen eines C-Banachraumes anch LP-Projektionen fiir
den zugrundoe liegenden R-Banachraum sind, reicht es, die Nichtexistenz
von nichttrivialen (p, ¢)-Sternen fiiv R-Banachriume nachzuweisen.

3. (p, co)-Sterne, 1 < p <t co. In diesem und im folgenden Abschnitt
erwoist es sich aly giingtig, mil orthonormierten Elementen zu rechnen.

0 os= @y Wit @peX, m e X, @y #£ 0 £ at,
also auch im Palle p < o alg

L. v/ J— .
v = II/Z a4Vl—dot mit  2eX, ot Xt |n|| = llot] =1, 2¢]0; 1[
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(setze A== [Boll°, ®:= my/lm,ll, 2+ 1= i /lofl]) und analog im Falle p
= co als ’

v=Jo+uet mit  @eX,mteXt foll =t =1,

Ayp >0, max{l, u} =1,

Die Voraussetzung v¢ X UXL ist bei einem (p, q)-Stel'n insbesondere fir
ve YUYL erfiillt. Obige Darstellung ist mit Ae[0,1] (bzw. i, u=0)
trivialerweise auch fir veX UX* moglich, wenn X £ 0 » X+ gilt (dann
natiirlich nicht eindeutig).

3.1. LemuA. Sei V ein R-Banachraum und XP,X*+ =V = ¥, ¥+
ein (p, oo)-Stern mit 1 < p << co. Dann hat jedes woeX eine Darstellung
By =y +yt mit ye ¥, yte T, lwoll = lyll = lly*ll, b die L™-Projeliio-
nen f, Id-f von X nach Y und X nach X+ sind isometrisch. Aus Symme-
triegriinden ¢ilt eine entsprechende Aussage auch fiir jedes ai e X*.

Beweis. Fiir #, = 0 ist nichts zu zeigen. Sei also #, # 0 und 0.B.L.A.
ey = 1. Stelle #; gem#B Vorbemerkung dar als #, = Ay + py*. O0.B.LA.
sei A = 1, d.h. es ist nur noch u = 1 zu zeigen. Dazu wird die Annahme
0 < 1< 1 auf einen Widerspruch gefithrt. Stelle dazu die Elemente ¢, y*
bzgl. der Zerlegung X@®,X* dar, d.h.

p p P — P I
y =Vio+V1—laot, = VigB+V1 = 5",
wo
My heel0, L[, 2, 8eX, 5, F XY, ol = |E) = ot = [E) = 1.

Wegen %, = ¥+ uyt folgt

Jr D, 2 J— ¢ —
@y = (Va2 + ¥V 2T) + (V1 = Lyt + VL — A,54).
 Also ist

o — 2 —
ViAot 4+ uV/1— 2,5 e XnXt =0
und folglich

< —— F ¢ S—
Vi— 2wt + uVL— 2,5 =0,

was wegen |jgt| = |F|| =1, B+ = —at sowie |/1 Dy s V1 =Dy impli-
ziert. Bs ist also

» P — , Do B
y =Vie+V1—iet, gyt =V E—V1—Aa ",

Es soll nun gezeigh werden, daB unter der Annahme u<< L die Rinheits-
kugel von ¥V mit dem von #,Z% erzeugten Raum einen nicht konvexen
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Schnitt hat und folglich u = 1 gelten muB. Definiere dazu fiir 0<aegl

y(@) 1=y -+ ay (LD y(p) =a,) und stelle y(a) bzgl. X@, X+ dar. Bs ist
— J p— IV J/ —

= 1//11:»+ aVigE+ (V1= —aV1— ) a*,

dh. (mit {y (a)l| = max {lay-[, llyl} = 1)

1~——H7 P = lll/ﬂwl-wl/lzubll”—l—ll(l/l /ll-—al/l—~/1 Yot

i jodes ae[0, 1] ist also der Vektor
. P ® - P »_
o(a): = (1L~ V1— 2 —aV1 =1 ")" " (Viyz+ aV 2, 5)

ein Iinheitsvektor in dem von #,% erzeugten Unterraum. Setzt ma.n
noch. zur Abkiirzung

N(a): = (1= VA= — Vi 2yl
und withlt ¢ > 0 s0, daBl u-teef0, 1], so ist
=} (N(u-+e)o(u+e)+N(p—e)a(n—s),
aber wegen N (u4¢) << 1 folgt der Widerspruch
llll << (N (e )+N( —g))<1

3.2.X8anz. Ws gibt keine nichtirivialen (p, oo)- Sterne fir 1< p < co.
Boeweis. Sei zunichst 1<p< oo und X@, X+ =V =¥p, ¥+
ein nichttrivialer (p, oo)-Stern. Wihle yeY mit |ly| =1 und schreibe
Do Do )
¥ =Vis+VI—dz- mit Ae]0,1[,zeX, st XL, o] = ot = 1.
Sind @ == gy, 4y, @ = yy-yi die Zerlegungen gemiB 3.1, so folgh

p.. b P 2 R—
y = (Vay+V1=Ay)+(VAyt+V1 -dys),
2 I
A, Vagd -Vl dyde¥ ¥t =0, dh 4 =1/2. Jedes y¢¥ (und analog

' P ..
dazu jedes y*e¥L) hat also die Darstellung y = Vi@ +ot) mit zeX,
ate Xt )l = || = |o"|{. Beginnt man nun noch einmal die Konstruk-
tion von 8.1 mit einem @,eX, %] = 1, 50 wird mit den Bezeichnungen
von 8.1

B »p__
o =y+yt, v =Vile+ah), yt=ViE-
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Das Element y—yt hat wegen |ly—y*| = max{lyll, ly*[} =1 Nom 1
ﬁ— .
und ist andererseits gleich V%(m——"a&—}—ZmL), d.h. es ist
1= y—gtP = (e —7I"+2%) = Yl —E|P 4277,

Das ist fiir p > 1 nicht moglich, woraus die Behauptung folgt. Zusitzlich
‘ergibt sich, daB fiir p =1 @ =7 gilt, d.h. jedes wyeX eine Darstellung
By =y -y mib y—yt+eX* hat (ye¥, fl/"‘EY'Ly loll == Wyl = Ily*1)-

3.3. Satz. Fiir 1< p< oo gibt es keine Mohtmqamwn (p, 1)- Sterne.

Beweis. Wire (¢, f) ein nichttrivialer (p, 1)-Stern, so wire wegen
2.5(iv) ef # fe, also auch ¢'f' s f'¢’. TFolglich ist der gemili 2.5
aus (¢,f) entstehende (p’,1')-Stern (dh. (2, oo)-Stern) nichtitrivial
im Widerspruch zi 3.2.

3.4. SATZ. Se¢i V ein R-Banachrawm und V = XX+ = Y@, ¥+,
wobei beide Zerlegungen nichtirivial sind. Dann gilt:

(i) Die Zerlegung X@, X' =V = X @, Y+ ist bereits ein Stern, d.h.
XAY = XN+ = XLnY = X+nT =0

(ii) dim ¥V =2. :

TInsbesondere gibt es auf einem Banachrawm V mit dim V > 2 (Dimen-
sion als R- Vektorraum) nicht gleichzeitig nichtiriviale L'- Swmmanden wnd
nichttriviale L™- Summanden.

Beweis. (i) Sei ebwa XY # 0. Dann ist (vgl. den Beweis von 2.7)
notwendig X+ nYL = 0. Wir zeigen zuniichst ¥+ = X. Sei duzu y<Xn¥,
lyll = 1 fest gewiihlt und y+ < Y- mit [iy*|| = 1 vorgelegt. Dann ist |ly Ly
= max{|ly]l, [y} = 1. Schreibt man

L jpt (-t mit 2eX,ateXL, o] = ot =1, ie[0,1],
y

50 ist wegen X+*n¥* =0 1> 0. Zerlege nun y oyt = (y 4 w) L (L=t
bzgl. X, X*:
1=yt = ly=ol+(1—2).

Es folgt [ly £ x| = 4, d.h. [ly/ALtel =1, d.h.
ly/2] =15y /A+o)+ 32 —m)l =1,

d.h. 2> 1. Also ist 4 = 1 und damit y* = 2<X. Wogen Y 2 0 ist ingbe-
sondere XNYL 0, so daB die gleichen Uberlegungen wio ¢ben (man
vertausche die Rollen von. ¥ wnd Y1) zu ¥ < X fithren, was inggosamd
¥V =Y4+7Y'cX und damit einen Widerspruch zu X # 0 ## X' im-
pliziert. ‘

Vollig analog wird gezeigt, daB notwendig XNY* = X+AY == Xtn
pNtY = 0 gelten muf, ‘ ‘ :
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(ii) Zuniichst soll gezeigh werden, daB im Falle dim ¥V > 2 ein vierdi-
mensionaler Unterraum von ¥ angebbar ist, auf dem die Zerlegung X@, X+
=V = Y@, ¥ einen Stern induziert (das ist nicht trivialerweise erfiillbar,
da fiiv einen Unterraum J im allgemeinen X nJ-=XLnJ SJ gilt).
AnschlieBend muf dann noch bewiesen werden, daB auf einem vierdimen-
sionalen Raum (d.h. auf dem R* kein (1, co)-Stern existieren kanm.

Sei also dim¥V > 2. Wegen V = XX ist max{dimX, dimX+} .
22, ebwa A X = 2. Wihle @y, 25X mit o] = |2,)| = 1, %y +2, # 0.
Am Hnde des Boweises von 3.2 wurde bemerkt, da8 Blemente y,¢ Y, y3-
¥yl = gl || = L existieren, so daB @; = g+, af: = g, — yt e XL
gitt (¢ ==71,2). Die Paare {yy, 4.}, {yi, 4~} sind linear unabhingig.
Da alle Veltoren normiert sind, ist nur g, 49, # 0 # yi 4y zu zeigen.
Wire aber etwa g, -+y, = 0, so folgte 0 7 @, 4+, = ¥+t XYL im
‘Widerspruch zu (i). Folglich erzeugen die 4y, ¥., ¥, ¥;- einen vierdimen-
sionalen Raum, in dem

L {1, ff/z}@mz){’!/i‘ﬁ Yt = Ly Yo, U7, U7} = L{my, 2)@, L i, @3} )
gilt. Tdentifiziert man diesen Raum mit dem R* und wihlt die y als Basis, -
50 wird
Y1 =(1,0,0,0), y,=(0,1,0,0), yi=(0,0,1,0), y-=(0,0,0,1),
wo=(1,0,1,0), o =(0,1,0,1), ai=(1,0,—1,0), o+=(0,1,0,-1).

Bezeichnet man noch mit || || die von V auf dem R* induzierte Norm (d.h.
(ay by ¢, @) 2= llay, + by, + ey - dyyll), so folgt zunichst wegen |z x|
= |||+ Jn || = |~ (alle 32X, &t eXt)

(@, 8,0, 0)|] = llay, +by.ll = ¥ (am, + bay) + (aai + bagt) |
= }/(amy +b2,) — (a5 + b2 ) | = |layi -+ bzl
= ”(05 0; a, b)“
Al Z{yy, ys} und £ {yi", yi} sind isometrisch isomorph). Andererseits ist
stots [[(a, b, ¢, )| = max{|(a, b, 0,0)[, (0, 0, ¢, &)}, d.h. mit |(a&,b)[*
re= (@, b, 0, 0)] wird
max{ll(@, I, l(e, &) "} = ll{a, b, ¢, d) ||
w4 {[(@ ot )y 4 (b d) oy - (@ = ) @ -+ (b — @) g |
e 4 [ ) w1 (D Ayl 4 1l (@ — o)+ (b — )y |
=g l(ate, bi-dy a0, b+d) |+ 3] (=0, b=, —(a—0), —(b—a))
= g (l(a-ta, b+ ) (@ —e, b—d) ).

Setzti man insbesondere (&, b, ¢, d) = (1, 1,1, —1), so folgt
max {J|(L, D)% (1, =1)['} =2 (beachte [(1, 0) I* =110, 1" =1),
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woraus sich nun mit (a, b, ¢, d) =(1,0,0, 1) der Widerspruch
1= max {I(L, 0) I 100, 1)1} = {1, DI+ —1)

> pmax {1, D)J*, 11, DI} =1

ergibt.
Das folgende Theorem faft die Ergebnisse dieses Abschnitls zusam-

‘men:

3.5. TrmoreM. Ist 1< p< oo, so kinnen auf cinem IC- Banach: aum
nicht gleicheeitlg wichtiriviale L°- umd L- Sumananden baw. gleichzeitiy
nichtiriviale LP- und L'- Summanden emistioren. Ist diec R- Dimension von
V groper als zwei, so kimmen nicht gleichzeitiy nichitriviale 17 und L'- Sum-
manden evistieren. )

4. (p, g)-Sterne, 1 < P, ¢ < 00«

41. Sarz. Sei V £ 0 ein R-Bamachroum. Ist dawn XD, X R4
= Y@, Y+ ein (p, q)-Stern mit 1< p,g< oo, 80ist notwenditg p = q = 2.
. Polglich gibt es keine nichitrivialen (p, q)- Sterne fiir (p, q) # (2, 2).

Beweis (alle auftretenden Vektoren seien zu 1 normiert). Man wéhle
ein @ye X und.schreibe in Analogie zu 3.1

[/ - [/ J—
By = 1/)“o?/ "r‘l/l—lof’/‘l‘,
Jy v ——
y=Vi a+V1i=iat,
J/p— P
gyt =V, B+ V1-13",

wobei (bei gleichem Beweis ‘wie in 3.1) wieder - = —gt ist. Anders
als in 3.1 werden nun die @, T, @~ ebenfalls hzgl. ¥ @, Y dargestellt:

4 L/ P
g =Vay,+Vi—ayf,

v (€N 5=)q/7§y2+]q/1'_ﬁ_7/£t7

Wie oben die Xdentitit #- = —a* ergibt sich hier g} = - Yoo Uy = Yy
so daf3 sich (1) vereinfacht zu '

[/ [/ S
o =Vay,—Vi-ay,

4k [/ gu— [/ —
(1) g=VBy,-+V 1-Bu,

Q—

.
ot =7 nt VI

©

J U fgnng I Y 7 i
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Setzt man zur Abkinzung fir a, beR
s D)l == lloga+Bysll,  Nl(a, D)l = Jlag + by

5 BT Tal \ auf 2. i
(‘H”l‘hz Il iV 1¢‘l‘411li bnormen aui dem R’; man kann zeigen, daB es sich
,]siot.,au (‘m]n 0;111011 handelt, doch wird von dieser Tatsache im folgenden
cin Gebrauch gemacht), so fo 7 il
sebrauch gemacht), so folgt wegen V = Y@, Y tir alle a, b, ceR

@ Q. Q..
lla |- b -+ e | = || (@ Ve, DV B+ ¢ V)24 la/l -8, c]%_':; — &1 —a)lg
und davaas it Jlow 4 b4 e P = lar + bE|? -+ |e)?

q,. -
(2) [@[Y | ||t - BEP = (H(a‘l/u, b‘la/p’ -+ clq/;;) ([

a a )
+IOVI—B, eVi—y—aV1—a)g?e.
Indem man in dieser Identitét speziell b = 0 bzw. a = 0 setzt, folgt
: 'y
) [ - [/ —
e+ ol = (I(aVa, oVp)E-+eVT 7 —aVi—al)?l,
) [P [ F— —
e P = (1p VB +oV 7t 10 VI, VI8,

woraus gich die explizite Gestalt von | ||, || |, gewinnen 148, nimlich

4. [ [/ —— R
) @V, oV)IE = (o +1a"j?? — |0V 1—y —aVI=alt,
( ) . &.Wm.w. [/ J— Q-  p—
BVL—B, 6VL—p)l§ = (lo”+ BI)% — b VB + eV y[2.
Setzt man nach entsprochenden Substitutionen (3) in (2) ein, so folgt

(4) lef” +- llao +bZ|" =

; 1 a_ g_ \9p
(|“|l+m|b1/ﬁ—l—cl/y|”) -+

[ — alp
-I—(Jb}"—-l— Ial/1~a—cl?1—y|1’) —

1
(L=P"

......... y

a1 a.. a_ \aP
(W’ -+ ";]',7; 1b Vﬂ - Gl/y]”) +

) ‘ 1 [ J— g \up
"(—(W Ty 1 Vica—oViz ,,Iﬁ) -

~5$mewyyﬁgaﬁh_ﬂﬁ.
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o o
Wihle nun ¢, b mit a,b > 0, aVl—a>b l/ﬂ——y—’i und betrachte (4) aly

Funktionsgleichung fiir ¢. Fiir gentigend kleine ¢ kénnen auf der rechten
Seite die Betragsstriche durch Klammern ersetzt werden. Insbesondere
steht auf der rechten Seite eine bei ¢ = 0 beliebig oft differenzierbare
Funktion (man beachte, daf der Ausdruck in der Klammer hei ¢ = 0
strikt positiv ist). Wegen (4) ist damit auch [¢[” bei ¢ == 0 Dbelicbig off
differenzierbar, was p €2N, insbesondere p = 2 impliziert.

Vertauscht man in den vorstehenden Uberlegungen dic Rollen von
p und g, so folgt ebenfalls ¢ > 2. Ist schlieBlich ¢ die L?-Projektion auf X,
f die L% Projektion auf ¥, so izt wegen 2.5 (iii) ef + fe, also wuch ¢'f’
# f'¢’. Folglich ist der gemifl .25 entstehende (p’, ¢')-Stern nichttrivial,
was nach dem ersten Teil des Beweises p’, ¢’ = 2 zur Folge hat. Zusammen
mit p, ¢=> 2 bedeutet das p = ¢ = 2. :

4.2. TuporEM. Auf einem IC- Banachraum kinnen nicht gleichzeitiq
nichtiriviale LP- wnd L% Summanden fir p + q ewistieren. IMir p + 2,
1< p < oo kommutieren je zwei LP- Projektionen.

Beweis. 2.7 und 4.1 ergeben den ersten Teil der Behauptung und die
Kommutativitit der L?-Projektionen fiir 1 < p < oo, p # 2. Die Kommu-

tativitdt von L'-Projektionen und L%-Projelktionen ist schon lange be-

kannt (s.z.B..[1], [2]).

5. Folgerungen. Es sollen hier nur einige unmittelbare Folgerungen
aus den obigen Resultaten zusammengestellt werden. Die in der Rinlei-
tung erwihnten Ergebnisse werden gesondert verdffentlicht.

5.1. SArz. Sei V ein K- Banachraum mit R-dimV > 2. G4bt es dann
ein VO (VO 1= 7, 7O = (VW y) | 50 daf V® nichttriviale LV- Summan-
den fiir ein p, 1 < p < oo hat, so hat V keine nichttrivialen L% Summanden
Siir @ # po, wo py = p fiir gerades n und p, = p’ fiir ungerades n.

Beweis: 2.2, 3.5, 4.2.

5.2. XKoROLLAR. Ist' V ein K- Banachraum mit R-dimV = 8, der
etn wichttriviales M - Ideal enthils (ein M - Ideal ist ein abgeschlossener Unter-
raum, dessen Amnihilator in V' ein L'- Summand ist; L), [21), so enthiilt
V" keine LP- Summanden fir 1< p < oco.

5.3. KoRoLLAR ([3]). Da fiir kompakies K die M-Ideale in GK den
abgeschlossenen Teilmengen von K entspréchen ([2], 6.18), enthdllt der Rawm
CK im Falle Oz K > 2 Lkeine LP-Summanden (1 < p < co).

5.4. KoroLLAR. Ist (8, L, u) ein Mapraum und 1= p = oo, so eni-

hlt der L" (8, Z, p) keine L2 Summanden fiir p + ¢ (fir p =1 und p = oo
ist zusdtelich AimLP (8, 2, u) > 2 2u fordern).
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Be»'w ois. Abgesehen von eindimensionalen Fall existieren nichtbri-
viale IP-Summanden, n#mlich die Annihilatoren meBbarer Mengen

(R Evany [7] hat bewiesen, daB im Fall lokalisierbarer MaBe alle L?-Sum-
manden auf diese Weise entstehen). '

5.5. KorRoLuAv. Ist V ein Banachraum mit R-div V > 2 und st fiir
ein 0 der Rawm VO (ygl, B.1) ein abstrakter L-Raum, so enthilt V keine LP-
- Sumemanden fiir 1= p < co bei geradem nund 1. L p < oo bei ungeradem n.

Bewois. hd, b1,

5.6. KoroLLar ([31]). Priduale V von abstrakten L - Réiwmen (80g.
Lindenstranf-Riume) mit AV > 2 enthalien keine LP- Summanden fiir
L p << oo Insbesondere ¢ill diese Aussage fir abstrakte M - Riuwme, so
dap sich noch einmal 5.3 ergibt.
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