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Uber Algebren stetiger Operatorfunktionen
von

I. 2. GOCHBERG (Kischinjow, UdSSR) und J. LEITERER (Jena, DDR)

Zusammenfassung. Sei K < R" ein Kompaktum und I die Algebra der linearen
beschrinkten Operatoren in einem Banachraum B; QL bezeichne die Gruppe der
invertierbaren Operatoren aus L. Weiter sci eine Algebra A stetiger L-wertiger Funktio-
nen auf K gegeben, welche die folgenden heiden Eigenschaften besitzt:

1. In A gibt es beliebig feine Zerlegungen der Einheit.

2. Liegen alle Werte einoer Funktion 7 aus 4 in GL, so gehdrt auch T-1 zur
Algebra 4. '

In der Arbeit werden Sitze vom folgenden Typ bewiesen: Sei T eine Funktion
aus A, deren simtliche Werte Fredholm-Operatoren sind. Gibt es dann eine stetige
Funktion §: K—»@L und Vektoren @, ..., %, so daB die Bilder S(e)ay,..., 8(z)zp
fiir alle 2 e K cine Basis des Kerns von 7'(z) bilden, so kann man die Funktion § stets
so auswihlen, daB sie auBerdem zur Algebra A4 gehort.

Sei K eine kompalkte Teilmenge des n-dimensionalen reellen Raumes
R", I = L(X) die Banachalgebra der linearen beschrinkten Operatoren
in einem Banachraum X, GIL = GL(X) die Gruppe der invertierbaren
Operatoren aus L und C = C(XK, L) die Algebra der stetigen Funktionen
auf K mit Werten in L. Weiter sei A eine gewisse Unteralgebra von C.

Es sei T’ eine Operatorfunktion aus 4, deren simtliche Werte @-Ope-
ratoren (*) sind, wobei die Dimension des Nullraumes Ker7'({) nicht
von { abhénge. Dann entstehen die folgenden Fragen:

1) Gibt es Vektoren a,...,%,¢X sowie eine Operatorfunktion
8: K—GL aus 4, so dall die Vektoren S({)zy, ..., 8({)=, fir alle fe¢ K
eine Basis von Ker7'({) bilden?

2) Gibt es Vektoren y.,...,%,eX sowie eine Operatorfunktion
R: K—~GL aus 4, so daB die Vektoren R({)yy, ..., R({)y,, fir alle e K
eine Basis des Faktorraumes X/ImR(l) erzeugen?

Im Fall, daB 4 die Algebra aller analytischen Funktionen auf I ist
(hierbei ist » als gerade vorauszusetzen und R™ mit dem 7 /2-dimensionalen
komplexen Raum C"* zu identifizieren), wurden diese und #hnliche
Fragen bereits ausfithrlich untersueht (vgl, z.B., [1], [4], [10], [15], [17],
[18], [21]). Tm analytischen Fall réduzieren sich — fiiv = > 2 allerdings

() Ein Operator FeL heilt @-Operator, wenn sein Bildraum abgeschlossen ist
und auferdemn dem KerF < oo und codimIml < oo gilt,
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nur unter zusitzlichen Voraussetzungen iiber K — die Fragen 1) und 2)
auf die entsprechenden topologischen Probleme, d.h., die Aufgabe 1)
bzw. 2) ist genau dann mit einer analytischen I‘unk’olon 8 bzw. R 16sbar,
wenn dies mit einer stetigen Funktion § bzw. E moglich ist; insbesondere
besitzen fiir n = 2 beide Fragen stets eine positive Antwmt

Wir bemerken, daB der Beweis dieser Aussage fiir allgemeines n
recht kompliziert ist. ITn der im wesentlichen methodischen Arbeit [14]
wurde daher der Fall n = 2 mit elementaren Mitteln gesondert behandelt;
dabei wurde zusitzlich gezeigh, daB die Funktion § bzw. E so gewihlt
werden kann, daB fiir einen gewissen endlichcodimensionalen Projektior
Pe L die Beziehung S(Z)P =P bzw. PR({) =P gilb.

In der vorliegenden Arbeit werden die Fragen 1) und 2) sowie dhn-

liche Probleme fiir eine gewisse Klasse anderer Algebren A untersucht:

Zu dieser Klasse gehoren z.B.: 1) die Algebra C; 2) die Algebra 0% aller
in einer gewissen Umgebung von K unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen; 3) falls K die Einheitskreislinie ist, die Algebra aller Funktionen
mit absolut konvergenter Fourierreihe; 4) fally K eine glatte Kurve ist,
die Algebra aller a-holderstetigen Funktionen, 0 < a<1.

Die von uns betrachteten Algebren zeichnen sich im wesentlichen
dadurch aus, daB sie eine Zerlegung der Bins besitzen, was die Situation —
im Vergleich zum analytischen Fall — soweit vereinfacht, dal eine
elementare Behandlung auch fiiv beliebiges » moglich wird.

Wir zeigen (fiir die betrachtete Klasse von Algebren) dafl die Aufgabe
1) bzw. 2) genau dann mit einer Funktion § bzw. R aus A lésbar ist,
wenn sie mit einer stetigen Funktion § bzw. R gelost werden kann (vgl.
Theorem 4.2). Hieraus ergibt sich mit Hilfe bekannter Sitze aus der
Theorie der topologischen Faserbiindel, daf die Fragen 1) und 2) z.B.
stets eine positive Antwort besitzen, wenn n = 2 oder das Kompaktum K
susammenziehbar ist. Ist dagegen K die Oberfliche einer Kugel im R?
50 ist die Antwort auf die Fragen 1) und 2) im allgemeinen bereits negativ
(vgl. §5).

Um die vorliegende Arbeit unabhingig von der topologischen Lite-
ratur zu machen, wo die von uns benéstigten fasertheoretischen Resultate —
soweit uns bekannt — stets nur in wesentlich allgemeinerer und damif
komplizierterer Form behandelt werden, geben wir am Ende der Arbeit
in einem Anhang direkte Beweise fiir diese an.

Wir untersuchen auch unendlichdimensionale Analoga der Aufgaben
1) und 2); zB. kann man sich die.folgende Frage stellen:

3) Gibt es fiir jede Funktion Ped, deren Werte Progektoren sind,
eine Funktion 7: K—~GL aus 4, so daB der Projektor Po - NPT (L)
nicht mehr von { abhéngt?

Auch diese Aufgabe ist wieder genau dann mit einer Funktion Ted
16sbar, wenn dies mit einer Funktion T'e ¢ moglich ist (vgl. Theorem 4.2).
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Aus topologischen Griinden ergeben sich jedoch einige Unterschiede im
Vergleich zu den Fragen 1) und 2). So besitzt die Frage 3) bereits im
Fall n =2 fiir ,hinreichend schlechte” Banachriume X eine negative
Antwort (vgl. Satz 5.2). Dies hingt damit zusammen, daB die Isomor-
phismengruppe eines Banachraumes nicht imumer linear zusammen-
hingend ist. Andererseits besitzt die Frage 3) —im Unterschied zu 1)
und 2) tiir beliebiges n — stets eine positive Antwort, wenn X ein Hilbert-
raum ist und dimKerP(f) = dimImP(Z) = oo gilt. Dies kommt daher,
daB die Isomorphismengruppe eines unendlichdimensionalen Hilbert-
raumes (im Unterschied zu endlichdimensionalen Matrizengruppen) zu-
sammenziehbar ist. )

Um die Aufgaben 1)-3) zu losen, zeigen wir zuerst die Existenz
Jokaler Loésungen, um dann aus einem iiberdeckenden System lokaler
Losungen eine globale Losung zu konstruieren. Der Hauptschritt ist
dabei der Ubergang vom Lokalen zum Globalen, wobei wir wohlbekannte
Methoden der Fasertheorie benutzen. Um jedoch wieder unabhingig von
der entsprechenden Literatur zu bleiben, entwickeln wir diese Methoden
in dem von uns benbttigten elementaren Umfang selbst.

Die vorliegende Arbeit besteht aus fiinf Paragraphen und dem bereits
erwihnten topologischen Anhang. In §1 formulieren wir das Haupter-
gebnis in der Sprache der Fasertheorie, welches in §2 bewiesen wird.
In §3 werden Familien von Unterrumen untersucht, welche lokal als
Bild gewisser Operatorfunktionen aur A darstellbar sind. Im vierten
Paragraphen schlieBlich wenden wir die Ergebnisse aus §3 auf Operator-
funktionen an. Der fiinfte Paragraph enthilt zwei Gegenbeispiele, welche
zeigen, daB die Hauptresultate aus §4 micht verbessert werden konnen.

Wir danken A. S. Markus fiir eine anregende Diskussion.

§1. A-Cozyklen. Sei B eine Banachalgebra mit Einselement e, K eine
kompakte Teilmenge des nm-dimensionalen reellen Raumes R* und C
= ((K, B) die Algebra aller stetigen Funktionen auf K mit Werten in B.
Eine Teilmenge U von K heilt relativ offen, wenn sie in der Topologie
von K offen ist; eine Uberdeckung {U;}.s des Kompaktums K heilt
relativ offen, wenn die U; relativ offene Teilmengen von K sind.

Im vorliegenden Palagmphen bezeichnen wir mit 4 = A(K, B)
eine gewisse Teilalgebra von O(K, B), welche die folgenden beiden Eigen-
schaften besitzt: :

1) Fiir jede endliche relativ offene Uberdeckung {V;jj., von K
gibt es ein System reeller mchtnegatwer Funktlonen 1y o-ny 0, auf K,
g0 daB: @ () 4. +p,(0) =1 (e K), ¢(0) =0 (Le ENV;) und gwed
siir alle ze B.

2) Sind alle Werte einer Funktion ae4 invertierbare Elemente der
Algebra B, so gehort auch die Funktion o™ zu A.
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Wir nennen einige Beispiele. Offenbar besitzen die Algebra € sowie
die Algebra 0% aller in einer gewissen Umgebung von K unendlich oft
differenzierbaren Funktionen die Eigenschaften 1) und 2).

Ist n =2 und K die Einheitskreislinie, so besitzt die Algebra W
aller Funktionen f: K—B der Form

D i< oo

j=m—co

fioy = 3 &f; mit
J=—co
(¢ ist hierbei im Sinne der komplexen Multiplikation zu verstehen) offen-
bar die Eigenschaft 1). DaB die Algebra W auch die Bigenschatt 2) besitat,
wurde in [2] bewiesen (vgl. auch [13]); im skalaren Fall (B = C) fillt
diese Aussage mit dem bekannten Satz von Wiener iiber absolut kon-
vergente Fourierreihen zusammen.

Ein weiteres Beipiel fiir eine Algebra mit den Rigenschaften 1)
und 2) bildet offenbar die Menge H, (0 < a < 1) aller a-holderstetigen
Funktionen auf einer glatten' Kurve.

Wir kehren zum allgemeinen Fall zuriick. Fir jede Teilmenge M
von K und jede Teilmenge D von B bezeichnen wir mit 4 (M, D) die
Menge aller Funktionen »: M—D, fiir die eine Funktion fed mit f|M = h
existiert. )

Es seien nun fiir den weiteren Verlauf dieses Paragraphen eine relativ
offene Uberdeckung W = {U,};.; von K sowie eine offene Untergruppe G
der Gruppe aller invertierbaren Elemente aus B fest gegeben.

DeriNrTION - 1.1. Eine Abbildung f, die jedem geordneten Paar 7,
k von Indizes aus J eine Funktion fyeA(U;nT,, @) zuordnet, heilit
AY-Cozyklus, wenn die folgenden Vertriglichkeitsbedingungen erfiillt
gind : : ’

Jifw =Fn  auf

DErINITION 1.2. Ein A#-Cozyklus f heifft. A-trivial, wenn es ein
Funktionensystem h;eA(T;, @) (jeJ) gibt, so daB

U,n0nT, (§,k,1ed).

fw =Wkt aut  T,nT, (4, ked).

Offenbar ist jeder A-triviale A¥-Cozyklus insbesondere C-trivial.
Das folgende Theorem zeigt, daf diese Aussage umkehrbar ist, und stells
das Sechliisselresultat der vorliegenden Arbeit dar.

THEOREM L.1. Jeder C-triviale AZ-Cozylklus ist A-trivial.

Dem Beweis dieses Theorems ist der folgende Paragraph gewidmet.
Wir ziehen hier noch einige SchluBfolgerungen.

Sei B* (k=1,2,...) die k-dimensionale Finheitskugel und &¢*
ihre Oberflédche. Wir erinnern daran, daf ein topologischer Raum Z m-fach
zusammenhdngend heiBt (m > 0), wenn jede stetige Abbildung h: §*—+Z

y
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(k< m) stetig auf E**! fortsetzbar ist. Aus der Topologie sind die fol-
genden beiden Lemmata wohlbekannt (vgl. z.B. [6]):

LEMMA 1.1, Piir n =1 dst jeder C5-Cozyklus C-trivial. Ist n > 2 und
die Gruppe G (n—2)-fach zusammenhingend, so ist ebenfalls jeder CE-Co-
2yklus C-trivial, .

LeMma 1.2. Ist das Kompoktum K zusemmenziehbar, so ist jeder
O8-Cozylklus C-trivial.

Die Lemmata 1.1 und 1.2 werden in der topologischen Literatur —
soweit uns bekannt — stets in einem wesentlich allgemeineren und somit
komplizierteren Zusammenhang bewiesen. Da die hier formulierten
Spezialfille jedoch vergleichsweise elementar sind, geben wir am Ende
dieser Arbeit in einem Anhang direkte Beweise fiir sie an.

Aus Theorem 1.1 folgt nun aufgrund von Lemma 1.1 das

" THEOREM 1.2. Fir n =1 ist jeder A%-Cozyklus A-trivial. Ist n > 2
und die Gruppe G (n—2)-fach zusammenhingend, so ist ebenfalls jeder
AZ-Cozyklus A-trivial. :

FoLGERUNG L1.1. Ist n <2 und die Gruppe G linear (d.h. 0-fach) au-

sammenhdngend, so st jeder AZ-Cozyllus A-trivial.

Wir bemerken, dafB fiir alle s =1,2,... die Gruppe GL(s, C) der
reguliren komplexen Matrizen s-ter Ordnung linear zusammenhiingend
ist; andererseits ist die Gruppe GL(s, C) nicht 1-zusammenhingend und
die Behauptung aus Folgerung 1.1 ist fiir # =3 und G = GL(s, C) bereits
falsch (vgl. Satz 5.1).

FoLGERUNG 1.2. Ist die Gruppe G eusammenziehbar, so ist jeder AE-Co-
2yklus A-trivial.

Hierzu sei bemerkt, daB die Tsomorphismengruppe GL(X) fitr eine
ganze Reihe unendlichdimensionaler Banachrinme X zugsammenziehbar
ist (vgl. 2z.B. [20]); insbesondere ist dies fiir alle unendlichdimensionalen
Hilbertrdume X der Fall [8].

Aus Lemma 1.2 erhilt man mit Theorem 1.1 das folgende

TuworeM 1.3. Ist das Kompakium K zusammenziehbar, so ist jeder
AX-Cozyklus A-trivial.

§ 2. Beweis vou Theorem 1.1. In diesem Paragraphen seien die fol-
genden Objekte fest gegeben: B ist eine Banachalgebra mit Rinselement e,
@ it eine offene Untergruppe der Gruppe aller invertierbaren Elemente
aus B, I ist eine kompakte Teilmenge de R™ und 4 = A(K, B) ist eine
Algebra it den Higenschaften 1), 2) aus §1.

" Aus Tigenschatt 1) der Algebra A ergeben sich unmittelbar drei
einfache Aussagen, die wir in dem folgenden Lemimna zusammenfassen:

LemMA 2.1. Sei M e¢ine abgeschlossene Teilmenge von XK.
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() Besitst eine Punkiion h: M—B dic Figenschaft, daf fir jedes
N e I eine Funltion h,e A und eine relativ offene Umgebung U, von 7 exi-
stieren, so dafi h = h, auf U,nM, so gehori die Funktion h zu A (M, B).

(b) Jede stetige Funktion auf M mit Werten aus B ist avuf M gleich-
mafpig durch Funktionen aus A appromimierbar.

(c) Fiir jede Funktion he A (M, B) und jedes ¢ > 0 9ibt es eine Funltion
hed mit B\M = h| M und

max [k () < max|[h(Z)] +e.
(e Ledl

Weiter bendtigen wir das folgende

LeumA 2.2. 8ei M eine abgeschlossene Teilmenge von K. Dann gehort
Jiir Jede Funktion hed (M, @) auch die Funktion b~ su A(M, G).

Beweis. Sei n ein beliebiger Punkt aus M und % eine Funktion
aus 4 mit | M = k. Dann gehdrt auch die Funktion g d=mﬂ7z[h(77)]_1 zu A

und es gilt g(y) = e. Wir wihlen eine relativ offene Umgebung U von i
mit

max g ({) —efl < 1.
LeU

Dann gibt es wegen Lemma 2.1 (¢) eine Funktion med mit m = g—e

auf U und
max |im({)]| < 1.
43¢

Nach Eigenschaft 2) der Algebra 4 ist (e4+m) " e und fiir die Funktion
o [h{(m]1 (e+m)™ ans A gilt dann offenbar ¢ = b~ auf UNM. Da
der Punkt 77¢ M beliebig gewihlt war, folgt die Behauptung nun aus
Lemma 2.1 (a). Damit ist der Beweis beendet.

Bs selen U = {U};; und B = {V,};.; zwei relativ offene Uber-
deckungen von K ; dabei sei B eine Verfeinerung von 2, d. h. es existiere
eine Abbildung q: J—I mit V= Uq(j). Dann erzeugt offenbar jeder
AF-Cozyklus f durch

7 def

Jor =fq(s)q(r) auf . i:73"‘7;' (8,7ed)

einen A2-Cozyklus f. Jeder auf diese Art erzeugte Ag-Cozyklus f heiBt
durch f induziert. Natiirlich gibt es im allgemeinen mehrere durch f in-
duzierte 4g-Cozyklen, denn die Abbildung ¢ muB nicht eindeutig bestimmt
sein. Bs gilt aber das folgende wohlbekannte (vgl. z.B., [5])

LuMwa 2.3. Ist f ein Ag-Coeyklus, so ist f genoy damn A-trivial, wenn f
A-trivial ist.

Beweis. Die Notwendigkgit der Bedingung ist offensichtlich. Wir
zeigen ihre Hinldnglichkeit. Sei f 4-trivial, d.h. es existiere ein Funktionen-
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system ke A(7;, @) mit

fo =kt aut VAT, (s,7ed).

Weiter sei g: J—I eine Abbildung mit f,, = fusiary auf V,nV,. Dann
gilt fiir je I und 7, sed

Tuwifiawy = heh7?

d.h. es gibt korrekt definierte Funktionen h;: U;—@ mit By = figqhs
auf U;NV,. Nach Lemma 2.1 (a) gilt hye A (T;, &). Offenbar ist f, = hyhz*
auf U;nT,. Damit ist das Lemma bewiesen.

Levva 2.4. Seien M,, M, 2wei abgeschlossene Teilmengen von K
und h eine Funktion aus A(M;NM,, ). Gibt es dann stetige Funkiionen
e1: My =@, ¢o: My—Q mit h=c,05" auf M;0M,, so gibt es auch Funktionen
ayeA(M,, @), ayeA(M,, @) mit h = a,a;" auf er:Mz.

Beweis. Sei % eine Funktion aus 4 mit kb =k auf My;nM,. Nach
Lemma 2.1 (b) gibt es Funktionen b;ed (j =1,2), die ¢; auf M, so gutb
gleichmifig approximieren, daB b;eA(M;, @) und

auf T .n7,nT;,

max b7 (D)R(8)ba(E) —ell < 1.

LeMinMy
Aus dieser Ungleichung und Lemma 2.1 (¢) folgt die Existenz einer Funk-
tion med mit m = b7 hb,—e auf M;NM, und

(2.1) max |[m(Q)ll < 1.

{eK

Wegen REigenschaft 2) der Algebra A gehort (e-~m)™' und somit auch
die Funktion azﬂi—sz(e +m)™! zur Algebra 4. Da die Gruppe @ offen
ist, folgt aus (2.1), daB die Funktion (¢ +m)™! nur Werte aus G annimmt
und somit aye A (M,, G) gilt. Setzt man nun noch a, = b,, so gilt offenbar
a7'ha, = e auf M,NM,, womit das Lemma bewiesen ist.

Beweis von Theorem 1.1. Da K kompakt ist, geniigt es aufgrund
von Lemma 2.3 den Beweis fiir endliche Uber_deckungen zu fithren. Sei
also U = {U;}{, eine endliche relativ offene Uberdeckung von K unc? f
ein C-trivialer A3-Cozyklus, d.h. es existiere ein System stetiger Funktio-
nen ¢: U;—~@ mit B :

(2.2) fie =gog*  aul  T;nT,.
Sei B = {V,}2_, eine zweite relativ offene Uberdeckung von K“mit Ve U
(j =1,...,p). Nach Lemma 2.3 reicht es aus, die A-trivialitdt des durch

~

fix = Fi1V;nV,, definierten Ag-Cozyklus f zu beweisen. Dafiir Wiedem.lm
geniigt es offenbar zu zeigen, daB fiir s = p die folgende Aussage gilt:
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Es gibt relativ offene Mengen Wy U; (j=1,...,8) mit V, < w;

sowie ein Funktionensystem e AW &) (j =1,...,8), 80 daB']

(2.3) Je = oyapt  ant  W,nW, o (, k =1,...,8).

Fiir § = 1 ist diese Anssage wegen Sfiu1 = e trivial. Wir setzen nun voraus,
daB siefiir ein 1l < s < p —1 bereits bewiesen ist. Dann giltfirf, &k =1,...,s
die Beziehung a;'f; ., = @ fraq1 Ut W;nW,nU,,,. Folglich gibt es
eine korrekt definierte Funktion 7: (Wlu.,.UWs)r\Us,‘Al»G mit b o=
af}fj,a;rl auf W;nU,,, (4 =1,...,8). Wir wihlen relativ offene Mengen
Wiy ooy Wy, ans, 80 daBl V; < Wi und W< W, fir j =1, eey 8 SOWiE
Vepr & Wy und Wy, < Usii. Dann folgt aus den Lemmata 2.1 (a)
und 2.2 die Beziehung he A([WV...UWINW,,,, ).

‘ i_&_us (&,Z) und (2.3) folgt fiir j, & = 1, ..., s die Gleichung a;¢; = a™'¢,
auf W;n W,CL_FoIglich existiert eine korrekt definierte stetige Funktion
c: WiU...UW,—~@ mit ¢ = ajte; auf W,. Wegen (2.2) gilt:

h =cel, auf

(WV...UT)NW,,,.
Nach Lemma 2.4

—

ved(Wyy,, G) mit

gibt es nun Funktionen wed(W,u...UW,, &) und

h=w™ auf (WU...0W)nTT,,,.

Setzt man a; = ayu(j =1, ..., s)und (g1 = 0,80 gilt offenbar aje 4 (W}, @)

(1 =1,..,8+1) und

e = (@)™ aut  W;nW;, (j,k=1,..f,s+1).

Damit ist Theorem 1.1 bewiesen.

§3. Familien von Unterriumen eines Banachraumes. In diesen Para-
graphen sei X ein Banachraum, I = L(X) die Banachalgebra der linearen
beschrinkten Operatoren in X und G = GL(X) die Gruppe der invertier-
baren Operatoren aus L. Weiter sei K eine zusammenhiingende kompakte
Teilmenge des R” und ¢ = O(XK, L) die Algebra der stetigen Funktionen
auf K mit Werten aus L. Mit 4 = A (K, L) bezeichnen wir eine Unter-
algebra von € mit den Rigenschatten 1) und 2) aus §1.

DerFINITION 3.1. (2a) Bine Familie {M ()} e von Untberrdumen *
des Raumes X heillt A-Familie, wenn es fiir jeden Punkt e K eine relativ
offene Umgebung U < K von 7, eine Funktion Te A (U, @L) und einen
Unterraum M, von X gibt, so daf

M) =T(E) My, tel.

(*) Mit ,,Unterraum” ist stets ein abgeschlossener Unterraum gemeint.

* ©
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(b) Eine A-Familie {M(£)};.x von Unterrinmen aus X heiBt A-trivial,
wenn es eine Funktion Ted (K, GL) und einen Unterraum My, von X
gibt, so daB )

M) =T)M, fir alle fe XK.

Bemerkung 3.1. Wie in §4 an einem Beispiel gezeigt wird, gibt.
es bereits fiir n = 2 A-Familien von Unterrdumen aus X, die nicht C-tri-
vial sind.

TemorEM 3.1. Sei M = {M({)}.x eine Familie stetig projizierter
Unierriume von X. Dann ist M genau eine A-Familie, wenn es eine Operator-
funktion Ped (K, L) gibt, deren simtliche Werte Projektoren sind, so daf

M) =ImP(), (K.

Beweis. Wir setzen zuerst voraus, daf eine solche Funktion P exig-
tiert. Dann ist fiir jeden Punkt ne K die Funktion

T(@)Z PP +HI—PQ) (I-P(n), LK,

in einer gewissen relativ offenen Umgebung von 7 invertierbar und es
gilt dort offenbar M(Z) =ImP(L) = T(¢) [ImP(y)]. Damit ist die
Hinlénglichkeit der Bedingung gezeigh; wir zeigen ihre Notwendigkeit.

By gei U = {U;}{ eine endliche relativ offene Uberdeckung von K

-mit der Eigenschait, daf fiir jedes U; eine Funktion T;<4 (T;, GL) und

ein Unterraum M; mit M(¢) = T;(¢) My, Le U,, existieren. Da die Riume
M () stetig projiziert sind, gibt es Projektoren Rje L mit ImR; = M;.
Nach Lemma 2.2 werden durch

PO E ORI, LT,

Funktionen P;eA (U;, L) definiert; offenbar sind alle ihre Werte Projek-
toren und es gilt M (¢) = ImP;(¢) fir Le U.

Nach Eigenschaft 1) der ‘Algebra 4 gibt es nun nichtnegative reelle
Funktionen ¢; auf K mit ¢;|(K\NU;) =0, Y ¢; =1 und ¢;Tc 4, wobei I
der Einheitsoperator in X ist. Setzt man ¢, P; auBerhalb von U gleich 0,
so gilt ¢, P;ed; somit wird durch P = Y ¢, P, eine Funktion P aus A
korrekt definiert. Wegen P,P; = P; auf U;nTU, ist P? = P. Schlieflich
sieht man leicht, daB M(¢) = ImP(f), fe K. Damit ist Theorem 3.1
bewiesen.

Der in Definition 3 (a) auftretende Raum M, kann vom Punkt #
abhingen. Der folgende Satz zeigt jedoch, daB M, auch unabhéngig

" von 7 gewihlt werden kann.

Sarz 3.1, Sei {M(&)}ex eine A-Familie von Uniterrdumen aus X.
Dann gibt es einen Unterraum My von X mit der folgenden Higemschaft:
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(Ass)  Pir jeden Punkt ne K gibt es eime relativ offene Umgebung T
von n und eine Funktion TeA(U,QL), so daff M({) = T({)M,
fiir £eU.

Beweis. Fir jedes e K gibt es nach Definition eine relativ offene
Umgebung U, von 7, einen Unterraum M, von X und eine Funktion
T,e4(U,, GL), so daB M(¢) = T,() M,, {e U,. Wir fixieren einen Punkt
7o K und setzen M, = M, . Offenbar geniigt es zu zeigen, daB fir jeden
Punkt ne K ein Operator F,<GL mit

(8.1) M, = F, M,

-existiert.

Fiir jeden Punkt ne K gibt es endlich viele Punkte 7y, ..., 7,¢ K,
s0 daB U,NT,, #@ fir j =0,1,..., 5, wobei 7,,, = 7. Wir wihlen
fir alle § =0,1,...,s einen Punkt {;e U,,jnU,,jH‘. Dann gilt Mv1+1
=T-1 () T,,(&) M, und somit die Gleichung (3.1), wenn man
B, = T2 (G0 T (C) o T2 (10) Ty (m0)

41
:8etzt. Damit ist Satzt 3.1 bewiesen.

Wir werden sagen, dafl ein Unterraum M, von X zu einer/ A-Familie
{M (£} x assoziiert ist, wenn er die Bigenschaft (Ass) aus Satz 3.1 besitzt.

Sei M = {M({)};.x eine A-Familie von Unterrdumen aus X und M,
-ein zu M assoziierter Unterraum. Wir bezeichnen mit LM, die Unter-
-algebra aller Operatoren aus I, die auf M, invariant sind; GLM, sei die
‘Gruppe der invertierbaren Elemente der Algebra LM,. Weiter sei U
= {U,};.; eine relativ offene Uberdeckung von K so fein, daB fiir alle
JjeJ eine Funktion T;ed (T;, GL) mit M (L) = T;() My, Le U;, existiert.
Wegen Lemma 2.2 wird dann durch die Gleichungen

By =T7'T, auf  U;nT,
ein AgLMo-Gozyklus R definiert. Jeden auf diese Art erzeugten A(},ILMO-
Cozyklus werden wir im weiteren zu M assoziiert nennen. Umgekehrt
werden wir auch sagen, dafl M zu R assoziiert ist.

Sarz 3.2. 8et M = {M({)};.x eine A-Familie von Unterrdumen aus
X, U = {U};.s eine rélativ offene Uberdeckung von K, M, ein 2u M asso-
zierter Unterraum und R ein 2u M assoziierter A};}LMO-Oozyklus‘. Dann
st M genau A-trivial, wenn R A-trivial ist.

Beweis. Sei zuerst M als A-trivial vorausgesetzt, d.h. es existiere
-eine Funktion Te¢A(K,GL) mit M (L) =T(0)M,, CeK. Weiter seien

T; ¢ A(T;, GL) Funktionen mit M(Z) = T;(Z)M,, e U;, mnd Ry, = T 0.

Setzt man H; = T;'T, so gilt offenbar H;<4 (U;, GLM,) und” H; 'R, H,
= I, d.h. R ist A-trivial.

icm°
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Es sei nun B als A-trivial vorausgesetzt; 7T, seien die gleichen Funk-
tionen wie oben. Dann gilt es Funktionen H;e A (T;, GLM,) mit

HOU TP T Hy =1 aut U;n0,.
Somit gilt T;H; = T, H; auf U;nT, und es existiert eine korrekt defi-
nierte Funktion T': K—»QL mit T = T; H; auf U, die nach Lemma 2.1 (a)
zur Algebra A gehért. Offenbar gilt M () = T'(£) M, fiir alle {¢ K. Damit
ist Satz 3.2 bewiesen.

THEOREM 3.2. Jede C-triviale A-Familie von Unterrdumen aus X ist
A-trivial.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Theorem 1.1 und Satz 3.2.

Ist M = {M({)};cx eine A-Familie von Unterriumen aus X, so
hingen die Zahlen dim M () und codim M (Z) offenbar nicht von (e K
ab, denn K war als zusammenhingend vorausgesetzt. Wir nennen diese
Zahlen Dimension bzw. Codimension von M und bezeichnen sie mit
dim M bzw. codim M.

Aus dem Satz von Kuiper iiber die Zusammenziehbarkeit der Iso-
morphismengruppe eines unendlichdimensionalen Hilbertranmes erhilt
man des folgende

TusoreM 3.3. Ist X ein unendlichdimensionaler Hilbertraum, so ist
jede A-Familie M von Unterriumen aus X mit dim M = codim M = co
A-trivial.

Beweis. Aufgrund von Satz 3.2 geniight es zu zeigen, daB fiir jeden
Unterraum M, von X mit dim M, = codim M, = co und jede relativ
offene Uberdeckung U von K alle A% rar,-CozyKlen A-trivial sind. Hierfir
wiederum reicht es wegen Folgerung 1.2 aus zu zeigen, da8 die Gruppe
GLM, fir alle Unterrdume M,c X mit dim M, = codim M, = oo
zusammenziehbar ist.

Sei P der Orthoprojektor von X auf My, @ = I —P und G die Unter-
gruppe aller Operatoren aus GLM,, die auch auf dem Unterraum KerP
invariant sind. Nach dem Satz von Kuiper [8] sind die Isomorphismen-
gruppen GL(M,) nnd GL(KerP) und somit auch die Gruppe G zusammen-
ziehbar. Hieraus folgt, daB die durch

Hy(N) = NP+QNQ, NeGLM,,

definierte Abbildung H,: GLM,~G homotop zu einer konstanten Ab-
bildung ist. Weiter wird durch
H(N,t) = Hy(N)+tPNQ (NeGLM,, 0<<t<<1)

eine Homotopie zwischen H, und der identischen Abbildung von GLM,
definiert. Damit ist Theorem 3.3 bewiesen.
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Bemerkung 3.2. Aus Gegenbeispiel 1, §5, folgt insbesondere, da
Theorem 3.3 falsch wird, wenn man auf eine der Voraussetzungen
dim M = oo oder codim M = oo verzichtet.

Bine A-Familie von Unterrdumen aus X heilt kompaki, wenn die
Abbildung 7 aus Definition 3.1 (a) in der Form T' = I+ V gewihlt werden
kann, wobei die Funktion 7 nur kompakte Werte aus L annimmt.

THEOREM 3.4. Ist n =2, so sind alle kompakien A-Fomilien M
= {M(O)};er von Unterrdumen aus X A-trivial. Dabei kann die Funkiion T
aus Definition 3.1 (D) in der Form T = I+TV gewdhit werden, wobei alle
Werte von V kompakt sind.

Beweis. Wir bezeichnen mit GLI, die Untergruppe aller Opera-
toren N aus GLM, der Form N = I+ 8, wobei § kompakt ist. Da die
Familie M kompakt ist, gibt es dann eine relativ offene Uberdeckung
¢ = {U}es von K, einen Unterrawm M, von X und Funktionen T}
eA(U;, GLM,), so daB M (L) = T;(L) M, fiir Le U,

Da die Gruppe GLM, offenbar linear zusammenhingend ist, ergibt
sich aus Folgerung 1.1, daB der durch Ry B = T,;T;" aut U; = U, defi-
nierte Agzyr,-Cozyklus B A-trivial ist. DaB sogar die zweite Behauptung
des Theorems gilt, erkennt man am Beweis von Satz 3.2. Damit ist The-
orem 3.4 bewiesen.

Bemerkung 3.3. Theorem 3.4 gilt auch, wenn man das Ideal der
kompakten Operatoren durch gewisse andere Opératorenideale ersetzt,
z.B. durch das Ideal aller nuklearen Operatoren oder — im Hilbertraum —
durch das Ideal der Hilbert—Schmidt- Abbildungen.

THEOREM 3.5. Sei n<2 und M = {M({)};.x oine A-Familie von
Unterraumen aus X, fiir welche mindestens eine der beiden folgenden Bedin-
gungen erfillt ist:

(2) dim M << oo.

(b) eodim M < co.

Dann ist M A-trivial. Dabei kann die Funkiion T aus Definition 3.1 (b)
so ausgewdhlt werden, dapB fir einen gewissen endlichcodimensionalen Pro-
jektor Pe L(X) im Fall (a) die Beziehung A ({)P = P, {« K, und im Fall (b}
die Bez'{ehung PA(L) =P, (< K, gilt.

Beweis. () Sei zuerst dim M < co. Man sieht, leicht, dag die Familie
M kompakt ist. Folglich ist sie nach Theorem 3.4 A-trivial; sei § eine
Funktion aus A (K, GL) und M, ein Unterraum von X, so dal M({)
= S() M,, [« K. Weiter gibt es fiir jeden Punkt # aus K einen endlich-
codimensionalen Unterraum N, von X, so daB N,nM (L) = {0} fiir alle £
aus einer gewissen relativ offenen Umgebung U, von 7. Wir wihlen endlich
viele Punkte 7 aus, so dafB die dazugehérigen Umgebungen U, das Kom-
paktum K iiberdecken, und bezeichnen mit N den Dur chschmtt der
dazugehdrigen Réume N,.
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Dann ist codimN < co und M({)NN =
ein Projektor auf N und @ =I—P.

Offenbar ist {M({)4 N};.x eine kompakte A-Familie von TUnter-
riumen aus X ; somit existiert nach Theorem 3.4 eine Funktion Re¢ A4 (K, GL)
und einen Unterraum M; von X, so daB M(O)+ N = R() M, fiir (¢ K.
Durch Multiplikation der Funktionen § und R mit je einem geeigneten
konstanten Isomorphismus von rechts kann man erveichen, daB I,
= N+ M, gilt. Sei M, eine direkte Erginzung zu M, in X. Wir bezeichnen
mit Py den zu N 4 M, parallelen Projektor auf M, und mit P, den zu M,
parallelen Projektor auf M,. Dann besitzt die Funktion

T(8) = 8(2)Py+R(2)P,+P

offenbar die gewiinschten Eigenschaften, womit das Theorem im Fall (a)
bewiesen ist.

(b) Sei nun codim M < oo. Nach Theorem 3.1 gibt es eine Funk-
tion Red (K, L), deren Werte Projektoren sind, so daB M({) = ImR(Z).
Wiederum nach Theorem 3.1 ist {KerR({)};.x eine A-Familie. Da sie
endlichdimensional ist, gibt es nach dem bereits bewiesenem Teil des
Theorems eine Funktion 7', e A (K, GL), einen endlichdimensionalen Unter-
rawm M, und einen endlichcodimensionalen Projektor P,e L, so daB
KerR(¢) = T,({)M, und T,(5)P, =P,. 0.B.d.A. gei M, c KerP,. Aus
Bigenschaft 1) der Algebra 4 (K, L) folgt leicht, daB fiir alle e > 0 eine
Operator-tunktion Tye A (K, L) existiert, deren Werte zu einem gewissen
endlichdimensionalen Teilraum von L gehoren, so daB

1Ts(0) —Th(ON < & (e K.
Wir withlen & so klein, daB alle Werte der Funktion
(3.2) T5(L) = Py+T5(L) (I =Fy),
zu GL gehoren und aulerdem die Beziehung

(3.3) = M({)+ Ts(8) My,
gilti.

{0} fiir alle (e K. Sei Pe L

ﬂef

le K,

e K,

Da die Werte von T, zu einem endlichdimensionalen Teilraum von
I gehiren, gibt es einen endlichdimensionalen Teilraum M, von X, so daf

(3.4) To(E) (KerPy) € My, (eK,
Wir wihlen M, so gro8, daf auBerdem KerP, = M, gilt. Dann folgt
aus (3.2) und (3.4)

(3.5) T (0 My = My, LK.

Weiter sei N ein endlichcodimensionaler Teilraum von ImP, mit X
= N4+ M, und M, sei ein Unterranm von M, mit M, = Mg+ M. Wir
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bezeichnen mit P; den zu N4 M; parallelen Projektor auf M,. Dann
wird durch
T, (%) = R(C)Ta(C) (I‘“-P1)+T3(C)P1

wegen (3.3) eine Funktion T,ed (K, GL) mit
ML) =T4(0) (KerPy)  und  To(d) (ImPy) = T4(E) (T Py)

definiert. Weiter ist dann
R0 B L0 (I-P) I (2)
eine Projektionfunktion aus A4 (K, L) mit
ImB() = M) wd KerR(f) = Ta() (ImPy);
wegen (3.4) und ImP; = M, c ImP, isf also
(3.6) KerR < M,.
Setzt man B
‘ T(0) = B(0)T5(8) (I —Py) + Ts(L) Py,

so erhiilt man wegen (3.3) eine Funktion T4 (K, GL) fnit
M) =T() (KerPy), (K.

Sei P der zu M, parallele Projektor auf ¥. Dann gilt PR() =P
wegen (3.6) und PT,(l) = PT,({)P = P wegen (3.5) und (3.2); somit ist

PT() = P(I—P,)+PP, =P.

Damit ist Theorem 3.5 bewiesen.
THEOREM 3.6. Ist das Kompakium K zusammenziehbar, so ist jede
A-Familie von Unterriumen aus X A-trivial.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 3.2 und Theorem 1.3.

§4. Anwendung auf Operatorfunktionen. Sind B, I zwei Banach-
rdume, 50 bezeichnen wir mit L(F, F') den Banachraum der linearen
beschrinkten Operatoren von E in F; wir setzen L(H) = L(E, F) und
GL(E) sei die Gruppe der invertierbaren Operatoren aus L(F). Fiir jeden
topologischen Raum T bezeichnen wir mit O(T, B) die Algebra der ste-
tigen Funktionen auf 7' mit Werten in H.

In diesem Paragraphen seien X, ¥ zwei fest gegebene Banachriume
und K eine zusammenhingende kompakte Teilmenge des n-dimensionalen
reellen Raumes R". Weiter seien gewisse Unterrdume Ay = A(K, L(X)),,
Ay = A(K, L(Y), Axy =A(E,L(X, Y)) wd Apy =A(K, L(Y, X)}
von O(K, L(X)), C(K,L(Y)), CK,L(X, Y)) bzw. O(K,L(Y, X)) aus-
gezeichnet, so daB die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1) Die Rédume Ay, Ay, Axy und Aypy besitzen die RFigenschaft
1) aus §1.
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2) Ax und Ay sind Algebren und besitzen die Eigenschaft 2) aus §1.

3) Ist Txedx, Tyedy, TxyeAxpund TyxeAypy, so gelten die Bezie-
hljingen TxTyyTredxy; TpTxyTxedyx, TyxTxpedy uwnd TxpTpx
€dy.

Einen Operator Ne L(X, ¥) soll verallgemeinert invertierbar heiBen,,
wenn ein Operator Me L(Y, X) mit NMN = N existiert. Bin Operator
NeL(X, Y) ist genan dann verallgemeinert invertierbar, wenn gsein Bild
und sein Kern stetig projizierte Unterrdume sind [9].

Fir Ne L(X, Y) sei

B(N)ZE  sup int [a.
yeIm(N),|lvl|=1 Ne=y

Aus dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt, da8 die Zahl k(N )
genau dann endlich ist, wenn der Operator N einen abgeschlossenen
Bildraum besitzt (vgl., z.B., [T]).

Als Offnung [12], [16] zweier Unterriume ¥, ¥ eines Banachraumes Z
bezeichnet man die Zahl’

(B, F) = max {supd(e, Uy), supd(z, Ug)},
zeUpy zeUp

wobel Uy die Binheitskugel des Raumes ¥ ist und d(2, Ug) = inf |z —y|
yeU.

gilt. Die Funktion @ definiert eine vollstéindige Metrik auf der EMenge
aller Unterrdume von Z [16].

A. 8. Markus [19] hat gezeigt, daB fiir eine stetige Operatorfunktion.
T:K-~L(X, Y), deren Werte alle verallgemeinert invertierbar sind, die:
folgenden Aussagen #dquivalent sind:

(i;) Die Funktion k[T ({)], {e K, ist stetig.

(i) Die Funktion k[T ({)], (e K, ist beschrinkt.

(ig) Die Funktion ImT (), {e K, ist stetig im Sinne der Offnungs-
metrik ©. .

(i) Die Funktion KerT ({), (e K, ist stetig im Sinne der Offnungs-
metrik @,

Gilt codimImT(¢) < oo bzw. dimKerT({) < oo fiir mindestens ein
te K, so kann man zu den Aussagen (i,)—(i,) noch die folgende Aussage
(i) bzw. (i) hinzufigen. ‘

(iy) Die Codimension des Raumes ImT ({) hingt nicht von [ K ab.

(i) Die Dimension des Raumes KerZ'({) hingt nicht von f¢ K ab.

Wir werden im weiteren sagen, daf eine stetige Operatorfunktion
T:K->L(X, Y) mit verallgemeinert invertierbaren Werten die Higen-
schaft (i) besitzt, wenn sie einer der dquivalenten Bedingungen (i,)-(is)
geniigt.
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Bemerkung 4.1. Man sieht leicht, daf z.B. jede stetige Operator-
funktion P:K-—>L(X), deren sdmtliche Werte Projektoren sind, die
Eigenschaft (i) besitzt.

Sarz 4.1. Fir jede Operatorfunktion T aus A(K, L(X, Y)}, die nur
verallgemeinert invertierbare Werte annimmi, sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(a) {IMT(O)}ex st eine Ap-Familie von Unterriumen aus Y.

(b) {KerT ({)};.x ist eine Ax-Familie von Unterriumen aus X.

(¢) Die Operatorfunktion T besitet die Higenschaft (i).

Beweis. Die Aussagen (a) = (i) und (b) = (i,) sind offensichtlich.
Wir nehmen nun an, daf die Operatorfunktion 7 die Eigenschaft (i)
besitzt. Sei ne K. Dann folgt aus (i;) bzw. (i) die Existenz gewisser Unter-
rdume ¥, von ¥ und X, von X, so daB

(4.1) Y =ImT()+ ¥, und X =KerlT({)+X,

fiir alle £ aus einer gewissen relativ offenen Umgebung U von 7 (vgl. [16]).
Sei P der zu KerT'(#) parallele Projektor von X auf X, und B der zu Y,
parallele Projektor von ¥ auf ImT(y).

Dann besitzt T'(7) als Operator aus L(ImP, ImE) einen Inversen,
den wir mit [7T'(5)]™" bezeichnen. Wihlen wir nun eine relativ offene
Umgebung V = U von 7 hinreichend klein, so werden durch

det

Fp(l) =T @) ([T(IRTGP) T (IR, LV,
und
def

Fx(l) = I—[T(m]1(RL(E) [T(m] Y RT(Q), (T,
stetige Funktionen Fy: V-»L(Y) und Fx: V—L(X) korrekt definiert,
-deren Werte offenbar Projektoren sind. Dabei gilt ImFy () = ImT (&),
KerFy(f) = ¥y, ImFg(f) > KerT () und KerFy({) = X,. Hieraus
folgen wegen (4.1) die Beziehungen

ImFyp(¢) =ImT() und ImFg(l) =KerT(f) tir CeV.

Nach Theorem 3.1 (genauer gesagt, mach Teil 1 des Beweises von
Theorem 3.1) bleibt daher fibrig zu zeigen; daf die Funktion Fp bzw.
Fr zu Ap(V, L(Y)) baw. Ax(V, L(X)) gehort. Hierbei heschriinken wir
uns auf die Funktion Fy, da der Beweis fiiv Fy analog verliuft. Da auf-
grund der Eigenschaft 1) insbesondere die konstante Funktion mit dem
Wert [T(9)]7'R zu Apy gehdrt und auBerdem die Bedingung 3) erfillt
ist, geniight es, die Beziehung

([T (I BT (2)P) P ed(V, L(X))
zu zeigen. Letzteres folgt aber wegen
([(T(mIRI(L)P +Q)<A(V, GL(X))
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mit Lemma 2.2 aus der Gleichung
((TIBTQP)™P = ([T(n)] " BT () +Q)~ —Q.
Damit ist der Satz bewiesen,

FoLeERUNG 4.1. Sei T eine Operatorfunktion aus Axy, deren Werte
simtlich @-Operatoren sind. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
() {(ImT (&)}rexe B8t eine Ap-Familie von Unterriumen aus X.

(B) {KerT(£)}rex 48t eine Ax-Familie von. Unterrdumen aus X.

(y) Die Dimension des Raumes KerT (L) himgt nicht von e K ab.

Aus Satz 4.1 und Theorem 3.1 folgt:

TemorEM 4.1. Fir jede Operatorfunkiion TeA(K,L(X,Y)), deren
Werte alle verallgemeinert invertierbar sind, sind die folgenden Awussagen
dquivalent: ;

(a) Die Operatorfunkiion T' besitet die Higenschaft (i).

(b) Hs gibt eine Operatorfunkiion Re A(K, L(X)), deren Werte Projek-
toren sind, so daf ITmT (L) = TImR(C) fir alle (e K.

" (¢) Bs gibt eine Operatorfunktion PeA(K, L(X)), deren Werte Projek-
toren sind, so daf KerT(l) = ImP (L) fiir alle {e K.

Aus Satz 4.1 und Theorem 8.2 folgt:

TenorEM 4.2. Sei T eine Operatorfunktion aus A(K, L(X, Y)), deren
Werte verallgemeinert invertierbar sind.

(a) Bs gibt gemaw dann eine Operdtorfunktion EeA(K,GL(Y)) und
einen Unterraum M, < Y, so daf TmT (L) = E(L)M,, (< K, wenn es eine
stetige Tunktion C: K—~GL(Y) und einen Unterraum M, < ¥ mit ImT ()
= C(&) My, e K, gibt.

(b) Bs gibt genaw dann eine Operatorfunktion I eA(K, GL(X)) und
einen Unierraum My < X, so dap KerT ({) = F({)M,, (< K, wenn es eine
stetige Funktion C: K —GL(X) und einen Unterraum M, = X mit KerT ({)
=0(0)M,, te K, gibt.

Aus Satz 4.1 und Theorem 3.3 folgh:

TuporeM 4.3. Sei T eine Operatorfunktion aus A(K, L(X, X)), deren.
Werte verallgemeinert invertierbar sind und welche die Eigenschaft (i) besitet.

(a) Ist Y ein Hilbertraum wnd AimImT () = codimIm T'(n) = oo fir
ein (und somit alle) 1 aus I, so gibt es eine Operatorfunktion Be A(K, GL(Y))
und einen Unterraum My, < ¥ mit InT(8) = B(L) M, fir alle (e K.

(b) Ist X ein Hilbertraum und dimKerT(n) = codimKerT (n) = oo
fiir ein y aus K, so gibt es eine Operatorfunktion F cA(K, GL(X)) und
einen Unterraum M, = X mit KerT () = F(L) M, fiir alle L K.

Bemerkung 4.2. In §5 wird ein Beispiel angegeben, welches zeigt,
daB Theorem 4.3 falsch wird, wenn man auf die Bedingung dimImT ()
= codimIm T (n) = oo bzw. dimKerT(n) = codimXerT (n) = oo ver-
zichtet.

2 — Studla Mathematlea LVILL
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Auns Satz 4.1 und Theorem 3.5 folgh: .. - .

THEEOREM 4.4. Sein < 2 und T ¢ine Operatorfunktion aus A(K, L(X, X)),
deren Werte veralligemeiniert invertierbar sind und welche die Tigenschaft (i)
besitet,. ..~

" (a) Ist dimKer T (n) < oo fiir ein (und somit alle) 7 aus K, so0 existiert
eine Operatorfunltion HeA(E, G’-L(X)) und ein Unterrawm M, < X mit
KerT({) = B(L)M, fir alle [« K. Dabei kann die Funktion E so aus-
gewdhlt werden, dafi fiir einen gewissen endlichcodimensionalen Projelior
Pe L(X) die Beziehung B(J)P =P, (< K, gilt.

(b) Ist codimImT () < oco fiir ein u aus K, so ewistiert eine Operator-
Junktion B e A(K, L(X)) und ein Unterraum M, < ¥ mitImT(f) = B(L)M,
fiir alle [e K. Dabei kann die Funkiion B so ousgewdhlt werden, daf fir
einen gewissen endlichcodimensionalen Projektor Pe L(Y) die Beziehung
PH() =P, t< K, gilt.

‘Wir bezeichnen mit A4 (K, X) bzw. A(K, ¥) die Menge aller Vektor-
funktionen z: K—X bzw. y: K—Y, fiir die eine Operatorfunktion R,
cA(K, X) bzw. ByeA(K,Y) mit #() = R,(0)m, bzw. (L) =R,(0)Y,
exigtiert, wobel ,eX bzw. y,cY ein gewisser konstanter Vektor ist.
Mit diesen Bezeichnungen erhilt man aus Theorem 4.4 weiter die

FoLemrune 4.2. Sei n <2 und T eine Operaterfunktion aus Ayp
= A(K,L(X, Y)), deren Werte verallgemeinert imvertierbar sind.

(a) Himgt die Zakl s = dimKer T (Z) wicht von < K ab und ist § < oo,
s0 gibt es Funkiionen @y, ..., z,c A (K, X), so daf das System ,(C), ..., 2,(C)
fiir alle e K eine Basis won KerT({) bildet.

(b) Hdngp die Zahl m = coQimImT (g) nicht von te K ab und ist
m < oo, $0 qubt s Funktionen y,...,Y,cA (K, Y), so daf das System
Y1(L)y --vs Y (L) fiir alle ¢ K eine Basis des Fakiorrauwmes Y/ImT(Z)
erzeugt.

§ 5. Zwei Gegenbeispiele.

1. 'Wir beginnen mit einem Beispiel, welches zeigt, dad die Folgerung
4.2 bereits fiir X = ¥ = C* falsch wird, wenn man auf die Voraussetzung
n < 2 verzichtet. :

Sei K = §* die Oberfliche der Einheitskugel im R?, die wir mit der
erweiterten komplexen Ebene identifizieren wollen, d.h. es sei K = CuU{oo}.
Weiter sel A(K, C) eine Algebra mit den Bigenschatten 1) und 2) aus §1.
Wir wihlen Funktionen ¢y, ¢ e.d (K, C) mit Po(f) = 0 fir [£]<<1/2,
Peol8) =1 fiir 1< L] < 00, g(¢) = 0 fiir 2< | < oo und ¢y(£) = 1 fir
I¢] < 1. Setzt man nun zusétzlich voraus, da8 die Algebra A (K, C) Funk-
tionen vy, yo, mit yo(L) = ¢ fiir 1] < 2 und y,,(2) = ¢~ fir 1/2 < ] < oo
enthélt, so wird durch die Gleichung

def C‘Po(c) %(:)
T‘“:(wm(c) c—‘%m)

icm
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eine Matrixfunktion 7 eA(K, L(C?) definiert, deren Rang identisch
gleich 1 ist, welche also die Rigenschaft (i) besitzt.

SATz B.1. Es gibt keine stetige Vektorfunktion f: K— C* mit f({) # 0
fiir alle L K, so daff f({)e KerT(L), (e K.

Beweis. Wir nehmen an, es gibt eine solche Funktion f = (fy, fa).
Dann ist
(5.1)
und

fiir

LRI FF(8) =0 I <2

fi@)+E7fe(d) =0 far
Hieraus folgen wegen f({) # 0, {e CU{co}, die Beziehungen f,({) # 0,
1£1 <1, und f,(8) # 0, 1< |L] < oo; folglich wird durch :

c}__ﬁ_f _ fa(]-@
TGN

eine stetige Funktion auf der Kreisscheibe ,,|{] << 1’’ korrekt definiert,
die dort iiberall von Null verschieden ist. Wegen (5.1) gilt aber & = g({)
fiir |¢] = 1, was unmoglich ist, denn bekanntlich 148t sich die TIdentitdt
der Rinheitskreislinie nicht ohne Nullstellen ins stetig Innere des Kreises
fortsetzen. Damit ist der Satz bewiesen. R

Nach Theorem 3.1 gibt es eine Projektorfunktion TeA(K,L(Cﬂ)
mit KerT(¢) = KerT({), ¢« K. Da fiir die Funktion 7' laut Satz 5.1 die
in Folgerung 4.2 (a) formulierte Aussage nicht zutrifft, triffs sie natiirlich
auch nicht fiir die Funktion, ¥ zu. AuBerdem besitzt die Funktion T aber
auch nieht die in Folgerung 4.2 (b) formulierte Rigenschait. In der Tat,
wire g: K-C? eine stetige Funktion mit g(¢) ¢ ImT (%), (e K, s0 wire
g(0)—T(2)g(£) # 0 und g(&)—T(0)g(0) e KerT(g) fir alle e K.

Wir bemerken noch, daB sich aus der Funktion 7' auch leicht ein
Gegenbeispiel gewinnen 1468t, welches zeigh, daB Theorem 4.3 falsch wird,
wenn man auf die Voraussetzung dimImT7 (%) = codimImT(n) = oo
bzw. dimKerT (n) = codimKerT(n) = oo verzichtet.

2. Wir geben nun ein Beispiel an, welches zeigt, da Theorem 4.4
nicht mehr allgemein gilt (fiiv » = 2), wenn man auf die Voraussetzung
dimKerT (1) < oo bzw. codimKerT (n) < oo verzichtet.

Sei Z ein Banachraum, dessen Isomorphismengruppe GL(Z) nicht
linear zusammenhingend ist; die Existenz solcher Réume wurde in [3]
gezeigh. Weiter sei K die Binheitskreislinie in der komplexen Ebene und
A(K, L(Z®Z)) eine Algebra stetiger Funktionen mit den Eigensc}mften
1) und 2) aus §1. Fir je zwei reelle Zahlen 0 < o < < 2x bezeichnen
wir mit I'[a, 8] den Bogen aller Zahlen ¢ mit «<t< f. Nach Eigen-
schaft 1) der Algebra A(K,L(Z®Z)) gibt es nun reelle Funktionen g,
p auf K mit p() = 1 fiir £e I'[0, /41,p(8) = 0 fiir Le [[x[2, 7], »(0) =1

£ > 1/2.

g(&) <z,
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fur fe I'[§w, =] und p(l) = 0 fir {e I'[0, ©/2], so daB fiir alle Operatoren
HeL(Z®Z) die Funktionen ¢H und pH zu A(K, L(Z®Z)) gehbren.

Wir wihlen einen Operator EeGL(Z), der nicht zur Zusammen-
hangskomponente des Einheitsoperators I von Z gehort, nhd betrachten
die durch die Blockmatrix

Sﬂ:ef(wﬂ’ (p+y—1)I
A—p—p)I B 4yl

definierte Funktion §eA(K, L(Z@Z)). Aus der Beziehung ¢y = 0 auf
I'T0, =] folgt S(L) « GL(ZDZ) fiir {e I'[0, =). Dabei gilt

(B 0

S(C):(O E_I) fiir e I'[0, 3]

und
S(:):(g g) fiir  Cel[ In, n].

Wir bezeichnen mit P den zu {0} ®Z parallelen Projektor von Z@Z
auf Z@{0} und setzen

T def

I() = 8(0)PS(2) ze I'[0, m].

Nach Lemma 2.2 gilt TeA(I'[0, n], L(Z®Z)). Weiter ist T(¢)
alle Le I'[0, }n]UT'[3n, =]. Folglich wird durch

fir

=P fix

eine Funktion TeA(K, L(Z®Z)) definiert, deren Werte Projektoren
sind und die somit die Eigenschaft (i) besitzt.

Sarz 5.2. Bs gibt keine stetige Operatorfunktion R: K ~GL(Z®Z),
$0 olal.i ImT (L) = R($)M, (bew. Ker T (Z) = R(£)M,) fiir alle e K, wobes
M, ein von [ wnabhdngiger Unterroum aus ZDZ ist.

Beweis. Wir nehmen zuerst an, daB eine stetige Funktion

R: K>GQL(Z®Z)

fir

i ¢eI[0, ],
fiir

Cel'[w, 27]

mit - Im7T(Z) = R(Z) M,, Le K,

existiert, wobei 0.B.d.A. M, = Z@{0} sei. Identifiziert man M, mit Z,
so ist dann S(0)Z = R({)Z fiir 0<<argl{ <2z und % = R()Z fir
< arg¢ < 2n. Folglich wird wegen S8(1)|Z = Eund §(~1)|Z = I durch

W(i)def{R(l) (f‘)S(e“)]Z fiir 0t =,
RA)RY(Y |2 fir w<t<2n

eine stetige Funktion W: [0, 2x]—+GL (%) mit W(0)

6 § =Fund W{Il) =1
definiert, was der Auswahl von # widerspricht. ’
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Wir nehmen nun an, daB eine stetige Funktion R: K—~GQL(Z®DZ)
mit KerT(Z) = R({)M,, (eK, existiert, wobei 0.B.d.A. wieder M,
= Z@{0} sei. Dann wird durch

R(5) & R(OP+T(L)R() (I—P)

eine stetige Funktion R:K-—~GL(Z@®Z) mit R(C) ({0}@®Z) = ImT(?),
te K, definiert, was, wie bereits gezeigt wurde, unmoglich ist.

ANHANG. DIREKTE BEWEISE DER LEMMATA 1.1 UND 1.2

Es sei B eine Banachalgebra mit Einselement ¢ und @ eine offene
Untergruppe der Gruppe aller invertierbaren Elemente aus B.

LEMMA 1. Ist fiir eine natirliche Zahl m = 1 die Gruppe & (m —1)-fach
2usammenhingend, so gibt es fiir jede kompakie Teilmenge M der Sphire S™
und jede stetige Funktion f: M—G eine stetige Funktion f : 8™~ @G mit
Flar =1.

Beweis. Fiir m =1 ist 'die Behauptung des Lemmas trivial. Wir
nehmen nun im Sinne einer Induktionsvoraussetzung an, daB das Lemma
bereits fiiv m = &k —1 bewiesen ist und zeigen seine Giiltigkeit fiixr m = k.
Dazu identifizieren wir die Sphire 8¢ mit R*U{co} und nehmen 0.B.d.A.
an, daB M eine Teilmenge des Einheitskubus [0, 1]* ist.

Nach dem verallgemeinerten Theorem von Tietze (vgl., z.B., [11],
III, 7) gibt es eine stetige Funktion g: R*—~A mit g| M = f. Da die Gruppe
G offen ist, gilt dann g({)e @ fiir alle ¢ aus einer gewissen Umgebung U
von M. Wir wihlen eine natiirliche Zahl p so gro8, da8 sich in der Menge

JE 1, ..., p)* eine Teilmenge S finden 148t, so daB
Mc U W(s 8 < U,
(81y0ees sp)eS
wobei
def Sl_1 81 sk'—l Sk
Wi(syy ..oy 8 =[ ] x[————— —].
( 1 H k) p ? p p ? p
Wir setzen fix 7 < J
We = W,
e’

Es geniigh nun zu zeigen, daf fiir alle I' = J eine stetige Funktion
fri Wy—>G mit f] M = f existiert, denn es reicht dann aus, die Funktion
fr, die bereits auf dem Einheitskubus W, = [0, 17 definiert ist, dureh
‘Spiegelung auf ganz R u{oo} fortzusetzen Firx T = § existiert eine
‘solche Funktion, und zwar fs = ngs Wir nehmen nun an, daf fiir
ein § = T § J bereits eine Funktion fp mit der gewiinschten Bigenschaft
konbtrulelt ist und wihlen ein beliebiges Element e JN\T.
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Da die Oberfliche 0W, des Wiirfels W, zur Sphire §*~! homéomorph
ist und W,NW, eine abgeschlossene Teilmenge davon ist, gibt es nach
Induktionsvoraussetzung eine stetige Funktion h: OW,—~G mit h = fp
auf Wpn'W,. Ist nun die Gruppe & (k—1)-fach zusammenhingend (d.h.
die Voraussetzung von Lemma 1 fiir m =k erfillt), so gibt es wegen
der Homdomorphie W, = I* eine stetige Funktion #: W,—@G mit % [0W,
= h. Wir setzen frip = fp aut Wy und frop =h auf W,. Damit ist
Lemma 1 bewiesen.

Beweis von Lemma 1.1. Sei B = {V,}} eine relativ offene Uber-
deckung des Einheitskubus [0,1]" mit der Eigenschaft, daB fir alle
1< s<k—1 ein Homjomorphismus H, des Raumes R® auf sich, existiert,
welcher die Menge DSE(VIU...UVS)nVS +1 auf die. Einheitskugel A

_ abbildet. Eine solche Uberdeckung erhilt man z.B. durch geeignete
Numerierung der Wiirfel W (s,, ..., s,) aus dem Beweis von Lemma 1
und durch Ubergang zu gewissen relativ offenen Umgebungen dieser
‘Wiirfel. )

Da sich also die Uberdeckung B insbesondere beliebig fein wihlen
148t, gentigt es nach Lemma 2.3 den Beweis fiir die Uberdeckung I = { Uy
mit U; = V;NnK zu fiihren. AuBerdem kann man erreichen, daB8 alle
Funktionen fj, zu 0(U,n T}, @) gehoren.

Im Sinne einer Induktionsvoraussetzung nehmen wir nun an, daf8
fir ein 1< s<k—1 bereits stetige Funktionen A;: U@ (j=1,...,8)
mit

S =Mkt anf
konstruiert sind. Dann gilt %;'f; ooy = h;'fy 0 auf T;n U,nU,,, und
folglich existiert eine korrekt definierte stetige Funktion

ﬁjnﬁka 5 k=1,..s,

9:(U,0...00)nT,,,~6G mit 9 =0"fiern aut T;nT,,,.

Wir bezeichnen mit 8D, den Rand der Menge D, . Da die Gruppe G (1 —2)-
fach zusammenhiingend ist, folgt aus Lemma 1 wegen der Homdorphie
H(0D,) = 8" die Existenz einer stetigen Funktion

go: 0D, —~G  mit auf

go =¢ 0D,NK.

Aufgrund der Gleichung H,(D,) = E* gibt es weiter eine stetige Funktion

900t BR"N\D,—@ . mit gy =g, auf oD,
Durch .
B et {g‘l auf  D,NK,
T gt aut U, \(D,nEK)

wird nun eine stetige Funktion kg, : U,,,~@ definjert, fitr welche offenbar
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die Beziehungen
fj,s+1 = hjhsﬁ—ﬁl

gelten. Damit ist Lemma 1.1 bewiesen. - )

Sei K ein Kompaktum aus R®, W = {U;};, eine relativ offene
Uberdeckung von K und f ein 0f-Cozyklus. Wir.werden sagen, daB der
Cozykhus f auf einer Teilmenge W = K O-tr,ivia,l ist, wenn es ein %5;31:6111
stetiger Funktionen hy: WnU;~G, jed, glbt,. so daB fy = i.z]-hk auf
WnU;nU,. Offenbar ist der Cozyklus f auf jedem U, C-trivial.

LevmvA 2. Sei K = RF ein Kompaktum der Form K = K x [0, 1],
wobei K eine kompakte Teilmenge des R* und [0,1] das abgeschlossene
Binheitsintervall ist. Weiter sei W = {Uy};.r eine relativ offene Ub'erdeckun.g
von I und f ein O%-Cozyklus. Dann gibt es fiir jeden Punkt [« K eine 'rel‘a,t.w
of fene Umgebung W < K von {, so dap der Cozyklus f auf W x [0, 1] C-trivial
- Beweis. Da der Cozyklus f in einer gewissen re.lativ'offenen U@-
gebung eines jeden Punktes (£,1), 0<t<1, O-trivial. ist, gibt es endlich
viele Punkte 0 =1, < #;, < ... <1, = 1 und eine relativ offene Umgebung
W < K von £, so daB der Cozyklus f auf jeder der Mengen W X [t_,, 41,
j =1,...,m, C-trivial ist.

! 1]453 séi J;un bereits gezeigt, daB der Cozyklus‘ f fiir ei1'1 1<s< .fn~1
auf der Menge W x [0, t,] C-trivial ist. Dann gibt es also stetige Funktlonen‘
by U;0(W % [0, 3,])>@G mit fi, = hyhit auf anUkn(Wx [0, t,1). %:lﬂe;;
dem gibt es Funktiomen g;: U;n(W X [Bsy tegr 1)@ mit fjp = g;95 &
ang’;;\élug’ili [‘;8"1?:: i) g7t hy, aut U;nT,A (W xt,); folglich existiert eine
korrekt definierée stetige Funktion d: W xi,—G mit d = gj 1h; auf T;N
N(W X t,). Wir setzen

aut U;nU,,y, §=1,...,8+1,

d@z,t) =a(,t) fir (£, 1)e Ex[0,1].
Dann gilt

hy=gd auf U0 (Wxt,).
Folglich gibt es korrekt definierte stetige Funktionen
By U;0W % [0, ty,]+G

mit by = h; aut T;0(Wx[0,1,]) und by =g;d auf T;n (WX [ tanl)-
Fiir diese gilt dann offenbar

fio = Wkt aut  TnTen (W X0, fy,]).

Damit ist Lemma 2 bewiesen.
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Beweis von Lemma 1.2. Sei o ein fixierter Punkt aus K. O.B.d.A.
kann man annehmen, daB fir we U;NT, stets f (o) = gilt; anderen-
falls kann man nimlich zum Cozyklus @i fy,2;, Ubergehen, wobei x; =
fiir alle j mit w¢ U; und 4; = f(w) fir we U;, wobei 1 ein gewisser fixierter
Index mit we U, ist. ‘

Nach Voraussetzung gibt es eine stetige Abbildung H: K x [0, 1]-K
mit H({,0) =¢ und H(L,1) = o fiir alle (e K. Wir setzen

7= def

E=Ex[0,1], U;=H™U), U={U}., wndf =fuok
anf U;nT,. Da die Einschréinkung des so definierten Og-Oozyklus f auf
K x 0 offenbar mit f zusammenfillt, gentigh es zu zeigen, daf f C-trivial
ist.

Da die Menge U;n (K x 1) entweder gleich K x1 oder leer ist (je
nachdem, ob wU; oder w ¢ U,), wissen wir bereits (z.B. wegen Lemma 2.3),
dafB der Cozyklus f auf der Menge K x 1 C-trivial ist. Weiter gibt es nach
Lemma 2 eine relativ offene Uberdeckung M = {W,},.s von K, so daB
der Cozyklus f auf jedem Ws(}—if W, % [0,1] C-trivial ist, d.h., es gibt
stetige Funktionen g;,: U;nW,~@ mit

@) fie = G0 auf ﬁ,—ﬁ U,0W,.
Dann. gilt ‘
. glglgfr = 91:819757' auf WsmWrn ﬁjﬁﬁk;

folglich gibt ‘es korrekt definierte stetige Funktionen

hs,:.WshWreG
" mit
(2) b = g3 95 auf  W,nW,nT,.
Setzt man W = {W}ees, 80 bilded das System {hsp}sres Offenbar einen
0%-Cozyklus h. }

Zur Vervollstindigung des Beweises gentigt es nun die C-trivialitit
von % zu zeigen. In der Tat, hitten wir stetizge Funktionen

Gt We— G mit by, =670 aut  W,AW,,

80 wire aufgrund von (1)
JisCs = GjrCx anf WsmWrnﬁf'

Folglich gibe es korrekt definirete stetige Funktionen d;: ﬁj—aG mit
d; = g;.¢, auf U,nW,, fiir die dann wegen (1) die Beziehungen f,k = d;dq;"
auf U;nU, gelten wiirden.
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Da, wie eingangs bemerkt, fiir we U;NT, die Beziehung flw) = e
angenommen werden kann, gilt f;, = e aut U;nT,N(K x1) und somit.
wegen (1)

Os =gne  aut  U;,nU,nW,0(K x1).
Folglich gibt es korrekt definierte Funktionen
9ot Wy X1 = W,n(K x1)>G

mit g, = gy, aut J;n (W, x1). Aus (2) folgen die Beziehungen g,k ¢ = o-
auf (W, x 1) (W, x 1). Wir setzen §,(Z, t) = (S D fir e Kund 0 <t << 1.

. Es geniigh nun zu zeigen, daB der durch h,, = §,h,§-" definierte.
Og-Cozyklus b CO-trivial ist. Wir bezeichnen mit G die Gruppe der stetigen
Funktionen u: [0, 1] mit u(1) = ¢. Wegen h,, — ¢ auf W,nW, (K x 1)
wird durch k(2) £ h(Z, -), £e W,nW,, ein 0B-Cozyklus h definiert. Offen--
bar reicht es aus zu zeigen, daf der Cozyklus h C-trivial ist.

Dafiir wiederum gentigt es nach Lemma 1.1 zu zeigen, daB die Gruppe G
fiir alle natiirlichen Zahlen % k-fach zusammenhingend ist. Letzteres
ist aber der Fall; ist ndmlich p: §%-> @ stetig, so wihlen wir eine stetiger
Abbildung '

T2 B %[0, 1]-(8% x [0, 1])u (BF! x 1),
die aut (8% x [0, 1])U(B*+ x 1) identisch ist (%), und setzen

_JpO10)  fur (£, %) 8% x [0, 1],
“(C’t)”{e fir (¢, f)e BF 1,

B(E, 1) =o(T(L, 1) fir (L, t)e B¥x[0,1]
und . .
B =pE, 1 fir e B und te[0,1].

Damit ist Lemma 1.2 bewiesen.
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Une formule asymptotique du type Melher—Heine
pour les zomoles d*un espace riemannien symétrique

par

JEAN LOUIS CLERC (Naney)

Résumé, On généralise la formule clagsique de Melher—Heine reliant leos polyndmes
de Leggndre & la fonction de Bessel J, dans le cadre des fonctions zonales des es-
paces riemanniens symétriques. On en déduit un théoréme de passage entre multi-
plicatems des séries de Fourier-Peter-Weyl d'un espace riemannien symétrique de
type compact et multiplicateurs yes transformées de Fourier sur l'espace euclidien
tangent 4 l'origine. :

La formule asymptotique de Melher—Heine affirme que:
. 0
lim P, (cos ;) = dJ,y(0),
ol P, désigne le polynome de Legendre de degré «, et J, la fonction de

Bessel d’indice 0. Cette formule admet une interprétation dans le cadre
de la théorie des espaces riemanniens symétriques. D'abord, on peut

étendre la formule pour obtenir:

. 6
1121»1{,1013[12'1] (cos E) = J,o(10),

‘O.il 4 est un réel positif fixé et [#] désigne la partie entidre de @. Les fonc-
tions, indexées par n dans N,£ — P, (cos d(£, 1)), ol d est 1a distance géodési-
que sur la sphére 8 et 1 le péle nord, sont exactement les fonctions sphéri-
ques élémentaires de 1’espace symétrique 80 (3)/80(2) ~ §% Les fonctions,
@ = Jo(A]z]) (A> 0) sont les fonections sphériques élémentaires de type
positif du plan euclidien R? ~ D(2)/80(2), ot D(2) est le groupe des
déplacenients du‘ plan. La formule ci-dessus montre alors que l'analyse
harmonique d'une sphére de rayon R devient & la limite quand R tend
vers l'infini Panalyse harmonique du plan euclidien, si le lecteur nous
permet ce langage impréeis.

Des‘ formules analogues ont été obtenues pour des groupes de Lie
compacts. semi-simples (voir [2], [5]). On se propose ici d’énoncer et de
démontrer un résultat analogue pour tout espace riemannien symétrique
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