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Opérateurs uniformément convexifiants

par
B. BEAUZAMY (Paris)

Résumé. Nous étendons aux opérateurs entre espaces de Banach des notions
propres & la géométrie des espaces de Banach, comme l'uniforme convexité. A partir
d’une généralisation de la propriété d’arbre fini, nous démontrons d’abord un théordme
de représentation et un théoréme d’uniforme convexité. Ceux-ci sont ensuite utilisés
pour démontrer un certain nombre de propriétés des opérateurs introduits. Enfin,
nous intéressant aux espaces d'interpolation, nous obtenons, en appliquant les résul-
tats précédents, plusieurs caractérisations de la géométrie de ces espaces.

INTRODUCTION

Dans les pages qui suivent, nous montrerons comment des notions
propres & la géométrie des espaces de Banach, telle I’'uniforme convexité,
s'étendent de fagon naturelle au cadre plus large des opérateurs entre
espaces de Banach. Nous démontrerons ainsi des analogues de certains
théorémes classiques. Mais ¢e nouveau cadre apparait vite comme beaucoup
plus vaste: par exemple, factorisation par un espace uniformément convexe

et factorisation par un opérateur uniformément convexe s’y distinguent .

de facon essentielle, alors qu’ils se réduisaient &4 une méme question.
De méme, si le probléme des rapports entre B-convexité et super-réflexi-
vité a ét6 longtemps ouvert pour les espaces, il est'immédiatement résolu
pour les opérateurs, car les deux classes sont complétement distinctes.
De tels exemples sont nombreux.

Les opérateurs que nous allons introduire ne pourront done posséder
que certaines des propriétés généralisant celles des espaces; elles seront
toutefois assez nombreuses pour permettre quelques applications. Nous
meontrerons en outre par des contre-exemples que les autres ne sonb pas
vraies.

Dans un premier chapitre, aprés avoir donné les définitions nécessaires,
nous démeontrerons un théoréme de représentation (théoréme I.1) et un
théordme d'uniforme convexité (théoréme, I.2). Celui-ci permettra, au
chapitre ITL, d’étudier quelques propriétés des. opératewrs introduits,
prmelpmlement composition, somme, transposition et action sur 1¥ ().
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Le chapitre III sera surtout consacré aux espaces d’interpolation, dont
nous examinerons d’abord la réflexivité, puis I’uniforme convexité et

l'uniforme convexifiabilité. Nous donnerons pour terminer une application
du théoréme T.2.

Je tiens & remercier les Professeurs P. Enflo et L. Schwartz pour
leurs conseils et pour I’intérét qu’ils ont porté aux questions traitées ici.
Je tiens en outre & remercier tout particuliérement M. B. Maurey pour
ses nombreuses remarques et suggestions, qui ont ét6 d'un grand profit,

NOTATIONS ET RAPPELS

) Dar}s ce qui suit, si B est un espace de Banach, %, désigne sa boule
unité. 8i W est un convexe borné équilibré dans B, jy, désigne sa jauge.
Elle est définie par T

wi®) =inf{, AWs#} si # peut étre absorbé par W,
= 400 sinon.
?uisque W est borné, il y a une. constante C telle que
llsll << ij(m) pour tout « de H.

Dans la suite, “opérateur” signifiera “opérateur linéaire continu?.

) CHAPITRE I
. DEFINITIONS ET PREMIERES CARACTERISATIONS

. Les définitions que nous allons donner dans ce chapitre permettent
d’étendre au cadre des opérateurs entre espaces de Banach les notions

d’uniforme convexité et d’uniforme convexifiabilité. La propriété d’arbre
est au centre de ’étude de ces questions dans les espaces de Banach; nous
en ferons notre point de départ. Nous rappelons d’abord les défin,itions
usuelles.

DE‘FINITION ([8] et [4]). Soit I un espaée de Banach et Il Il s& norme.
Nous dirons qu’un couple (#,, #,) de points de F forme une (1, &) branche
dans F i jjo, — @)l > 5.

Supposons définie une (n—1, ) branche dans I'; nous dirons que
le 2"-uple (@, ..., ®,,) forme une (n, ¢) branche dans F si

s — s =&, ¢ =1,...,2%1?

( B+ . By +Tan

H

et si le' 2" T-uple

dans F.

TR 5 forme une (n —1, &) branche
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Nous dirons que F posséde la propriété d’arbre fini si, pour un certain
e > 0, on peut trouver, pour tout n, une (%, ¢) branche dans F dont tous
les points sont dans la boule unité de .

Nous allons étendre cette définition:

DEFINITION 1. Soit W un convexe borné de F. Nous dirons que W
posséde la propriété &' arbre fini dans ¥, si, pour un certain s > 0, on peut
trouver, pour tout %, une (%, &) branche dans F dont tous les points sont
dans W.

Cette définition se réduit évidemment & la définition usuelle lorsque
T’on prend pour W la boule unité de F.

Nous utiliserons aussi la notion d’arbre infini, introduite dans [5]:

DirINmrroN. On dit que F posséde la propriété darbre infini si, pour
un certain ¢> 0, on peut, pour tout n, trouver dans la boule unité de
F un 2%uple @, _,,, avec s = *+1, i=1,...,n, tel que

— pour chaque n, les 2" points &, . ,& = +1, forment une (n, &)
branche dans F;

— pour chaque %, pour chaque choix de &,...e,; = +1, on a
mel,..sﬂ_l-—l+a"514..en_1+1

Byt = 2

Nous généraliserons cetbe définition comme la précédente:

DEFINITION 2. Soit W un convexe borné dans F'; nous dirons que
W posséde la propriété darbre infini dams F si, pour un certain £> 0, on
peut trouver une suite de 2"-uples vérifiant les conditions précédentes,
dont tous les points sont dans W.

Nous nous intéresserons surtout, par la suite, aux convexes qui ne
possédent pas la propriété d’arbre fini dans F. Nous allons démontrer
une premiére propriété de ces convexes.

PrOPOSITION L1, 8 W, convexe borné de F, ne posséde pas la propriété
darbre fini dans T, W est relativement faiblement compact dans F.

Nous aurons besoin d’un lemme, dont la démonstration est évidente.

LmMME. Si W ne posséde pas la propriété darbre fini dans F, il en est
de méme de W. : _

Démontrons maintenant la proposition: supposons que W ne soit
pas faiblement compact. D’aprés un théoréme de R. C. James [6], th. 3,
on peut. trouver, pour un certain fe]0,1[, une suite de points de W,
@iy eevy &y -y €6 une suite de formes linéaires continues sur F, gy, ...y n»
v, avee gl <L,i =1,2,..., telles que

Guler) =0 st m>1L,
fulze) =0 st m<k
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Tlen résulte que pour n =1, 2, ...

o ( S 3 )
=1

t=n-+1

6

= ‘ Zﬂi
N+l

et done

I x =)
||g;ai%~i=m2-;1ﬂfm = ‘i%:] ﬂ,, 0.

Sil’on choisit les a;, g; positifs, avec S oy = 3 = .
bout e 55 Bi P ) AV ig,: o =1, i=§+1ﬂi = 1, on obtient, pour

(Ijl) dist (conv (2y, -, 2)y CONV (2yyyy very...)) = 0
(en notant “conv” Ienveloppe convexe).
Pour n =1, cette condition impli
: plique [&; —2,|| > 6, et les points z
2y fom’nen‘u ime (1, 6) branche dans . Suppons que l’o’n aity m(I)’ntré qult;
les points (24 ..., zz,.n) formaient une (m, 0) branche dans F. En choisissant
n=1,3,5,...,2™"—1, dans (I.1), on obtient:
s —2allp 3 &, vy llomst_s — 2ymeflp > 6.

D’autre part, (I.1) impligue que pour tout %,

N 21+2, 232, Rok_q + 2ok
dlst(conv( R R R 212 2),conv(@ﬂg:%i,m’))>g

et done, d’aprés ’hypothése de récurrence, les points

2112 Zgm+1_y + Zgm+1
P 5

former}t une (m, 6) branche. Nous avons done montré que pour tout m
es points (2, ..., 2ym) formaient une (m, 6) branche. Comme tous ce;
points sont Adajns W celui-ci posséde la propriété d’arbre fini dans F'; il
en est de méme de W d’aprés le lemme. o
La définition qui sui
ion. qui suit permettra d’énoncer le théoréme de reprégenta-
. DEFINITION 3..$oient F ot F, deux espaces de Banach, W et W.
deux convexes équilibrés bornés dans F et F, respectivement. Nous dif
Tons que (Wl, F,) est finiment représentable dans (W, F) si, pour tout
&> 0 et tout sous-espace de dimension finie F} de ¥, on peut trouver un

sous-espace de méme d.lI[lenSl() 1 0 de H et un is II].OI'[)][I me T, de F sar
0 S e 1

T2) ITU<1+e, KI) T <L+e e TUWLAEY < (L+s) W.

Cette définition se réduit & la définiti ini
bl 6 T e ot g inition usuelle de la finie représenta-
1
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ProrosITION L.2. Soit W un convese équilibré borné dans F. W ne
posséde pas la propriéié darbre fini dans F si et seulement si, pour tout
fouple (Wy, Fy) finiment représentable dams (W, F), W, est relativement
caiblement compact dans Fy.

Démonstration. a) Condition nécessaire. Au vu de la proposition
1.1, il suffit de montrer que si W ne posséde pas la propriété d’arbre fini
dans F et si (W,, ;) est finiment représentable dans (W, F), W, ne la
posséde pas non plus.

Supposons done le contraire: soit &> 0, et ®%, ..., @3 des points de
W, formant une (%, &) branche dans F. Notons FJ le sous-espace engendré
par ces points. On peut, par définition, trouver un sous-espace Fo de 7,
de méme dimension, et un isomorphisme T° de FS sur F vérifiant (L.2).
Notons @, ..., #n les images de a7, ..., sl par T8, Puisque o} est dans
WonF, z; est dans (1+e&) W, pour 4 =1, ..., 2™ D’autre part, les iné-
galités définissant la propriété d’arbre, par exemple
. ok — @il ey & =150y on—1
impliquent
§=1,...,2""

g
a; — @oi—1 |l > ":L’_T_‘s‘a

En remplagant les points x; par leurs homothétiques de rapport 17s

on obtient 2® points dans W qui forment une ('n s zi:e—?\) branche dans F.
. €

. Oe raisonnement peut étre fait pour chaque #; il montre donc que
W posséde la propriété d’arbre fini dans F.

b) Condition suffisante. Nous supposons maintenant que W posséde
la propriété d’arbre fini dans . Nous faisons la méme construction que
R. C. James dans [5]. Notons o .+ 8 = +1, 4 =1,...,m les éléments

Blveubyy

de la (n, &) branche qui, pour tout , existe par hypothése dans W. Posons,
si k<, ’
1 . ~ -
wﬂ’l"?,_% =Gk ,.Z 2™ ey .. epEpare - Ene
=kl

Désignons par (&,...,) une suite de symboles indexée par les 2™-uples
de +1,n =1,2,... Ordonnons la suite des 2"-uples de nombres ration-
nels, indexés de la méme fagon. Pour le premier, soib ail._.ekl, on peut,
puisque W est borné, trouver une suite d’entiers k} telle que les quantités

¥ ()
1 w
H agl‘“elcjmsl"'ekj H
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alent une limite lorsque n—co. Pour le second 2"-uple de rationnels, on

extraira une sous-suite des (%,), et ainsi de suite. Prenant enfin la suite

diagonale extraite, on obtient une suite d’entiers, (k,), pour laquelle les

quantités ‘
)

s=1
F=1,u.0,k

(o)
ael_,.elj mal"'ﬁlj

|
{

ont une limite lorsque » tend vers l'infini, pour n’importe quel I entier,
n’importe quel 2-uple o de nombres rationnels. On pose alors
(k) ’ _ ‘ 2
2 ael.,,slj wsl...elj - asl,,_alj 551.,,Elj
=1 8p=1
i=1,...,K K

F=1l.0,

81...8]

lim H

=100

et on étend la définition de || aux suites finies de réels; on a ainsi défini
une semi-norme. Soit ¥ l'espace obtenu. Pour obtenir une norme, on
Dasse au quotient: si N désigne I’ensemble des combinaisons de symboles
(&) pour lesquelles

& =0,

ael...skj El"'skj|

on posera F; = ¥/N. On obtient ainsi un espace normé, Cet espace I, est

finiment représentable dans F, et les (g, g, ¥ forment un arbre infini:
ces propriétés sont démontrées dans [5] (voir aussi [21). ‘

Si maintenant nous posoms W, = conv((&, ), mous obtenons

un convexe possédant la propriété d’arbre infini dans I, et le couple

(W, F,) est finiment représentable dans (W, F). W, ne peut é&tre relative-

ment faiblement corpact dans F, d’aprés un lemme d’Asplund et Namioka *

déja utilisé dans [5]. Ceci achéve la démonstration de la proposition.

Remarque. Si W est relativement compact dans F, et si (W, F,)
est finiment représentable dans (W; J), W, est relativement compact dans
F,, comme on le voit en utilisant la précompacité.

ProrosirioN 1.3. Soit W un convese équilibré borné de F. W posside
la propriété @arbre fini dans F si et seulement 5 Uon peut trouver un nombre
0, 0 <0< 1, et, pour tout K entier, pour tout &> 0, des points ,,
dans W, des formes linéaires b, ..
tels que:

oy B
-y by sur T, de norme au plus égale-d 1,

3) ho(@e) = 0(L—e)  si n<k,

ho(ap) <e 88 k<n<K.

Démonstration. a) Supposons que W possdde la propriété d’arbre
fini dans #'. Au cours de la démonstration de la propriété précédente, nous
avons construit un espace Fy et un convexe Wi, avec (Wy, F,) finiment
représentable dans (W, F), tels que W, ne soit pas faiblement compact
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dang Fy. D’aprés un théoréme de James déja invoqué, on peut alors trouver,
pour un certain 6, 0 < 6 < 1, une suite de points 2, ... de Wy, une suite
de formes linéaires gy, ... sur #; uniformément bornées, telles que:

Iu(2r) =0 si a<k,

In(7p) =0 si w>k.

On’ peut évidemment, quitte & changer 6, supposer ||g,l <1 pour tout .
Soit > 0 fixé. Choisissons des points ¥, dans W, pour que

Iy —2xll < &6, k=1,2,...

Sin<k, on a:
9n(Ur) 2 Gn(20) — 190 (Yo — 20)1 2 g (20) — Wi — 2l
=0(1—e¢)
et sin>k:
19 (9] < e — 2l < .
Notons Hg le sous-espace de F'; engendré par les K premiers points (?11)5
par définition, il est isomorphe & un sous-espace Fy de F. Soit Ax liso-
morphisme. On a également, par définition,

Ar(Wp)el+e) W, k=1,..,K.
Notons
@ = Ag(y), k=1,... K.
On a: ‘
g0 AZ (@) = 0(1—e) si n<k,
9.0 AZ () = & . s kE<n<EK. i

On prolonge les formes linéaires y,,oAEI, définies sur Fr et de norme
1+ e au plus, en des formes linéaires h, définies sur F et de méme norme.

Les points % o,k =1,..., K, appa.rtiennent & W et possédent, relati-
&

. vement & ces formes linéaires, les propriétés voulues.

b) Supposons qu’inversement la propriété (I.3) soit satisfaite pour
K =1,2,...Alors,pourtout b =1,2,..., K—1,ona:

3 K S
l 71'1.-+1( 2 A= 2 a"m") B B‘ EZ-H "

k
>o0-e| Y«
1

s}
k E
et done, si > o, =1 et > o =1,
1 k+1
® K ' !
‘th(Zaiwi—Zaimi) =>0(1—e&)—e
1 k41
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et, puisque k. ,[|<1+e,

& x
“ E 0, — E 038
1 k+1

si ¢ a été choisi suffisamment petit.
Il en résulte que

dist (conv (2y...a,), conv(z,,y, ..., 2g)) > 0/2.

0(1l—¢)—e
=z —>10
14¢ > 012,

En choisissant pour K une puissance de 2, K = 2V, on en déduit, comme
on P’a déja vu, que les points (2, ..., #,5) forment une (N, 6/2) branche
dans F. II en résulte que W posséde la propriété d’arbre fini dans F.

Nous allons maintenant donner quelques définitions permettant
de traduire ces résultats en termes d’opérateurs.

_ DEFINITION 4. Soient F et F deux espaces de Banach, T un opérateur .

de F dans ¥. Nous dirons que 7 est uniformément convemifiontsi W = T'(Bz)
ne posséde pas la propriété d’arbre fini dans F.

Remarque. Si B = F et T = Id, cette définition signifie, d’apreés P,
Enflo [4], que l'espace est uniformément convexitiable. L’application.
identique d’un espace uniformément convexifiable constitue done notre
premier exemple d’opérateur uniformément convexifiant.

Remarquons d’autre part que le noyau de I' n’intervient pas dans
la définition donnée: si 7' est défini, par passage au quotient, de B/KerT
dans F, ' est uniformément convexifiant si et seulement si T' est.

DiriNrTIoN 5. Soient 7' de E dans F et Ty de F, dans ', deux opéra-
teurs. Nous dirons que T, est finiment représentable dans T 8i, posant W
=T (Byg), W, = T\(%g,), lo couple (W,, F,) est finiment représentable
dans (W, F).

Tl résulte de la remarque précédente que T, est finiment représentable
dans 7' si et seulement si i‘l Lest dans 7.

Dans le cas ot W et W, sont totaux dans ¥ et P, respectivement,
la définition 5 admet une formulation équivalente:

LEIVEI\CE. Sup]oosonsgue W soit total dans F et que W, soit total dans Ty.
Posons B = H[KerT, B, =B, [KexT,. Ty est finiment représentable dans
11 8% ¢t seulement si, pour towt &> 0 et tout sous-espace de dimension finie
E) de By, on peut trouver un sous-espace de dimension finie B° de B et une
application %, de B sur B° tels que, powr tout # de B, on ait

(L.4) Ml <ite et NTyal— |70 < el

, Démonstration. a) Supposons la condition (I.4) satisfaite. Soit
) un sous-espace de dimension finie de F;. On peut I'approcher, & & prés,
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Par un sous-espace de dimension finie de ’espace vectoriel engendré par
W3, noté encore F pour simplifier. On définit un opérateur de 7 sur un
sous-espace de méme dimension de F en posant

AL = FaA(F 59).

1 est clair que AY(W,NF)) < (1+¢)W. Par ailleurs, pour toub y de
Fin W, on a, aprés (L.4):

Myl — 4yl < e.

b) Supposons maintenant que T soit finiment représentable dans
T. Soit 1?12 un sous-espace de dimension finie de 151. Il est antécédent d'un.
sous-espace de dimension finie de F,, F}. Par hypothése, il existe un opéra-
teur A7 de F] sur un sous-espace F° de ¥, avec

IAIAD TN <1+e e AW, AFD) < (1+e)W.

On pose alors )
A = T AT,
On a alors:
[ <1+e et || Thal— T80 = 1Tl — 14T, o] < el

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme de représentation:

TugorEME L1. Un opérateur T est wniformément convemifiant si et
seulement si tout opérateur qui est finiment représentable dams T sé factorise
par un espace réflewif.

8i 7' est uniformément convexifiant, ceci signifie que pour tout opéra-
teur T, de B, dans F,, finiment représentable dans T, on peut trouver un
espace réflexif ¥, et deux opérateurs u,, de B; dans ¥, et v,, de ¥, dans
Fy, avee T', = v,0u,.

Démonstration. a) Supposons que T soit uniformément convexi-

- fiant, et soit T, finiment représentabls dans T. Alors (W,, F,) est finiment

représentable dans (W, F); d’aprés la proposition 1.2, W, est relativement
faiblement compact dans F,, et donc 7', est faiblement compact et se
factorise par un espace réflexif d’aprés un théoréme de Davis—Tigiel—
Johnson—Pelezyriski [3].

Nous verrons au chapitre III que I'on peut choigir pour cet espace
un espace d’interpolation; nous obtiendrons ainsi toute une famille d’espa-
ces réflexifs convenant pour la factorisation.

b) Supposons inversement que tout opérateur T, finiment représenta-
ble dans T se factorise par un espace réflexif. Alors, pour tout couple:
(W4, Fy) finiment représentable dans (W, F), W, est relativement faible-
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ment compact dans F,. Ceci implique, d’aprés la proposition 1.2, que W ne
posséde pas 1a propriété d’arbre fini dang ¥, et done que 7' est uniformément
convexifiant, ce qui prouve le théoréme.

Remarque. Il résulte de la remarque faite aprés la proposition I.2
que tout opérateur compact est uniformément convexifiant.

De méme que les espaces super-réflexifs sont uniformément convexi-
fiables, les opérateurs que nous venons d'introduire possédent des proprié-
tés d’uniforme convexité. Oes propriétés vont &tre L’objet principal de
notre étude. Il sera commode d’utiliser la notion d’arbre fini dans un
nouveau cadre.

Soit & un espace de Banach, et soit g une semi-norme sur K. Nous
supposons en outre g continue sur F: il existe alors une constante ¢ telle
que

q(2) < Olzlg

DEFINITION 6. Nous dirons que deux points (wl, @,) de F forment une
(1, &) g-branche dans E si q(ml—mz) > e

Supposons définie une (n—1, &) g-branche dans B ; nous dirons que
le 2™-uple (@, ..., %,,) forme une (’n , €) g-branche dans F si

pour tout » de H.

@y~ _) > e, 4=1,...,2%7}
. D110 Don_q - Dy
b 81le 2" -uple 1_: 2 yeeey Cid 19+ ‘n) forme une (n—1, ¢) g-branche

<dans E.

Nous dirons que E posséde la propriété de g-arbre fini 5i, pour un
certain &> 0, on peut, pour tout n, trouver une (n, ¢) g-branche dans
la boule umté de E.

Le théoréme qui suit sera l’outil essentiel pour les applications.
11 généralise le résultat de P. Enflo [4].

TrasorEME 1.2. B ne posséde pas la propriété de q-arbre fini si et seule-
ment 8i Von peut trowver sur B une nouvelle norme, notée ||, équivalente & la
précédente, possédant la propriété swivamte:

Pour tout ¢ >0, on peut trowver un nombre 8> 0 tel que, pour towt

couple (, y) de points de B, les conditions
lBl<1, Wi<1l, gqle—y)=e
“mpliquent y ’ <1—34. -

Démonstration. a) Condition suffisante. Les trois premlerﬁ lemmes
qui suivent wutilisent, pour D’essentiel, les idées de [4], et les démonstra-
tions ne sont que des adaptations de-celles de [4], aussi n’en donnerons-
nous pas les détails.
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Remarquons que, quitte & remplacer g par un homothétique, nous
Pouvons supposer g de norme au plus égale & 1, clest-d-dire g(x) < [z
pour tout # de E, sans modifier la propriété de g-arbre fini. Nous ferons
cette hypothése dans la suite.

DEFINITION. Soit # un point de #. Nous ‘dirons que le couple (%, @;)
de points de E forme une (1, ¢) g-partitien de = si

B+ =2,
]l = [l
2] &y
Lt
q(:mn nwzu) °

Supposons définie une (n—1,¢) ¢-partition de z; nous dirons que
le 2™-uple (@, ..., @,,) de points de ¥ forme une (n, &) g-partition de 2 si

”502]” = oy, j=1,..., 2,

@y; Doy .
( 2 2j—1 )28’ j=1,...,2m

””2]” “mzj-y.“

et sile 2" l-uple (@, +2,, ...
de z.

) Ban_y +@yn) forme une (n—1, &) g-partition
Lemue 1. 8i E ne posséde pas la propriété de q-arbre fini, il existe un

entier n et un nombre 8 > 0 tels que, pour tout z de B et toute (n, &) q-parti-
tion de z, (y, ..., Byn), o0 afit'

Z | >

Démonstration. Soit (®,...

(LA 8) [l

, ®;m) une (m,e) g¢-partition de 2.
Les deux vecteurs @, ...+ @m-1, #ym-1,,+... +2m ont une sonime de
norme 1 (on suppose [z]| = 1 pour simplifier) et sont de méme norme. Par
conséquent les normes de ces deux vecteurs sont au moins égales & 1/2.
On a donc
q( ((I;‘l -+ .. —I—w,m— )-—2 (ﬁqm—1+1+ +{b‘gm)) = €,

et la norme de chacun des vecteurs est au moins égale & 1. On a done
obtenu une (1, &) g-branche dont tous les vecteurs ont une norme au moins
égale 4 1. On montre alors par récurrence que les vecteurs 2™, , ..., 2™&ym
forment une (m, &) g-branche et ont tous une norme au moins éga.le 4 1.
Mais puisque F ne posséde pas la propriété de g-arbre fini, il existe un
#n et un § > 0 tels que les (n, &) g-branches ainsi formées aient au moins
un vecteur de norme supérieure & 1 +2"- 6. Le lemme 1 en résulte aussitot.

On définit un écart comme dans [4].

LevvE 2. Soit B ne possédant pas lo propriété de g-arbre fini, et soit
&> 0. Soient n, & donnés par le lemme 1; on suppose 0<< 6< &< 1/8.
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11 emiste un écart sur B, noté 11, et un nombre 8, > 0 tels que
) a) (1—98) ol < lo! < ||| pour tout © de B,
b) les conditions |l = |yl =1, g(w—y) > impliquens

oyl << ol 1yl —6;.
Démonstration. Pour tout # de B, on pose

om
; Jfess

s 1 1
1+~2—(1+Z+...+F

2! = inf

Pinfimum étant pris ST m = 0,1,...,n, et toutes les (m, &) g-partitions
de 2. Le calcul est analogue & celui de [4].

Levve 3. Soit B ne possédant pas la propriété de g-arbre fini, et soit
&> 0. Soieni n, 6 comme précédemment. Il existe une morme [*lse Sur B
avec

a) (1— )@l < ks, < Il pour tows @ de B,

b) les conditions '

loll =yl =1, g@—y)>Be
impliquent
o+ Ylse < [2se + |yls— &6,

ol 8, est le nombre donné par le lemme 2. .

Démonstration. On définit |z|, comme linfimum des longueurs,
dans Pécart introduit au lemme 2, des polygones reliant 0 & x. Le caleu}
est analogue & celui de [4].

On déduit du lemme 3:

Ly 3bis. 8¢ B ne posséde pas la propriété de g-arbre fini, on peut,
pour tout & > 0, trouver une norme ||, sur B et un nombre 8 > 0 tels que

a) (1 - —j;) llell < |31, < o]l pour tout ¢ de B,

b) Pour tous points (%,y) de B, les conditions [[my|]= Ily!li=1, q(@—y)
= & impliquent @ +y|, < |@l,+ lyl,— 9.
Lmyvm 4. 8¢ B ne posséde pas la propriété de g-arbre fini, on peut,

pour tout &> 0, trouver wne norme ||, sur B, et un nombre & > O lels que -

a) (1— i) llell < |21, < llol] pour tout @ de B,
b) les conditions |»), = |y|, =1, (2 —y) = & impliguent

o4yl < |2, + lyl,— 8.
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Démonstration. Il suffit de montrer que la norme [*[5s du lemme
3bis vérifie la condition b). On la prendra pour norme |-|,. Soient 2,y
deux points de H avec [z], = |y|, =1, ¢(#~y) > ¢. On peut trouver deux
scalaires a et g avec:

lazll = liByl =1
et, d’aprés a):

€ £

1-—<a<1l, 1-—<B<1.

L

On peut écrire:
2(as—py) = qo—y+(a—1)a—(f—1)y)

= g(@—y)—(1—a)q(@)—1—B)q(y)
et on sait que

1
q(#) < |l < puts

1=
4
et de méme
1
Q('y)g%"s_y
12
4
et que 1—a<<efd, 1—B<e/t.
On en déduit
2¢
4
g(ow— fy) > e — =2,
3 4
1—=
4

Le lemme 3bis permet done d’écrire:
low+ Byl < o], + 18yl — 0 < a+B— 6.
Mais d’autre part, on a
lew+Byl. = w4y +(a—L)z+(8—1)y|,
Z o +yle— (1 —a) ol — (1 —B8) Iy,

= B+yl.—(1—a)—(1-p).
et done
w+yl.<l—ad+l—B4a+f—06=2-3.
Ce qui démontre le lemme 4.
Levwe 5. 8¢ B ne posséde pas la propriété darbre fini, on peut, pour
tout &> 0, trouver une norme ||, sur B, et, pour tout P avee 1 <p << oo,
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wn nombre 6, > 0, tels que
a) (1 — %) oz < 2], < o]z pour tout @ de B,
b) Pour tous points @,y de B, la condition

q(e—y) = esup(lzl., [yl
- implique

(1.3)

1 .
< E(l - 6]7) ”-’.ﬂ]f—{- |y[£;)

2

&

Démonstration. Prenons pour |-|, la norme |*lge du lemme pré-
cédent. Compte tenu de I’homogénéité de la condition (I.3), il guffit de
montrer qu’elle est réalisée, pour tous points #, y de B, dés que ||, < 1,
<1, qg(wz—y)> ..

Supposons que ceci ne soit pas vrai. On pourrait alors, pour tout
n, trouver des points z,, ¥, dans E avec

Iwnls < 1) |ynle< 17 !Z(wn_yn) X pour tout ",

et

B+ Y |

2 3
_— ]
Hlw P+ ly,0) 77

Un argument semblable a été utilisé dans [7], p. 357, pour earactériser
I*uniforme convexité d’un espace.

On peut évidemment, dans (a), supposer [@uls = 1, |9,l, <1, pour
tout #. Montrons d’abord que (a) implique que [9,ls—1, lorsque % —oco.
En effet, si ceci n’était pas vrai, on aurait, pour un certain u<i,.

(a)

n->oc0,

| <p<1,

On en déduirait que pour un certain p< 1,

pour tout n.

. ‘
ﬂ;ﬁ S+l P < e/20 +ly,l7)

car la fonetion
(B(L+n)
F(L+17)
prend son maximum, entre 0 et 1, pour ¢ = 1, et ce maximum est 1. Ceci
contredirait (a). Donc (a) implique que |y,l,—~1, n—>oco,
Mais puisque
’ B+, [
9

LS

A+ 1y,1P)

-1,

n—>o00,
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il en résulte que
@,
-__L'yn -1, fn—>c0,
2 &
et que
1
ot
__._2_2, I =1, #n-—>oo,

ce qui contredit le lemme 4, car:

[Ynle

[0y]e =1 =1
" T Wl ’
et
yn . yn
By — =" = g (0, —Y,) — ¢ Y, —
q(" Iynl,) 200 =4) q(y” iyni,)
Yo || &
>e— |y, — =—
Y [Yals 2

dés que n est assez grand.
Ceci achéve la démonstration du lemme 5.

LeMvE 6. 8i B ne posséde pas lo propriété de g-arbre fini, on peut,
pour tout > 0, lrouver une norme |-| sur B, avee: .

a) (1.— —Z«) lele < 12| < iy pour tout » de E,

possédant la propriété suivante, )
b) Pour tout e >0, 36> 0, tel que, pour tout couple (%, y) de points
de E, les conditions

Bl <1, Wi<l, gq@—y)>e
impliquent
“'ZHJ <1-8.

Démonstration. Choisissons un réel p, avec 1 < p < co. Pour tout:
7 > 0, définissons, pour chaque point  de E: !

1 1 1
e = 5 lwlf+§ lwlf+---+§rlmlﬂ+---
ot l'on a posé

7
0= (1_22')77;

et |#]C /2% est la norme donnée par le lemme 5 pour la valeur de & égale:
& Of2k. :

[l = f"”|_0_5
o
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On a
¢
1- T llol] < 1#lgpe < o]l pour toutwdel,

-et done
o] < [l
et

> 1
1”*”22';%(1“

=1

O » 0 »
w7 o> (1= ) o

n r
>(1”‘1‘) ol

Ce qui prouve a).
Pour la condition b), il est clair qu’il suffit de la vérifier en prenant
pour s unesuite de nombres tendant vers 0, par exemple -2, n = 1,2, ...
Soit done n, un entier, et soient ¢, ¥ deux points de E avec

Bl<1, WI<l, gql@—y)=2"-q.

1
‘Puisque j#|< 1, on a |jz]| < ———-, et done
1—9/4

Yl < L
:’/la\l_

@l < .
= n/4

1
1—q/4’
De la .condition

q@—y) =270y
on déduit done
gle—yg) =27 (1—%) 0 SUP (1, |Ye)
-et done
ne
© (@ —y) > ——p—sup (|aly, lyl;)
-dés que k= n,. ‘
Pour k> ny, on peut écrire, d’aprés le lemme 5:

D
. <EA—=6p) (Il + yi)

x+y
2

ot 8, est le nombre donné par le lemme 5 pour la valeur ¢/2% de & Pour
les autres termes, on utilisera le lemme suivant, ‘
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Lemmm. Soit p, 1< p < oo. Pour tous points =,y d’un espace normé
B, on a

sy P
- } < (ol +lyiP)
(en effet, [@ -yl < ol + vl < 21/1"-(“03”1’—[— “y“p)llp) .
On a done
oy P 11 1
< D g 0B+ + 5 (1= )l + W,
Jestag

1 1 5
< E,Z =7 (ot + i) — 3 (1012, + 12,

é
1= o (el + 1 lay) -

Par ailleurs, si 1/p+1/p’ =1, on a:
(115, + [y 2 272 (18] + 1Y lng)

> 9-1p’ (1 —

o
) Il

> (1~ —Z—) q(z—y)

>~ (1~—Z-) P

et done
»

o [ WP O & n\*
<1—gPoop (1—2) 2 =15 (l=g) %

oy
2

Oe qui achéve la démonstration du lemme 6, et celle de la premiére
partie du théorédme.

b) Condition néoessaive. La démonstration de cette partie est simple;
elle reprend une idée de R. . James dans [5].

Supposons qlie I’on puisse trouver une norme || équivalente & la nor-
me de B, vérifiant la conclusion du théoréme. Il existe deux constantes C,
et 0,, avec:

0y o)l < oo} < Oalol]

pour tout @ de E.

Supposons en outre gue H posséde la propriété de g-arbre fini. On peut
alors, pour ua certain &> 0, trouver, pour tout #, des points @y, ..., @,y
dans la boule unité de &, formant une (n, ) g¢-branche dans B.

2 — Studia Mathematica LVIL2
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On a alors
;] < Oy, ¢ =1,...,2"%
et
x By e . _
Q(Oﬂ_‘ Z, )2"—1 i=1,..,2*7,
2 2 2 '
et done
% 1—-6, i=1,..,2"7,
“Ua
En réitérant ce procédé on obtient:
@,
on=10y, = < (1—ot
mzn_1+1+.. @, < (L— gt
A
ce qui contredit '
a:l-i—...—{—wzn_] ”2n—1+1+"'+w2n
2n-1q, 2m10,
Tyt +w2n——1 zn—l_H il mzn
=¥ 211—102 on—1 02
> & (ml—l-...—{—wzn_l _ mzﬂ_lﬂ—}—...—}—a;zn
02 2n——1 2n~1
G
>
= & 02

dés que n a été choisi assez choisi assez grand. Cette contradiction montre
que E ne peut posséder la propriété de g-arbre fini, et achéve la démonstra-
tion du théoréme.

Remarque 1. Dans la démonstration du lemme 6, nous avons obtenu
toute une famille de normes possédant la propriété d’uniforme convexité
cherchée, arbitrairement proches de la norme de F (entre (1—e¢)|a| et
“llell). Nous n’avons mentionné qu’une seule norme dans 1’énoncé du théord-
me, car il est connu qu’d partir d’une norme équivalente 4 celle de B, pos-
sédant les propriétés d’uniforme convexité mentionnées , on peut reconsti-
tuer toute une famille, arbitrairement proche de la norme d’origine de E,
qui a encore les mémes propriétés: il suffit de prendre (llell% + alz|?),
pour les a > 0.

Remarque 2. Par un raisonnement analogue & celui fait au lemume b,
on peut mettre la conclusion du théoréme I.2 sous Ia forme suivante, que
nous appellerons forme homogéne:
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E ne posséde pas la propriéié de g-arbre fini si et seulement si on
peut trouver une norme |-, équivalente & celle de B, ef, pour tout p awec
1< p< oo, pour tout e > 0, un nombre 6,> 0 tels que, pour tout couple
(¢, y) de points de E, la condition

q(e—y) = esup (I, ly1),
implique
4y |

5| SHI=0) (2P +1yIP).

Avant d’appliquer ce théoréme aux opérateurs uniformément con-
vexifiants, donnons une définition:

DEFINITION 7. Soient F et F deux espaces de Banach, 7' un opérateur
de E dans F. Nous dirons que 7 est uniformément convexe si, pour tout
&> 0, on peut trouver un nombre 6 > 0 tel que, pour toubt couple (z, ¥)
de points de E, les conditions

lele<1, W<, To—Tylp=-
impliquent :
o
Y <1,
2 e
COROLLAIRE DU THEOREME I.2. T est uniformément convewifiant si
et seulement si Pon peut trouver une nouvelle norme sur H, notée |-|, équiva-

lente & la norme de B, telle que T soit uniformément convewe de B muni de
|+| dans F.
Démonstration. La premiére partie résulte du fait, que ’on con-
state aisément, qu'un opérateur uniformément convexe est convexifiant.
La seconde résulte du théoréme I.2, si I’on prend pour semi norme

q(@) = | Tolp.
On vérifie en effet sur les définitions que F ne posséde pas la propriété de
g-arbre fini si et seulement si W = T (%) ne posséde pas la propriété
d’arbre fini dans F.

Remarque. La condition ”7 uniformément convexifiant” est né-
cessaire, mais non suffisante, pour que I' se factorise par un espace super-
réflexif.

a) La condition est nécessaire. Si T se factorise par un espace Y
super-réflexif, soient u, de B dans ¥, v, de ¥ dans F, tels que T =vou.
Soient W = T'(#yg), V = u(%yg). Si l'on pouvait trouver, pour tout =,
despoints (#,,...,®,) formant une (n, &) branche dans F, avec z;¢ W,
i=1,...,2" leurs antécédents par v, ¥, ..., Y, Tormeraient une (#n, &)
branche dans Y, et |ly;ly <1, ¢=1,...,2"% La boule unité de ¥ contien-
drait, pour tout n, une (n, ¢) branche dans ¥, ce qui contredirait le fait
que Y fiit super-rvéflexif.
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" b) La condition n'est pas suffisante. Considérons Pespace d’Orlicz
L7([0,1], dt), avec ¢(t) = t{1+Log(L+1)). Puisque ¢(#)>1, il y & une
injection continue de L® dans L', notée 4. L’image de la boule unité de
L? par 4 est I'ensemble W des fonctions de L' qui vérifient

1
J @11 +Tog (1 +170))dr < 1.

Levym. W ne posséde pas la propriété darbre fini dans T

Démonstration du lemme. Supposons la conclusion fausse;
soient fi, ..., Sn des points de W formant une (7, s) branche dans L*.
1l résulte de la définition de W que I’on peut trouver un nombre MM > 0
tel que, pour toute fonction f de W, on ait

[ If@d<efs.

n>m
Posons f=f sifl< M,f;: 0 sil%‘on, On a donc IIf—_ﬁIL1 <eld
et il est aisé de T:érifier que les (fy, ..., ) forment une (n, &/2) branche
dans I'. Mais Hfille< I/M, eb, puisque les conditions définissant une
branche sont satisfaites dans L'( [0, 1], dt), elles le sont a fortiori dans

5 . r -~
L*([0, 1], dt). Les fonctions m Jis © =1,...,2" forment donec une

. B &
(fn, ; l/ﬂ) branche dans la boule unité de I?; il est impossible que ceci

se produise pour tout n, car I? est uniformément convexe. Ceci prouve
le lemme. )

Supposons maintenant que I’injection i: L*—I' se factorise par un
espace Y super-réflexif. Puisque ¥ ne contient pas I, uniformément,
Y est de type p-stable, pour un p>1 (d’aprés [12]). Par conséquent,
d’aprés [9], on peut trouver une fonction p telle que -

( f 2(f)
vy
Il existe un nombre ¥ tel que Pensemble

A4 =, lp() < I}

g0it de mesure non nulle. On a donc

%T. ( f hi( f)|”dt)”p< 171l
A

P \up
dt) <Ifl,, pour tout f de L°.

ef ceei prouverait que toutes les fonctions de L” ont des moments d’ordre
»,p>1, sur un méme ensemble 4 de mesure non nulle; ceci est impos-
sible pour la fonction ¢ choisie.
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Remarque. Il résulte du critere de Dunford—Pettis que, pour un
opératear 7' d’un espace de Banach F dans un espace L'(2,u), ol u
est une probabilité, les conditions suivantes sont équivalentes:

a) T est faiblement compact;

b) T est uniformément convexifiant;

¢) On peut trouver une fonction &, convexe, avec P(t)/i tendant
vers Vinfini lorsque ¢ tend vers I'infini, telle que 7' se factorise par I’injection
de L® dans I .

Nous Bvons vu que les opérateurs compacts étaient uniformément
convexifiants, et que ces derniers étaient faiblement compacts. Il en
résulte que, pour des opérateurs partant de ¢,, ou & valeurs dans le uni-
formément convexifiant est équivalent & faiblement compact et & compact.

CHAPITRE IIL

PROPRIETES ELEMENTAIRES DES®OPERATEURS
UNIFORMEMENT CONVEXIFIANTS

Dans ce chapitre, nous allons étudier quelques propriétés des opé-
rateurs introduits au chapitre I. La premiére sera la composition:

ProrosrrIoN IL.1. Soient B, F, G trois espaces de Banach, et u, de B
dans F, v, de F dans G, deux opérateurs linbaires cc'mtifn,u,s. 8i u ou v est
uniformément convewifiant, le composé vou Uest aussi.

Démonstration. Posons V = u{Byg), W = vou(#y). Si vou n’est
pas uniformément convexifiant, W posséde la propriété d’arbre fini dans
G: on peut, pour tout n, trouver dans W des points 2., ..., %y, formant
une (n, &) branche dans G. Mais ces points sont dans »(V), et donc dans

lull-v(#x). Donc les points #;6=1,...,2%, sont dans o(%p) eb

1 .
[feel) ] .
forment une (n, &/|ju]]) branche dans &; » ne peut donc étre uniformément
convexifiant.
Soient ¥y, ..., Y., des antécédents de 2, ..., 2, Par v; ¥, est dans Vv
et on a

1955 — Yag 1 lpl0]l = lRas — Zas 1l == €

et A0NC [[Ys;— Yaiallm = /ll0ll; los autres inégalités définissant une branche
s'obtiennent de la méme fagon. On obtient donc des points c_le.V formant
une (n, &/|p]|) branche dans F'; il en résulte que » ne peut étre uniformément
convexifiant.

11 résulte évidemment de cette proposition que des opérateurs & va-
leurs dans un espace super-réflexif, ou partant d'un espace superréflexif,
sont uniformément convexifiants.
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PropostrIoN IL2. 8i Ty 6t T, sont deuw opérateurs uniformément
convemifiants de B dans T, la somme Ty - T, est uniformément convemifiante.
Démonstration. On peut supposer sans restriction 74| <1, |T,|
< 1. Soit p, 1 < p << co. Soient [#]; et |2], les normes sur B donndes, pour
T, et Ty, par le théoréme L.2. La somme (|@f + [@IF)V? = |2] est équiva-
lente & la norme de B. Soit &> 0 et soient @,y deux points de H, avec

i<, WI<1l, NI+T)@—yl=e.
On a:
Ty (@~ + | To(@—y)l| > & *

et done )

(1) 1T (0 —yl > &2

on

(2) ITs (2 —y)ll = ¢f2

supposons que (1) soit vérifié; on a alors

oty \?

3| < ML= (4 Iy

ol 4, est donné par le théoréme 1.2, et on écrit

oty |?
5| < Hel+1yIE)
d’onr . )
z2+y [P 6
3 <%(lmlf+lwlé’+lyl%’+lylﬁ’)——2~(lef+lylf),
ety P dé .
—5 | <15 (aB+ k).
Or

&
)

(&2 + YR > lo—yl, > Gy lo—y)| > 0y [Ty (@ —y)| > 0
ol 0, est la constante telle que

@l = Ol pour tout @ de F.
On a donc :
@4y
2

| v
<1-dpe

2 lor’

8i la condition (2) avait ét6 vérifide, on aurait obtenu- de la méme fagon

oty
2

Ce qui prouve la proposition.

v

by . & s
Ll—-20% —
SI-=g O =100 5.
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Nous allons donner une autre application du théoréme L.2. Aupara-
vant, nous allons démontrer:

ProPOSITION IL.3. 8 T est uniformément convewe de B dans F, il Vest
édgalement de LP(Q, p; B) dams LP(Q, p; F), 81 1<p< oo e si (2, w)
désigne un espace mesuré.

Démonstration. Nous noterons simplement L7 (E) l'espace L?(£2,
u; B). Soient @, ye L*(B), avee

lelcom <1, W<, 1T8—Tylem > e 4!,

1ridée de la démonstration est voisine de celle de [7], p. 357. Nous pouvouns
supposer ||7]| < 1. Notons M 1’ensemble des o pour lesquels
1w () — Ty (@)% = & (lo(w) G+ ly (@)IF) > e sup (le(w)E, 1y (@)|E).

8i we M, on va utiliser le lemme suivant:

LevME. Si T est uniformément convewe de B dans F, pour tout e > 0,
pour tout p, avec 1< p << oo, on pewt trouver un nombre 6, > 0, tel que,
powr towt couple (4, y) de points de E, la condition

1T (@ — )z = esup(lolle, 1ylz)
implique

»
< 1 — 8,) (i + IR -
B .

@+ 1
2
Cette caractérisation homogéne de 'uniforme convexité d'un opéra-

teur & partir de la caractérisation de définition s’obtient comme pour un
espace (voir [7] p. 357); ume démonstration voisine a été donnée au

lemme B, chapitre T.
Dong, si we M, on a

o (o) +y(®)
2

et siwe M = GM, on &
1w () —Ty (o)l < ez’(llw(w)ll%ﬁ—!l?/(w)ll%)

’ < 31— &) (I ()P + iy (@)IF)

et done
[ 1w (@) Ty (@) fdu < & ([ (@) P du+ ly ()17 dus) < 267
M
et donc
[ 1To(@) — Ty (o) Fdp > 267
M

On en déduit p
&
sup( [ 1Zo(@)fau, { Ty (@B ) > o
M frs
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Or on sait (démonstration du lemme 6, chap. I) que, pour tout o de
2, on a:

[
Hia(@) + (o)) — | LTV
et par conséquent
. i
[ (¢tiotore+ ieye) - | 2w Jan
2
2
> [ (oo + o) | 2eltote) Jau
M
> tdsw ( [P, [ o)
pU4 M
> 4050 [ IT0(@Pau, [ 1Ty ()P du
e s, [iasirad
vy Vg
2%619"2:.‘7—? = ';7:‘619
et done

Tty & \MP
<[1—L 5.
L

ce qui prouve la proposition.

COROLLAIRE. II résulte du théoréme 1.2 et de cette proposition que si T est
uniformément convemifiant de B dans F, il Vest également de LP(E) dans
LP(F), si 1 <p < oco.

8i en effet |*| est la norme sur B qui rend T uniformément convexe,
la norme [a] = ([|w(w)/Pdu)® sera équivalente & la norme de IL?(H)
et rendra 7' uniformément convexe de L?(B) dans IP(F).

Remarque. Ces résultats valent aussi pour I*(H) et P(F), sil<p
< o0,

Il est connu qu’un espace est uniformément convexifiable si et geu-
lement si son dual I’est (voir, par exemple [6]). La proposition que nous
démontrons généralise cette propriété.

ProrosirioN II. 4. Un opérateur T est uniformément convemifiont
si et seulement si som tramsposé Vest. ‘

Démonstration. a) Soit 7 un opérateur de B dans F'; supposons
qu’il ne soit pas convexifiant, Alors W =T(%5) posséde la propriété
d’arbre fini dans 7. D’aprés la Droposition 1.3, on peut trouver un nombre

¢ J0,1[ et, pour tout entier K > 1, pour tout ¢ > 0, des points y,, ..., yx
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de W, des formes lindaires h,, ..
vérifiant :

.y hg sur F, de norme au plus égale & 1,

hn(ylc) = 0(1_8) si

[ (Y} < & si

Les points ¥, sont les images de points @, de la boule unité de B, pour
lesquels on a done

ho (L) = 6(1—e),

' Ve (T < e,

n<k,
Kz=n>k.

n<k,

k<n<K.

Si on désigne par &, I'image de @, par linjection canonique de F dans F'
&,(Th,) = 0(1—s),
(" Thy)| < e,

11 guffit maintenant de modifier la numérotation; on pose:
&e By
e, T (By).

n<k,
k<n< K.

& = Dg_y, et
e, =T hg,, et

Si k<, on & E—k> K1, et 2p_;((Thg_ ;)= B(1—e), et & le)
>0(1l=s) si k<l SiI<k<K,K—-k<E—1, et @ ,((The )I<se
et done

‘ [€x(e)l <& sl

Ceci, d’aprés la proposition 1.3, implique que *7(#x) possc‘?d_e la-
propriété d’arbre fini dans #’, et done que T n’est pas convexifiant.
b) Supposons inversement que ‘7' ne soit pas convexifiant. Ttilisant.
la méme caractérisation, nous pouvons trouver un e ]0, 1[, et, pour tout
K>1 et tout e> 0, des points &, ..., & dans F’, de norme au plus

l<k<K.

égale & 1, et des formes linéaires 9y, ..., 7z sur B, avee |pllp- <1, =1,
.., K, vérifiant:
m(iTE) =0(1—e), s n<k,
I")n(tT‘fk)lgs: i k<n< K.

On sait que la boule unité de F est dense daJn;s celle de F'' pour
o(B'", ). On peut donc trouver des points #,, ..., 7g dans H, de norme
au plus égale & 1, tels que

s (‘T&;) —m;("T&)| < &0 pour
11 en résulte que si w< k,
("L &)

i=1,..., K, et

2 nn(tTEk) - |77;¢(tT5k) — N (t—Tfk)l
> 0(1—s)—ef = O(1—2¢)
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eb sik<n< K,

(T &) < I (T8 |+ by (T &) —
<L etef <K 2

1 ("TER)|

Comme au paragraphe a), nous changeons la.numérotation, en posant:

@ =ngp € ae By,
fn = EK—n’ et an ‘%E"
Nous obtenons
TulTay) = 0(1—2¢) s n<k,
|fu(Ta)| < 26 si k<n<K

et ceci assure d’aprés la proposition I.3, que T n’est pas convemfmnt
et termine la démonstration.

Nous allons maintenant donner un autre exemple d’opérateurs
uniformément convexifiants:

Exevprn. Soit p un réel positif. Tout opérateur p-sommant, p < oo,
st uniformément convexifiant.

En effet, puisqu’un opérateur p-sommant est aussi g-sommant si
¢ > p, nous pouvons nous restreindre au cas 1 < p << co. D’aprés la facto-
risation de Pietsch (voir [11]), I'opérateut se factorise par un sous-espace
d'un espace LP(K, p), L <p< oco. Celui-ci est uniformément convexe;
la proposition ¥T.1 implique que Popérateur est uniformément convexitiant.

"Un cas particulier de cet exemple est celui des opérateurs de rang
fini, qui sont uniformément convexifiants.

Il résulte des propositions que 'ensemble des opérateurs uniformément
convexifiants constitue un idéal, au sens de A. Pietsch (voir [11]). Cet
idéal est fermé pour la norme d’opérateurs, comme on le vérifie aisément.
11 contient 1'idéal des opérateurs compacts et est contenu dans 1’idéal
des opérateurs faiblement compacts, les deux inclusions étant strictes.

CHAPITRE III

OPERATEURS UNIFORMEMENT CONVEXIFIANTS
ET ESPACES INTERMEDIAIRES

Rappelons d’abord ce que l'on entend par espace intermédiaire.
Bi ¥ et I sont deux espaces de Banach entre lesquels existe une injection
continue %, un espace Y sera dit intermédiaire entre B et I' si 1'on peut
trouver deux constantes C; et C, telles que

oy < O lloly
loly < Oz llols

pour tout ‘& de¥,
pour tout x de H.

icm

Opérateurs wniformément convexifiants 129

Si F est un espace de Banach et W un convexe borné dans F, nous
dirohs qu’un convexe V est intermédiaire entre W ¢t B si 'on peut trouver
deux constantes C; et C, telles que

—0—1'W [ V G V < ‘%F
Les jauges vérifient alors '
Jr(®@) < Cufp (@), |2lp< Cojr(®) pour tout .

Nous nous intéressons d’abord & une classe particuliére d’espaces
intermédiaires: les espaces d’interpolation. Ceux que nous utiliserons _
ont été introduits par J. L. Lions et J. Peetre dans [8]. Il sera co_mmode
de rappeler ici les définitions et principales propriétés de ces espaces.
Nous adoptons pour cette présentation les notations de [8]; nous serons
obligés de les modifier par la suite pour revenir & nos notations antérieures.

Rappels sur les.espaces ‘dinterpolation. Soient 4, 4, deux espaces
de Banach contenus, avec injection continue, dans un méme espace vecto-
riel topologique localement convexe séparé A.

On définit 4,04, et 4,+ 4, par leur norme:

Wollayrna, = M8 (JalLey, 0l
lolagra, = inf (llaoll4g + llwall.e, ) -
ay+ay=a

8i & et & sont deux nombres réels, et pe[1, oo], on définit W(p; &,
Ay &, A7) comme P’ensemble des fonctions » de R dans A telles que

FPu(@)e IP(4y), ¢ u(s)eLP(4y)

et on munit cet espace de la norme

el = max(”efﬁmu(m)[[mw), H@Elmu(m)”LP(Al))-

. +00
8i l'on suppose £,& < 0, lintégrale [ w(w)ds converge dans A,+4,,
-0
comme on le constate en décomposant w en u = u, j—u-

A,) legpace parcouru par [

—00

. On désigne

alors par S(p; &, Ao; &1, w(w) lorsque

parcourt W. On le munit de la norme

lolls = int max (167w (0) 20 e "(@)zaay)

a= f u(x)dz
8§ est un espace intermédiaire entre 4,N4; et Ao +4,. Nous allons rappeler

les autres définitions des espaces d’interpolation; nous renvoyons a [8]
pour l'équivalence de ces définitions.
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DErFINITION 2. Les notations et hypothéses étant les mémes que

précédemment, on pose )
lals, = inf max(l6™u(®)lauay, 6™ (@) znca,)
u(@)+v(r)=a

Pinfimom portant sur les fonctions u, v telles que u(#)+v(#) = a pour
presque touta.

Les autres définitions sont des définitions discrétes; on remplace les
hypothéses faites par leurs analogues.

DEFINTTION 3.

lally, = inf  max (Jl(6°" ) lhoagys (€™ ) )

2 Up=a
-0

+0o0
Pinfimum portant sur les suites (u,), n<Z, telles que ) u, = a.
DEFINTTION 4. s

. ik E
lalls, = inf max(|(e*" u,)lppys (6" 2) lipeay)
Uy +Vy =0 .
Pinfimum portant sur les suites (u,), (v,), neZ, telles que
Uy 4+, = a pour tout n. '

Notons maintenant quelques propriétés essentielles de ces espaces,
démontrées dans [8]:

— on a, si § = L
& —&
. £ — Z
(TIL1.a)  als, = inf o™ u(@)FH,: e u(@)|lou,,
jfmu(x)da:=.a '
. £ — £; \
(IIL1D) oy, = inf o™ w(@)5alyy e ™0 (@) o,
wz)+v(z)=a
—~&of1
E_E. . & -
(ITL.1.c) lalls, << ef0=51 it (e ) I3 - €™ ) Mo
a="5u,
—00
—4pé1
ETE . 4 — ¢
(ITL.1.d) lalls, < €= inf Ji(e™" w7y 6™ 0,) foay -
'u,‘+vn=u

— Propriété d’interpolation: si I’ est continu de 4, dans B, et de A,
dans B, il Pest de (4, 4,),, dans (B, By)g s ©b

12,5 < WG ~° TN -
— Propriété de réitération: si Aoo,po et Aal,pl sont des espaces d’inter-
polation entre 4, et 4,, les espaces d’interpolation entre Ao p, €6 Ay

s'obtiennent comme espaces d’interpolation entre A, et 4,. Nous utili-
serons aussi le résultat suivant démontré par J. Peetre dans [10]:
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— A un isomorphisme prés, lespace 8(p; &, 4,, &, 4,) ne dépend
que de p, dq, 4;, et 0 = £/(5,—&,). On le note souvent (Ao, A1)op-

Nous serons amenés, par la suite, & introduire d’auires définitions
des espaces d’interpolation. Remarquons que, bien évidemment, le choix
de la définition n’a pas d’importance lorsquil s’agit de propriétés stables
par isomorphisme, mais doit &re précisé lorsque, par exemple, on parle
d’uniforme convexité.

Dans plusieurs des propositions qui suivent, nous nous limiterons
aun cas ol il existe une injection continue de 4, dans 4, (4, < 4,). Dans
ce cas, AygNd; = 4,, Ag+4, = 4,, et les espaces d’interpolation sont
intermédiaires entre 4, et A4,.

La premiére proposition que nous démontrerons se situe dans ce
cadre; elle concerne la réflexivité des espaces d’interpolation lorsque
Ay'= A, et répond & une question posée par L. Schwartz. Nous 1’avons
déja évoquée au chapitre I, théoréme 1. Hors ce fait, nous ne ’utiliserons
pas dans les questions qui nous occupent ici, mais elle peut avoir en elle
méme un certain intérés.

Prorosrrron TILL. 8¢ Vinjection 1 de A, dans A, est faiblement
compacte, les espaces d’interpolation (Aq,4,)e, sont véflemifs, pour fout 6,
0< 0< 1, et tout p, 1 <p < co. Inversement, si Z’un} de ces espaces est
réflewif, Vinjection © est faiblement compacte.

Démongtration. Il sera commode de choisir 1a norme s,:

lafls, = inf ln&X(ll(6£°nun)llzaa<Ao), H(egln%)llwul))-
Up+ V=2

On choigira également &,> 0, & < 0. Par ailleurs, remplacer la norme
de A, ou de 4, par une norme équivalente conduit & faire de méme sur.
(4,, 4,)s,, = A. Nous ne changerons donc pas I'espace 4, & un isomor-
phisme prés, si nous remplagons || || 1, DAL alll 4,5 ceci permet de supposer
que I'injection de 4, dans 4, est de norme 1. :

Notons B,, By, B les boules unité de 4,, 4;, 4. B, est donc un sous-
convexe de B,. Puisque 4 est intermédiaire entre 4, et 4,, on peut trouver
deux constantes ¢, et Cy telles que

Codyc A = Ci4,.

" Nous allons maintenant donner une définition équivalente de la norme
de A.
Luvme. La norme de A est équivalente & la norme

+o00
lal = (3, o)
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ot | I, désigne la jauge du convexe
@, = "Byt B,
Démonstration. Dans ce qui suit, nous écrirons ~ pour noter

Péquivalence de deux normes.
Tout d’abord, il est clair que:

(1) lall, ~ _int L™ ) gy + 6"

. V) ”ﬂﬂ(_g 1)] 1,
L’infimum étant pris dany (1) sur chague terme de la somme, on
obtient:
. Eon &
laloy~[3) int (16" wyli%,+ 16", 0,)]*,

n Untvp=0

2
@ lalley~[ 3T it (16w, + ™0, 1,217

n

Il nous reste donc &4 montrer que

. : &
(3) inf (6™ I, + ll6™" 0,15 ~ llall,,
Up+rp=0a
avec des constantes d’équivalence indépendentes de n. Or on a
£on

(lle

. Ul I 0B < e gy 4 16", L,
€

1n

Eon £ ‘o0 Eon é
17" Lty 16 0Ly < 2V (67" 1,1 + 16 12,

Pour montrer (3), il nous suffira done de montrer que

X ¢ G
(4) inf (e wylla, + 6™ vy lLa) ~ il -
Up+Vp=0 .
Supposons maintenant [af, <1. Alors ael, = ¢ "B, Lo~ "B,.
Pour tout 5> 0, on peut done trouver Uy Uy, AVEC

. un—l;vn =a,
Upe (L+n) 6~ B,,

~§n
Ve (L+n)e 1B,
. . x
Bt en particulier pour = 4. On a done
2 égn 2 §in
. 56 UpeBy, €' By,
d’olt
Eon S
fle et valla, <3,

&n

un“.do < '_?I F)
%" 20,4, + lle

.Oe qui montre la vpremiére partie de (4). Inversement, si

VL4, < 3.

Sgn &n

inf |l

u'n”AD + ”6
7!,7,+U7,,=ll

")n”A] < 17
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on peut trouver u,, v,, avec u,+v, =2 et

£ 3¢
™" el gy + 6™ L, < 2
et donc

sqn &
e wally, <2, ll6™ 0.y, < 2,
done
—¢ —&
Upe2+6 "By, w2 "B,

0 = Uy +v, 2 U,

Done |al, < 2.

Ceci montre la seconde partie de (4) et achéve la démonstration dw
lemme. Nous prendrons désormais cette norme comme définissant A.

Nous avons ainsi obtenu pour 1’espace d’interpolation (Aoy 41)o,p
une définition semblable & celle de l’espace construit par Davis—Figiel—
Johnson—Petezynski [3] pour la fachorisation d’un opérateur faiblement
compact. Il est dés lors possible d’adapter leurs arguments. Nous n’en.
donnerons que les grandes lignes, en renvoyant & [3] (voir également
[2]) pour les débails.

La boule unité B de A est, d’aprés ce qui préeéde, I’ensemble des.

+00
a de A, tels que (Y %) < 1. Notons 4, , 1’espace 4, muni de la norme

Il Il,. Pour chaque n, cette norme est équivalente & la norme de 4,. En
effet
61" B, ¢ e "Byt e B, < (67" 1T B,

Désignons par Z 1’ensemble des suites (2,), ne Z, 2,4, muni de la norme
”(zn)HZ = (Zli%lifi)lw-

On notera Z = (EAI,n)p.
Notons également 7 ’injection de 4 dans A,. On définit une applica-
tion linéaire ¢ de .4 dans Z en posant

o) ={(., JY,5¥,..)

(Pimage de v est une suite constante dont tous les termes valent jy).
Oon a llply = (X IwIE)"* = |y| par définition, et ¢ est donc un
n

plongement isométrique de A dans Z. On vérifie aisément que l'image
de g est un sous-espace fermé de Z. Puisque Z = (X4, ,), 6 1< p < oo,
onaZ = (ZA4;] ), 4’ = (ZA],),. On montre comme dans [3] que g’ (4"')
est constitué d’élements de la forme (..., 2", 2", ...),#' '« A7, et que si

St

Yed, o' (y') =(..,3"y", 7"y, ...)-
On en déduit

@' 7H0) = {0}, ¢ Tlop(d) =4,
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‘et
1) 34, = 4.

Par ailleurs, on constate aisément que l'adhérence de B dans 4, pour
o(4y, A7), est 3" (Ban). )

Si maintenant 'injection de 4, dans 4, est faiblement conmpacte,
B, est o(4,, A;) compact, donc o(4;, 4;) compact. Or les ensembles
¢ " By+¢ "B}, ne Z, contiennent B (car si aeB, |lal, <1 pour tout n)
et sont fermés pour o(4;,4;). Ils contiennent done j'(B,.) d’aprés
ce qui précéde. Mais on a:

N(e " Byt 67 "B)) = () (41 46" BY) = 4,

n<0 n<o
<car & < 0. Done
(B ym) = A,

ce qui implique, d’aprés (1), que # . < A, et A est réflexif.
Réciproquement, si 1'un des espaces Ay, est réflexif (0<< <1,
1< p< oo), I'injection de 4, dans 4;, qui se factorise par cet espace,
est faiblement compacte.
Ceci achéve la démonstration de la proposition.
Nous allons maintenant nous intéresser aux propriétés d’uniforme
convexité et convexifiabilité des espaces d’interpolation.
PROPOSITION IIL2. Soient (4o, Ay}, (B,, By) deux couples d’espaces
de Banach. Soit T un opérateur continu de A, dans B, et de A, dans B,.
Bi T est umiformément convewe de 4, dams By, ou de A, dans By, il est uni-
Jormément convewe de 8,(p; &, Ao &1, A1) dans Sy(p; &, By; &, By),
cet de Sy(p; &, Ao &1, A;)  dams  Sy(p; &, Bo; §1, By), pourvu  que
1<p<< oo

Démonstration. Nous ne la donnons que pour 8y, Pautre étant-

similaire. Nous pouvons supposer sans restriction que T est de norme au
Pplus égale 4 1, de 4, dans B, et de 4, dans B;.

Supposons done T’ uniformément convexe de 4, dans B,. Soit £ > 0, et
soient #, ¥ deux points de 8;, de norme au plus égale & 1, avec | Tw —Ty|s;
= ¢. On a posé

81 = 81(p; &, 4y; &, 4y),
8y = 8:(p; o5 Boj &1, By).
Pour tout 5 > 0, on peut trouver deux fonctions u(f) et v (%) avec

400 +oo
[ wit =a, [ ot =y,

—co —00
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et
(TIL.2) e u (Dlizoray <1+, lou(d)lzopay < 1+,
. ]lgfot”(t)”z;muo) <149, ”eﬁt@(t)”.ﬂp(gll) <141.

-+
Puisque [ T'(u(t)—v(¥)dé = Twe—Ty, on a, daprés (IIL.1.2), avec
_ %
Eo—b1’
Mais d’aprés (ITL.2)
o (Tw (8) — To(2)) 300z < 2°(1 +7)°

&< [lef (T (8) —Tw () "};—5?30)' lle® (T (£) — T ®) I[%P(Bl) .

et donce
1/(1—-8)
&t - > |
lle®o! (T (t) — T'w (%)) oy = [2"(1 +11)°]
et done )
Tu(t) Tv(ﬂ) . ( : )IKM)
ff (200 = 90 |10y .
(IT1.3) 2 (1+?7 149/ ||lzogy ~ 2709 149

Mais on @ vu que si T’ était uniformément convexe de 4, dans B,, il 'était

aussi de LP(4,) dans L?(B,) (proposition IL.3). On a done, d’aprés (II1.2)

et (IIL.3):

e (000
2(1+1)

1 e \U(1-9
1)
et done certainement, si on a choisi n < 271,

sr X000 g SO [1 -8, ((_;_)1/(1_0))] .

2
Mais on a:
1—0 &
_w“|‘."/ < oht w(t) o (t) et %(t) -+ (1)
2 s, L9(4,) 2 24y

61; done

. | 1(1—6)\ 11—

® ‘I—?/‘ < [1_ C,p((;_) | )]
2 5

ce qui prouve la proposition.

3 — Studia Mathematica LVIL2
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Nous allons déduire de la proposition IIT.2 plusieurs corollaires;
le premier donne une condition suffisante pour que leg espaces d’interpo-
lation soient uniformément convexes. )

COROLLAIRE 1. 8% A, et A, sont deun espaces de Banach, si 1< p < oo,
les espaces Sy(p; &y Ao; &, 45) €t Sy(p; &, Ag; &4, Ay) sont uniformément
convemes Aés que A, ou A, Vest.

Démonstration. On prendra A‘(, =By, A; =B,, T =TId dans
la proposition IIL.2.

CororrAtem 2. Soient (dg, A;), (By,By) deus couples d’espaces de
Banach. Soit T' un opérateur continw de A, dans B, et de A, dams By. 8i T
st uniformément comvexifiant de A, dams B, ou de A, dans By, il Pest
de (44, A,),,, dans (B, By)op, 80 0<0<1,1<p< 00, °

Démonstration. Il suffit d*utiliser le théoréme I.2: si 7' est uniformé-
ment convexifiant de 4, dans B,, on peut trouver sur A, une nouvelle
norme, équivalente & la premiére, qui rende 7' uniformément convexe. On
obtient sur les espaces d’interpolation une norme équivalente % la pre-
miére, et, d’aprés la proposition précédente, 7 est uniformément con-
vexe de §; dans §;, done uniformément convexifiant de (4o, A1), dans
(B, Bl)@,:p"

CoROLLARE 3. Il résulte de chacun des corollaires précédents que si
Ay ou A, est uniformément convemifiable, (Aoy Ay)s, Vest aussi, lorsque
0<h<l,l<p< oo

Bien évidemment, cette condition est loin d’étre néeessaire, puisque
L? gobtient comme interpolé entre L' et L>. .

Avant de tirer les autres conséquences de la proposition IIT.2, donnons
une définition.

DEFINITION. 8i 4, et 4, sont deux espaces de Banach avec Ay 4y,
nous dirons que A, est uniformément conveme dans A, si linjection i: 4,
—4; est uniformément convexe, et que A, est wniformément convewi-
fiable dans A, si elle est uniformément convexitiable.

CoROLLAIRE 4. Sotent A,, A, deus espacés de Banach avec A, < A,.
8i Vinjection i de A, dans A, est uniformément convewifiante, il en est de méme
des injections iy, de A, dans (4,, A1)o,py €8 %y, de (A, Ay)op, dams Ay, powrvu
que 0<< 0 <<1, 1< p<< oo (et bien évidemment, si i, 0w i, est uniformément
convesifiante, i Vest aussi).

Démonstration. Il suffit d’appliquer le corollaire 2 3 %, continue
de 4, dans 4, et de 4, dans 4, pour obtenir le résultat pour iy; pour

obtenir le résultat pour 4,, on considérera que ¢ est continue de 4, dans
A, et de 4, dans 4,. )

II en résulte que lespace (4, s A1)s, et uniformément convexifiable
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dans A4,, et que 4, est uniformément convexifiable dans (A4,, A,), si
et seulement si 4, est uniformément convexifiable dans 4,, dés que 0 < 8
<1, 1< p< oo

COROLLAIRE B. 8i (Ag, A1)gps (Aoy Ay),, sont deuw espaces d'inter-
polation avec 0 < << o<1, 1< p, g< oo, les injections

iyr Ag—> (Ao, Ar)ops %ot (Ao Ai)opr>(Aos Ai)agy Gat (Aoy A1)sy—>4y,

sont uniformément convewifiantes dés que i: A,—>A, Dest.

Démonstration. Il suffit d’utiliser le corollaire 4 et le théo-
réme de réitération, car (4, 4,),, s'obtient comme interpolé . entre
(Aoy A1)ep €6 Ay

Nous allons, pour terminer, donner une derniére application du
théoréme I.2.

DrFINITION. Soit 7 un espace de Banach et W un convexe borné
dang F. Nous dirons que deux points (z,, #,) forment une (e;)-branche si
llos — @2l = &18UD (i (#1), S (). Supposons définie une (s, ..., &p—y)

branche; nous dirons que les points (#, .., #,,) forment une (e, ..., &,)
branche si
' . . * . n—1
- s — 2o |l = Snsul)(hv(%i);JW(“’ziq))y i=1,...,2"",

et si les points

%+ 2y By~ Bon
5 g aney by

forment une (e, ..., &,_;) branche.

Proposiriox ITL3. Soit F un espace de Banach, W un convewe équi-
libré borné de F. La condition (%) ci-dessous est mécessaire et suffisante
pour qu'il existe un convexe V, équivalent & W (¢'est-a-dire C,W = V
< C,W) et uniformément convexe dams F.

(%) On peut trouver une constante ¢ et une fonetion d(e), d(s) > 0
si e > 0, telles que, pour tout n-uple (s, ..., &), toute (&, ..., &,4)
branche (@, ..., ®,,), on ait

o
| vz, | . , . ,
jv_l:t . 2 gé%(l—é(sl))x...X(l—é(en))ZJW(mi) .
I T

Démonstration. a) Condition suffisante. Nous allons montrer que
si (%) est réalisée, W ne peut posséder la propriété d’arbre f]'rni dan's. 7
ceci impliquera le résultat au vu du théoréme L2. En effet, si ¥ désigne
I’espace engendré par W dans F, normé par jy, et sil’on pn?nd q(®) = le]f—,‘3
il est équivalent de dire que W ne posséde pas la propriété d’arbre .fml
dans F ou que E n’a pas la propriété de g-arbre fini; I’ensemble des points
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@ de B tels que [#] <1, || étant la norme donnde par le théoréme 1.2, sera
le convexe V cherchd. ’

Supposons done au contraire que W posséde la propriété d'arbre
fm_l: 80it &> 0, (@1, ..., 3,,,,) formant une (n -1, &) branche dans F. Les
Points (#y1,...,8), (@yn, s ey Bypyy) forment deux (s, &y, ..., ,) bran-
ches avec & =... =g, =¢ puisque les conditions

o0 — @3]l > & = ssup (i), Jw (@01))
sont satisfaites. On a donc’
o t... o, 1
S| < Ogelt— ()2 = ot s,
By Fee et T |
21&

2

< OL—d(e).

b
Mais on a, puisque les points (#, ..., ®,41) forment une (n 41, £) branche:

(m1—|—...+w2n) (m2n+1+...—[—m2”+1)
PR - 2" .

>e

by
et donc

e<2V0(L—8(s))",
ce qui est impossible pour n assez grand.

b) Condition mécessaire. Supposons que Pon puisse trouver V, umi-
formément convexe dans F, avee

Oujw(®) < jip (@) < Cajp(@)  pour tout o de F.

11 existe donc une fonction 6(e), 6 >0 si £> 0, telle que la condition

) "o —a'|lp > sup (jv(a’); jV(w’))
implique »

RS } . ‘
17( 5 ) < %(1*5(6))(Jv(m)z+ﬂv(w')2)-
Soit (#y, ..., #,,) une (e, ..., &,) branche; on a

Bt tm,
Jv -

2 2
____2_7:__) < HL—6(s,)) (jv(w) +

2n—1

+j,,(%-1+12‘,’;~__‘;'+% ))

1 =
S S gl =) (=o)L= 5(ey) Nip(my®
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et done

2

L L
27’L

o1 N/
I < "6%_2_"(1 —8(8))...(L — 6(z,)) 21. Jw (@)%,

ce qui achéve la démonstration de la proposition.
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