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Constructions des ensembles déterminants
pour les fonctions analytiques

par

JAN CHMIELOWSEKI (Katowice)

Résumé, On donne ici trois constructions de suites convergentes qui ne peuvent
pas 8tre des zéros d’une fonction analytique non identiguement nulle. Deux de ces
constructions sont faites en dimension infinie et une construction en dimension infinie.

1. Notations et définitions. Soient B, F des espaces vectoriels topolo-
giques (e.v.t.) sur le corps K (K = R ou C), localement convexe. Pour
un ouvert U dans B, désignons par o (U, F') I’espace des fonetions analy-
tiques dans U & valeurs dans F (cf. [1]). Nous allons utiliser les notations -
suivantes:

H,(B,F) — espace des polynémes homogénes continus de degré
k=1,
Hy(E, F) = F;

P.(B, F) — espace des polynoémes continus de degré < k;

P(E,F) — espace des polynémes continus;

Z — ensemble des nombres entiers; Z, — ensemble des entiers non
négatifs;

Z" — ensembles des m-indices.

D’abord nous allons rappeler quelques définitions (cf. [2]).

DEpINITION 1. Un ensemble 4 < E sera dit localement déterminant
en ae B pour les fonctions analytiques (resp. pour les polyndomes continus)
i pour tout voisinage connexe U de ae F et pour tout fe o (T, F) (resp-
feP(E, F)), on a limplication suivante:

flang =0 = f=0.

DEFINITION 2. Un ensemble A = . sera dit globalement délerminant
pour les fonctions analytiques (pour P(E, F), Py (B, F), Hy(#, F) resp.)
8i pour tout voisinage connexe U de A et pour tout fes (U, F)(feP(H,F),
fe Py (B, F),feH,(E,F) respectivement), on a Timplication suivante:

fla=0=>f=0.
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Remarque 1. Comme la propriété “stre un ensemble déterminant
(localement ou globalement) pour les familles considérées” ne dépend
Pas de Pespace des valeurs F (cf. [2]), nous poserons ¥ = K,

Remarque 2. Dans le cas ot diim B = 1, le théoréme de Weierstrass
sur la décomposition impligue directement qu’un ensemble A est globa-
lement déterminant pour les fonctions analytiques si et seulement i
4 est localement déterminant en wun point d’acenmulation de 4 pour
les fonetions analytiques. I1 est évident qu’un ensemble localement détermi-
nant en un point est toujours globalement déterminant, mais le théordme
inverse n’est pas vrai (cf. [2]).

Remarque 3. Dans Ie cas ot dim¥ = 1, un ensemble 4 est locale-
ment déterminant en ae® pour les fonctions analytiques si et seulement
si 4 est localement déterminant en e pour P(H, F). Dans le cas oi
dim B > 1, cette propriété est en défaut. Or un raisonnement standard
nous améne & la conclusion que si un polynéme he P(K?, K) s’annule
sur Pensemble analytique § = {(,y)e B2: y = ging} (ou sur chaque
partie SNU, ol U est un voisinage de 0 K®). alors h =0,

II. Maintenant, en utilisant le lemme 1 et le corollaire 1 (qui sont

- bien connus) nous allons démontrer le corollaire 2.

LevMu® 1. 87 Z est une famille de sous-espaces vectoriel de K" telle que
)V = {0}, on peut choisir Vi ooy Ve & tels que Vin..nV, =0.
VeR

COROLLAIRE 1. 8i A est un ensemble globalement détermimant pour
Py (K", K), il emiste un sous-ensemble fini {ay; ..., a} < A qui est qussi
globalement déterminant pour P (K", K).

Tout d’abord rappelons une démonstration du corollaire 1. Pour
tout o< K™ Pensemble V, = {fe PL(E", K): f(z) = 0} est un sous-espace
vectoriel de Py (K", K). Comme MV, = {0}, aprés le lemme 1 il -existe

ed :

a .
un nombre fini d’éléments a,, o @ A tels que Vuln...nVar= {0}. m

COROLLAIRE 2. Soit A < K* un ensemble localement déterminant en
0¢ K" pour Py, (K™, K). Alors il emiste un sous-ensemble dénombrable A, = A
tel que:

(1) Ao est localement déterminant en 0 K pour Py (K", K)

(i) 0e K™ esi le seul point @ acoumulation de A,.

Démonstration. Soit & un nombre naturel, Comme, en particulier,
P’ensemble A N {|w|| < 1 [k} est globalement déterminant pour P, (K", K),
il existe un sous-ensemble fini A4, — 0., < An (o)< 1 [%}
globalement déterminant pour P (K", K), Qaprés le corollaire 1. Sans
diminuer la généralité on peut supposer que || 5= 0 pour 1<igr.

3

Soit 7, > 0 un nombre tel que 7, < min ( e laf®y, ..., Haﬁ’”]]). Puisque
s
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Pensemble A N{|lz| < r,} est globalement déterminant pour P, (K", K),
en répétant le raisonnement préecédent on voit qu’il existe un sous-ensemble
fini 4y, = An{z}< r,} globalement déterminant pour Py, (K", K).
Comme plus haut on peut extraire par récurrence une suite de positifs
{7}y>2 strictement décroissante vers 0 et une suite d’ensembles finis Ay
< dn{llel <7} globalement déterminant pour P;(K",K) ou j>k.
L’ensemble .4, = () 4; satisfait aux propriétés (i) et (ii). m
i=k

Remarque 4. Le lemme 1 et le corollaire 1 ne sont plus valables
dans le cas ot la dimension de E est infinie. Or pour tout sous-ensemble
Eni {ay, ..., @} = B, le sous-espace fermé 7T engendré par a,, ..., a; est
différent de H. Done, il existe une forme linéaire continne we B’ non
identiquement nulle telle que u |, = 0.

II. CowstrUcTION 1. Soit 4, = K” un ensemble fini et globalement
déterminant pour P, (K", K) (il existe d’aprés le corollaire 1). Désignons
DAk = {b;: ¢ =1,2,...} et sur toute droite ¥;: & = tb;, tc K, choisissons
=1 . .
une suite non constante {o{’},.y, telle que:

() lima{ = 0 pour tout ie N;
J=r00
i 1 X
(b) sup |laf?] < = pour tout ie .
JeN v

L'ensemble A4 = G {a} posséde un seul point d’accumulation,
4=1 )

& savoir 0e K", d’apré; les conditions (a) et (b). Nous allons demon‘trer'

que 4 est un ensemble localement déterminant en 0 ¢ K™ pour les fOl’:l.G.thnS‘

analytiques. En effet, si f est une fonction analytique dans un voisinage:

connexe U de 0< K" telle que f| .. = 0, alors d’aprés le théoréme d’ldeg—

tité classique, la fonction f s’annule sur chaque intersection };NU. Soit.

f‘ fr un développement de f en série de polynémes homogénes‘qui converge
k=0

normalement dans un voisinage de 0. Alors &4 tout aa{( correspond un
Dositif 7(a) > 0 tel que la fonction analytique d’une variable g(#) = f(ta)

= Y #*f,(a) s’annule sur {lt| < r(a)}. Ainsi pour tout k> 0 et pour tout
=0
acd on a f(a) = 0, et ceci implique que f, =0 pour 5> 0. m
ConsrruoTION 2. Soient 6, ..., 8, des réels positifs tels que
(0) Fybyt..4Fyby, =0, keZ=ky=...=k, =0.

Soit {#} = K une suite non constante, convergente vers 0:{( et Eflle
que t; =0 pour tout 7e N. Nous allons montrer que la suite a!” =
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(tgl, cery i:”) (1), i. N convergente vers Oe¢K" est localement détermi-
nante en 0« K pour les fonetions analytigues.
Démonstration. Soib

& o a,
1 n
E R S

ay,...;ap=0

) f@) =

une série convergente normalement dans une boule fermée B(0, r). Sans
diminuer la généralité on peut supposer que @ < r pour tout ie N.
Posons g = gy, 0s v -+ Gy Oy b = G, OU o = (dagy ..oy Opz) €6 SUD-
posons que la guite des n-indices {a*},.n est ordonnée de maniére que
Hypq > 4 POUT ke N. Done le développement (1) admet la forme

& v
= E b,x”
k=0

Si f(a®) = 0 pour tout ie N, alors by = 0, en vertu de la continnité
de f. Pour la démonstration par récurrence supposons que b; = ...
= 0. On a ainsi:

pour xeB(0,7).

= bp—l

(%) bl o
byl = f(tfp) —b, 2 b [t = [t "0+1 2 [y [t 7041
* k=p+1 k=p-+1

pour tout ie N. Pour achever la démonstration il suffit de trouver une
constante M > 0 et un indice 7, tels que:

Z bl [£;/%~*0+1 << M pour toub
k=p-+1

i3> o

‘Dans ce but remarquons que la série g(t) =
ro=r[Vn, carla sérle f

~converge absolument et uniformément dans |[¢] < 7.
o .

2 lbkl |5,/ est convelgente
— byt = 2 by %

k=p+1 .
Ainsi la gérie

uniformément dans |f] <

3 |by| [t *p+1converge vers i () = [¢| ~*p+1g(t), uniformément dans [8| < 7.
Je=p+1
Alors on peut poser I
A= A
Remarque 5. L’hypothése (0) dans la construction 2 est essentielle.
En effet, si kyy ..., k¢ Z sont tels que k6. ATy 0, = 0 et B} +...
+ % > 0, alors le polynome

@y, ..

= h(r,) et pour i, un indice tel que 4| < 7, pour

& T —k _k
= .1 ¢ T+1 n
S ®y) =B e T,

(15 Dans le cas complexe t;’b‘ désigne la valeur principale de la puissance.
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ol k=20 pour 8 =1,...,j et &, <0 pour s =j+1,..
toute suite de la forme () = (£, ..
quelconque dans I, Hien que f +# 0.
Remarque 6. Pour 0; on peut choisir dans la construction 2 ¢ ou
bien (7;1/2 Vg =1,..,n
Congarucerron 3. Soit 7 un e.v.t. sur K, normé et & base de Schauder
{e}sany C'08t-d-dire que tout élément well s'écrit d’une maniére unique:

o
@ = 3 w0, ol wek.
o]

.., m, s’annule sur
ti )y ie N, olt {f;} est une suite

Pour tout ne N désignons par B, le sous-espace vectoriel de B engendré
DAL €1 ..., 6,. Dans chaque B, choisissons une suite {af"},,x localement
déterminante en Oe ., pour les fonetions analytiques définies dans des
ouverts de B, et telle que:
(i) limaf® = 0 pour tout ne N;
Jro0

(1) supllaf] < 1/n pour tout me N.
FeN

D'aprés (i) et (ii), Pensemble 4 = {J{a{¥} ne possdde qu’un point
Jyne=l
d’accumulation, & savoir 0¢ &. Nous allons montrer que 4 est localement

déterminant pour les fonctions analytiques définies dans des ouverts de

E. Bn effet, #i f est une fonetion analytique dans un voisinage connexe

U de 0< B telle que flyng = 0, aloxs flg.z, = 0 pour tout ne N. Puisque

pour tout we U on a limf IUnﬂnonq,(w) = f(m), ol m, est la projection de
114-" o0

B sar ,, done f =

IV. Questions ouvertes.

1. Le corollaire 2 est-il valable dans un e.v.t. métrisable et séparable?

2. Soit 4 = K" un ensemble localement déterminant en 0e K™ pour
les fonctions analytiques. Existe-t-il une sous-suite {a;} = A convergente
vers 0 K" ot localoment déterminante en 0e¢ K" pour les fonctions analy-
tiques?

3. Question. 2 dang lo cas olt I est un o.v.t. métrisable et séparable.

Lidée de la construetion 2 m’a été indiqude par le Professeur J. Si-
ciak, co dont je le vemercie avee plaigir,
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In 1919 11, Radlemacher [9] proved the theorem that for any Lip-
schitzian mapping of an open set @ < R™ into R™ the differential (Stoltz-
dlﬂerentmvl) oxists w.e. in ¢, This theorem became a standard tool in analy-
sis and it was obviously of interest to extend it to Lipschitzian mappings
between Banach spaces. There were, however, two difficulties in obtaining
such extension, The moxt basic and immediately obvious difficulty was the
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