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STUDIA MATHEMATICA, T. LVIIL. (1976)

Sur les opératioms presque-inverses

par
TADEUSZ LEZANSKI (Lublin)

. Résumé. Co traveil a pour objot la notion Q’opération presque-inverge d'une
opération 4 linéaire, non bornée dans l'espace de Hilbert, c.-h-d. une opération @,
satisfaisant A l'inégalité

Gy Az —aly < pollaly, ok py < 1, meD(A) b [l = (dw, o).

Nous y donnons une méthode pour obtenir I'inverse proprement dite en partant
d’une presque-inverse, aingi qu'une méthode pour caleuler une presque-inverse de O,

‘& 'on connalt une presque-inverse de B.

Nous indiquons aussi quelques applications & des opérations différentiolles du
type elliptique.

Introduction. Dans le présent travail nous considérons une classe
d’opérations linéaires non bornées dans les espaces réels de Hilbert, définie
comme il suit: soit H; un sous-ensemble linéaive de H, dense dans H
au sens de la norme || ||, et complet au sens d’une autre norme hilbertienne
I I, plus forte que || || Considérons les fonctionnelles bilinéaires ¥(w, y)
(@, yeH,) continues an sens de || |l;; on dira alors qu'une opération B
appartient & & si elle remplit la condition (Bw, y) = ¥(w, ), y<H, pour
tous les @ tels que |¥(w,y)| < O(@)|ly|. Les opérations de cette classe
jouissent des propriétés suivantes: si Be, alors B~ existe et D(B™Y)
= R(B) = H; B™'<L(H, H,), ¢-ad. |B~'al,< const|w|; enfin toute
opdration BeR ost de la forme: B = AK, ol A est détinie par (Aw,y)
= (@, y);, eb K ost un endomorphisme de H,, au sens de la norme || ;.

On appelle Vopération @, presque-inverse de BeS, si

IGBe—al, <y lloll (veD(B)) et y, <1.

Bien entendu, une inverse proproment dite B~ est en méme temps une
presque-inverse; d’autre part, Uinverse B~ peut étre obtenue de @, comme
la limite de certaines opdrations @, polynémes en &, et B. De plus, si CeR
ne diffdre que pen de B (wu sens qui sera précisé dans la suite), l'opéra-
tion presque-inverse de B est en méme temps une presque-inverse de C.

Nous donnerons pour terminer des applications aux opérations
difféventielles du type elliptique.
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1. Notions fondamentales.
1.1. Soient: H un espace réel de Hilbert, avec les éléments u, v, #, y, h,

etic., le produit scalaire (@, y) et 1a norme [|g] = l/(w x); Hy un sous-ensem-
ble linéaire dense de H, (4, y), un autre produit scalaire défini dans H,.

Supposons Hy complet au sens de la norme |zl = V (v, ), et

(1.3.1) ol =A@z avec un certain 4> 0.

Définissons certaines opérations @ et 4. Pour weH fixé la fonctionnelle
()] Z (@,y) de y parcourant H, est linéaire et, en vertu de (L.1.1),
bornée:

Igald)l < 717- ol

alors il existe, d’aprés un théoréme connu de F. Riesz, un (seul) élément
GueH, tel que

(1.1.2) (Go,y); = (w,y) pour wel, yeH,.
Il découle de (1.1.1) que
1
G2l = (Ge, Ga), = (2, Go) < |o|Ga] < Wllwﬂ-llelll,
d’ol
(1.1.3) IIGﬂﬁlllsm——llwll (weH).

Démontrons que G~ existe; en effet, soit w<H et Go = 0. Alors on a,
pour yeH,: (¢,y) = (Gw, y), = 0, d’oit la conclugion, H, étant dense
dans H.

R(@) est dense dans Hy au sens de || |l;; en effet, soit y eH, ot (2, y
pour tout 2eR(G), c.-a-d. (G, ¥); = 0 pour e H. Il s’ensuit, d’aprds (
que (@, ¥) = 0 pour tout weH, doh yy = 0. m

Enfin, ¢ est symétrique dans H (done aussi auto-adjointe comme
bornée); en effet, on a d’aprés (1.1.8) (G, ¥) = (G, Gy)y = (0, Gy). m

Jo=0
1.1.3),

Posons 4 =G~ 4 est auto-adjointe, & Iétant. l‘.’owons dans (1.1.2)
G~y pour @; il vient
(1.1.4) (Au,y) =(u,y)y (weD(A) = R(@), yelly).
En particulier, (Aw, u) = |l = Alul|*; 4 est done positivernent définie.

Lvidemment D(4) = R(G) < H;. Le lemme suivant, concernant les
prolongements des opérations contenues dans A4, nous sera utile dans
les applications.

Levvs 1. Soit A, une opération contenue dans A (A, < A), dont
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le domaine M, = D(Ay) = Hy est dense dans H, au sens de | |l,. Alors A
est le prolongement de A, par la méthode de Friedrichs.

Démonstration. Comme 4, = A4, 4, est nécessairement symétri-
que et positivement définie dans M,, puisque Iopération 4 l'est. De
plus, pour we M, on a: |l = (4w, ®) = (4,2, ). Enfin, M, est dense
dans Hy et, & plus forte raison, dans H (au sens de | [). Il existe alors,
d’aprés un théoréme de Friedrichs (voir [1], ou [4], n° 124, p. 827 et suiv.),
un ensemble I, le complément de M, au sens de la norme V(dAqz, x)
== [@ll,, et une opération 4;, le prolongement auto-adjoint de .4, par
la méthode de Friedrichs, dont le domaine D(4,) < H,. Mais H, = H,,
puisque M, = D(4,) = D(4) < Hy et que M, est supposéd dense dans H,
au sens de | |l,. Par conséquent I’opération 4 est un prolongement auto-
adjoint de 4,, dont le domaine D(4) < H,; il s’ensuit (voir [4], p. 324)
que A = 4,—le prolongement auto-adjoint de 4, par la méthode de
Triedrichs. m

1.2. Opérations mon symétriques positivement défimies. Soit. ¥ (z, y)
une fonetionnelle bilinéaire sur H,, satisfaisant &

(1.2.1) P(w, Y < plwly - 1yl
(1.2.2) ¥, ) >

pour @, yeH,, avee certaines constantes a, u > 0.
Y(w, y) étant une fonctionnelle linéaire bornée de y sur H, pour
o fixé, il existe nn KweH, tel que

(1.2.3) (Kw,y) = P, y) (9, yeHy).

K est évidemment une opération linéaire bornée, car (1.2.1) et (1.2.2),
(1.2.3) entrainent

(1.2.4) (2) Ko, <

ol

plaly,  (b) (K, @), > alwlf.

'IL découle de (1.2.4) yue JC est un endmnmphlsme de Hy (auw sens de || {l);

pluy exactement

‘ 1
(12.5) Myl < =yl K(H) = Hy.

Tosons maintenant
(1.2.6)  Bo Y ARKw, w®eD(B)=KweD(G™) = R(G),

ol @ et A sont los opérations définies dans 1.1.
Nous établivons maintenant:

(L2.7) (a) D(B) < Hy, (b)
(1.2.8)

D(B) est dense dans Hy (au sens de || [|1)-
R(B) = H.
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En effet, (1.2.7)(a) est évident, car D(B) = K~(D(67") = K~YR(&))
< Hy, vu que GeL(H, H,) et KeL(H,, H,). »

Démontrons (1.2.7)(b). Soit yeH, et (2,4); = 0 pour tout zeD(B),
e.-i4-d. pour z de la forme: K~ 'Gw, ol #<H = D(@). On obtient alors,
en définissant K comme opération adjointe & K au sens de ( , ),:

(Ew,9); = (v, Ky); (0, E'y) = (Gu, E'y), = (K"'Gaw, ), =0

pour tout weH, Aol (K)'y = 0, et par suite y = 0, K~ tant aussi un
homéomorphisme de H,. Il en découle (1.2.7)(b). m

La conelusion (1.2.8) est évidente, car R(B) = D(B™!) = D(K™'@)
=H.

Montrons maintenant qu’une autre définition de B est possible.

LevmE 2. B est le seul élément satisfaisant &

(1.2.9) (Bz,y) = P(z,y)

¢t lo domaine de B est Pensemble @< H, pour lesquels ¥(w, y) est une fonction-
nelle linéaire bornée de y (au sens de | |]), ce qué nous notons:

(1.2.10) @eD(B) =N\ A [W(e,y)|<clyll et

>0 yelly

well,.
Démonstration. Soit weD(B); alors @ = K~ GeeH, si 2zeH. On a:

(@, y) = (Ka, y)y| = (KEK™'Ge, y)i| = (G2, y)]
(2, MI< -yl

Dlautre part, si |¥(w, ¥)| < ¢yl pour yeH,, alors ¥(w,y) est une fone-
tionnelle linéaire bornée de y (au sens de || ) sur H,, dense dans H (au
sens de || [1); il existe done un élément B,w tel que (Byw,y) = ¥z, y)
pour yeH,. On en tive, en vertu de (1.2.3):
(K@, yh = ¥(@,9) = (B, y) = (GByw, y), powr  yeH,,

Qoll Ky =GBy, done @ = K'GBweD(B). Bnofin on a B, = ¢~ Ko
= By. m

L’opération B, obtenue de la fonctionnelle ¥ de la fagon déerite
dans le lemme 2, sera dite engendrée par ¥ (Popération 4 = G=! définie
dans 1.1 est ainsi engendrée par (@, 7),). On voit aussitot quo D(B) est
homéomorphe & D(4), car D(B) = K~R(Q) = ED(4)) ot K est
un homéomorphisme (au sens de | Il). Remarquons enfin que (1.1.3)
et (1.2.5) entrainent

(1.2.11) 1B~ 1w, <

Lol (wem
/i res

icm

Sur les opérations presque-inverses 153

2. Opérations presque-inverses.

2.1. Soit ¥(w,y) une fonctionnelle satisfaisant aux hypothéses
de 1.2, B lopération engendrée par ¥. Nous appellerons Popération
lindaire 7, (avec D(¥,) = H) presque-inverse de B Si )

(2.1.1) 1o Bo—ally < wllell,, oty < 1, pour zeD(B).

En posant @ = B~y on tire de (2.1.1), puisque R(B) =H,

2y ~ Byl < voliyll,
d’oli, en vertu de (1.2.11):

1+yp,
o7 llyl

L’opération presque-inverse de B est done bornée: FyeL(H, H,).
Remaxrque. 8i B est définie d’une fagon non effective (ce qui a souvent
liew dans les applications) 1'inégalité (2.1.1) peut &tre difficile & vérifier
directement. Supposons cependant gu’une opération B,, contenue dans
B (B, < B) et telle que R(B,) est dense dans H, vérifie I’inégalité:
&y Byt — wll; < 9, lell, pour @eD(B,); alors B satisfait & (2.1.1). En effet,
D(B;') = R(B,) est dense dans H = D(B™), done B! est la fermeture
de B, au sens de Vespace L(H, H,), en-vertu de (1.2.11). Par suite B est
la fermeture de B, dans Vespace L(H,, H). Soit maintenant @weD(B);

(2.1.2)

Wyl < (yeH).

il existe alors des o,eD(B,) tels que

$p = 0, —al,>0 et  [Bya, —Bal~0;

on en tive, en vertu de (2.1.2), que i, & |#y By®, — F, Ba],—0, d’ou
1#o Bor —ally < |[Fy Bz — Fy By, lly + 1y By, — @, l; + @, — @lly
< by vo [l + 8 <ty 8y o @l + 9 o0, — 8l
= 28n“|"tn+?’olfw1|[1 (n=1,2,...),
ot (2.1.2). m
2.2. Amélioration des opérations presque-inverses. Soient: ¥, B

la fonctionnelle et Popération considérvées plus haut, F, une opération
presque-inverse do B, ¢.-d-d. telle que

(2.21)  ||FyBo—al, < yllol, powr @#eD(B), avée un y, < 1.
Or, en vertu de (2.1.2), le domaine D(F,B) = D(B) el il est dense dans H,;

2
il existe done V, = (F,B), la fermeture de 7,B au sens de || |;. En vertu

de (2.2.1) V, satisfait &

(2.2.9) Voo ~all; < pollwlly, (weHy), [Vo—Ilh <.
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Définissons les opérations V, et F, par récurrence, en posant
(2.2.3) Vo = —Va+2V,, Fopy = —V,F,+2F,.
Tusorbyn 1. Les opérations F, ainsi définies satisfont &

(2.2.4) W7, Bo—al; < 7& - |,
1 1
(2.2.5) IF 0l < Caloll, Oy = —2 [ [ 149,
-1 70(
(2.2.8) Wy —B ™ ylly < = (yeH).
} oVl
Démonstration. On a dfabord_
(a) F,Bx'=V,® pour weD(B).

En effet, si @< D(B), on a < D(F,B), doit V,0 = (F,B)o = F,Bw; done
(a) subsiste pour # = 0. Supposons (a) vrai pour #; alors on & pour @e.D(B):

F,.,Bo = —V,F,Bo+2F, By = —V,V,0-:2V,0 =V, 0.

Prouvons maintenant

(b) V= Il < ™.
On a, par la définition de V,:
Wapa— Il = | =V3+2V, =TIl = (V,— D2 < [V, —IIE,
d’oh résulte (b) par une récurrence facile. Les formules (a) et (b) entrainent
(2.2.4). Posons
(e) - sup [0:3%: /'

llell<

On tire de (2.1.2) o< (1+7,)(@¥A)~% Kvaluons u,; on a d’abord

1F 1@ — Fplly = || =V, B0+ Frally, < WV, — Ll |[F, @l << yENE, o,
d’ot
1 pr@lly < L+ A 1 Fpally < [L -+ 8 1, o],
donce
(@) g <L+ p, < [I [ —I—y“‘ Mgy, Lol résulte (2.2.5).

=]
Enfin on obtient (2.2.6) de (2.2.4) et (1.2.11), en posant @ == B~'y. m
3. Modification d’une opération.

3.1, Soient ¥, (w, y) les fonotwunelles bilinéaires

orites dang 1.2, B,
les opérations engendrées par ¥, (4 ==

2), K; les endomorphismes de H,
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définis par équation
(K @)y =Pl@,y) (a,yeHy).

Supposons que les 7, satisfont & (1.2.1) et (1.3.2) avec les mémes constan-
tes pa et que de plus:

Wy(@, y)) <

(3.1.1) [Py (@, ) — Ollel-lyll (@, yeH,)
ce qui équivaut &
(3.1.2) Ko — Kool < Slwll,  (weH,y).

. Boient, comme dans 1.2, B; = @K, (¢ =1, 2), avec G défini dans 1.1.

Démontrons le

Loy 3. 8 Vopération FoeL(H, H,) satisfait &

{8.1.3) o By —ally < oIy, @eD(B,),
alors '
(3.1.4) 1FoBoy —ylh <« (vop+ Oyl (yeD(By)).

Démonstration. Soit yeD(B,) = D(G'K,), c.-dd KyyeR(G).
Nous avons: '

B'Byy = E{'6G7 K,y = K Ky,
d’otlt, en vertu de (1.2.5) et (3.1.2), on tire

. 1
(a) BBy —yl, = 1K K,y —Ey )l € = 1By — Eyylh < a7 8yl
a

‘On obtient de (a) et de (3.1.3), en posant BB,y pour @:
IFB,y —ylly < [FB,Bi* Byy — By Byyll + 1By Bay — Yl
< Y BT Boyll+ o728 |l < (0 o e+ 8) [yl
car, en vertu de (1.2.4) et (1.2.5), | By Boyl, < o ulyl,. w
Un simple corollaire de lemme 3 est le

THGOREME 2. Si Von ajoute aum hypothéses dw Temme 1 l’mégahté
sutvante supposée vérifide par les constantes:

(3.1.5) a Hypp-8) < 1,

Dopération I presque-inverse de B, ost en méme temps une presque-inverse
de B,.

Remarque. Soient ¥, & des fonectionnelles bilinéaires satisfaisant
aux hypothéses de 1.1 (avec les mémes constantes a, u), B et C les opé-
rations engendrées par ¥, @, vesp. Alors, si F, satisfait &

() W Be—al, < plally,  avee  y <1,
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on peut en obtenir une opération presque-inverse de ¢ dans un nombre

fini de pas — opérations algébriques effectndes sur les opérations Iy, B, ¢.

Dans ce but choisissons un nombre naturel p tel que

a
(b) [¥(2,y)—P(2, )| <Py iy [yl
et posons:
¥
(e) Y=Y, ‘Fk=,!P—l<5(¢—‘I’) (b =0,1,...,p).
Alors on a:
(a) Fiss(@,9)— Pila, ) < Slollyls, 8%

Soit Fy une presque-inverse de B, satisfaisant & (a), et supposons que
2]

{e) 173 Byt — lly < T lol,  (weD(B,)),

olt B, est engendrée par ¥y, k =0,1,...,p. Alors (d) et (e) entrainent

: 1
) B —ol, < - (Yops+8) il

1 1 ‘ 1
= gl u+ 7}) lolh = 5l (@eD(Byar)

en vertu du lemme 3.

Posons encore 7, , = F, et soient I, les opérations obtenues de F,,.; ,
pax le procédé d’amélioration déerit aw point 2.2. Alors, d’aprés le théo-
réme 1, on obtient, pour » assez grand,

1\* o
WPpn Breyy 0 —ooffs < | =) (@]l < —— o]y
2 dp

pour weD(B,,,), done (e) est vrai pour % =1 sl I'on pose Iy =T
On obtient aingi, aprés un nombre fini de tels pas,

@eD(0),

leyn >

7y, O — s, < % flvlly

puisque ¥, =C. n

pour

. 4. Applications & des opérations aux dérivées partielles.

. 4.1. Définitions et hypothéses. Soit 7™ Pespace ouclidien & m dimon-
sions; ses éléments seront ddsignés par £ = (Evgeevy Endy 0 =5 (R1y oney M)y

m
ete.; soit &oy = %’ &—n; le produit scalaire dans B™ Soit £ wn sous-

ensemble ouvert borné de B™, dont le bord I' ost assoz régulier pour que
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les constructions décrites dans la suite soient possibles & réaliser, p.ex..
on peut supposer que le verseur normal extérieur est de classe og). Soit
H = Lj; les éléments de H sont alors des fonctions w(&), v(£), &eQ,
& valeurs réelles, telles que Dintégrale [ [u(£)|2d¢ existe. Admettons les
définitions : . @
(411) (w0 = [u(@v(OAE (v, veH), [ul =V(u, ),
Q2

(4.1.2) we M =uelf ot w()ly=0, "
(4.1.3) we My =ueM ef %%—-lFEEO.

On entend ici par 0 la classe des fonctions qui admettent un prolongement
uniformément continu sur 2, ot 0P désigne la classe des fonctions & dé-
rivées secondes continues sur £, I; sont deux parties disjointes de I™
telles que I" = I'tu I',. Posons encore, pour %, ve M,

ow ov

_6——526_6: loelly = V(%)

(4.1.4) (w,v); = | graduogradodé = ag
H 1 ‘f !; !

et admettons que )
(4.1.) el = Alwl*  pour we M avec 1> 0.

4.2. Nous donnerons maintenant une condition suffisante pour-
que (4.1.5) subsiste.

Levvm 4. Admettons les notations do 4.1; nous désignerons les suiles-
&4y Euy ovny Epy (seulement dans ce lemme 4) par & ef Pensemble des points
de B™ de la forme (&1, ...y En_y, 0) = (E, 0) par H. BEnfin, soit Z, la pro-
jection de Q sur H.

Hvromirism (i). Pour teBW (E;1) = (&, ..., &y, tye 12 bquivawt &=
0 < p(E) <t p(8) < o, o les fonctions réelles ¢, p sont continues.

Dans ces conditions (4.1.5) a liew aves A = ¢™%

Démonstration, Soit & = (7, e, c-d-d. 0<y(H <I< o) Ko
Alors nous avons: ‘
» ¢
@l =t 0] = | [ Goum ads| < [|gou, 0)|as
(i) wln)
I3 o(n)
-~ ¢ 2 )i ;A L PV
< Vi ll I’E}-u(ﬁ, 8) ds} <c{ I -6?“(1” s) ds} )
w(m) w(n)
ol (a);
‘ () .
() [u (7, O)P< ¢ ?)?%(77, s)| ds.

w(n)
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On en tire:
(1)
it = [lu(@ras = [ [lu(, o)rdgdt
Q w(”‘) 0
(1) 9(7) 2
<6 E-u(ﬁ, §) dsdy]dt
i A
(i} 2 L.
= = w(Ey ey &) dsdt@j Bt = o2 |jul?. m
J )| oE, |
w(n) w(n)

4.3. Construction de ensemble H,.

Lmyve 5. L'ensemble M, défini par (4.1.3) est dense dans M awu sens
de la norme | |,.

Démonstration. Soit &> 0; désignons par I', (0<s< &) une
famille de surfaces paralléles & I' = I}, par £(s, o) (8¢<0, &, oel) lafamille
des trajectoires orthogonales & I';. Soit encore £, ’ensermble bornd par I,;
désignons (seulement dans ce lemme) par Q\Q,)& = (81y ony E)>yp(&)
= {8, 0> une transformation de classe 0® localement orthomormale des
coordonnées &y, ..., &, en s, o>, engendrée par les Ty et &(s, o), définie
sur ON\Q, pour &> 0 fixé suffisamament petit. Pour uwne fonction we M
8oit %(s, o) la fonetion résultant de w(&) par la transformation y des

ou ou ou

coordonnées. Il vient d b e = ey vy ) = :
oordonnée vient done (en posan % (051, , 65,,) gradw):

‘ ouwl loml |omp

rad 2= = | — —
(@) lgradw (&) R P 50 ,
(b) _gﬁ _ 0u(s, 0) ’
v el a8 o)

(e) %(e)leer = W(0, o).

s étant fixé, soib f(s) une fonetion réelle de classe O yur <0, &>, remplis-
sant les conditions

(@ fls) = l:"’ O<s<te

0, $e<s<e,
(e) 0L, fe<o< Be,
) —(%f(S) <Be

Une telle fonetion est facile & trouver. Posong

) W8, 0) = f()8(0, o)+ [1—f(8)]as, o).
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Définissons la fonetion u,(£&) comme il suit:

(h) pour £e 2\ 2,u,(§) résulte de %,(s, o) par une transformation de (s, o)
en &, &, ..., &, au moyen de p~';
(i) pour se 2, u,(&) = u(8).

Montrons d’abord que %,¢0%; en effet, il découle de la construction
de u,(&) quelle est de classe O® sur O\ Q, (ce qui correspond au segment
0 < s < &). D’autre part, en vertu de (g) et (d), »,(£) coincide avec u (&),
non seulement sur 2,, mais aussi sur 2\ Q§£ (car %,(s, o) = %(s, o) pour

%e <s< g), d’olt notre assertion. Ensuite on a ,(0, o) = %(0, o), done
U (O)leenn = W(E)|geq, PAT conséquent %(£) = 0 pour £ely. .

% 7}
=5
#,e M. Il ne reste qu'd évaluer [ju,—ull;; or, on a d’abord, pour 0 < s < s,

De plus U, (8,0)3-9 =0. On a donc finalement

f(8)[%(0, 6) —7(s, 0)]+ (1~—f(s))»§s-a7,(s, )

d
‘—a—‘; ﬂn('g: d)

]
< Beloyls| +sup %‘ﬁ(sy 0)| < Byt = ¢y
8,0

car u(s, ¢) rerplit la condition de Lipschitz et %(s, o) est bornée. D’autre
part

7] ] 0 _
[5;17<s, o)| = ‘f(s)gmo, o) +(L—F() 5 5(s, 0)| < 05,
car %(s, ¢)eC®,
On en tire:
0 2 a _ L 2
FEHD| = |5 0)| o s, )| St =o
pour £¢ON\Q,. Tnfin '
a 2
D—Em(s) < ¢ pour Ee2NQ,.
11 en résulte, vu que %,(E) = u(&) pour Gef,:
01 oul . ou, 8ul ]
e = [P 91(.| i [ lsap _L| 4 sup| 2% }M
J? i \f o~ %= || e

% (6o ) mes (2N 2,)—0 51 ¢—>0. m
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4.3. Définition de Popération A et construction de Pensemble 11,,

Posons:
ﬁnw 0%
A—J 04—'2

fral

Aot = — du = (we M,).

En verdu de l'identité suivante (4.3.1) 4 est symétrique:

 Ou

—57;-’0615 (uy veCP).

(4.3.1) fgraduogmdvdé‘Jr fmmdf =
2 2 I

Admettons que 2 satisfait aux hypothéses du lemme 4. Alors

(4.3.2) (Ao, u) = A2 we My,

llalf > pour

ce.qui découle de (4.3.1). L’opération. 4, est done symétrigue et positive-
ment définie sur Pensemble M,, qui est dense dans I = H (cette
derniére assertion, facile & démontrer, est établie p.ex. dans [3]). Bn vertu
du théoréme de Friedrichs (voir [1] ou [4]) il existe donc un ensemble H,
complet au sens de | ||, et une opération auto-adjointe 4, = 4,, dont
le-domaine .D(4,) est dense dans H, au sens de || [;. En vertu du lemme 5
H, o> M et M est dense dans H, au sens de || [y; par conséquent, en vertu
du lemme 1, Popération 4, est égale & 4, engendrée par (@, y) = (2, 1

Y-
5. Modification de I’ensemble 0.

5.1. Admettons que E™, @, I', I'; (i =1,2) ont le méme sens que
dans 4, et soit @ un autre sous-ensemble ouvert de B™, dont le bord est
. 8 =8,U8,, 8; étant deux parties disjointes de S. Aux ensemble 2 et ¢
nous attacherons certaines notions, egpaces de fonctions et opérations,
que nous munirons des indices 2 et @ respectivement. Soit alors H,
= L (Hg = L}) Vensemble des fonctions de carré sommable sur £
(vesp. @):

BLY) (00 = [u(@)o($)as, (0,9) = [em)y(n)dn,

2 4
(8.1.2) ue Mo =ue0f et u(&)|I} =0, ue My, 5 ue My A %:-:» Iy =0,
(818) we My = 0e0) ot a(n)| 8y = 0, ve M, q = we Mg A %%’- 8, =0,

(6.14) " (u,0), = [ gradu(f)gradots)as,
Q

(@9): = [ endotgrady@)an et [} = (u, u, ol = (2, o).
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Admettons, comme plus haut, que
{5.1.5) flf} = A2

5.2. Supposons qu’il existe un difféomorphisme ¢ de classe (@
transformant 2 sur @ et satisfaisant aux conditions:

(pour ne My).

(5-2-1) 995‘”7 =@(£)eQ = 7 = @i{€xs €2y v evy &) (4= 1,2,...,m)
=& =90 %y ) (Cd-d p =g,
Al & Oy, -
(8.2.2) .}.4 [ T ] ¢ Ztﬁ pour tous iy, by, ..., t, véels,
fmal Tpwal d=]
m m 9 m
{5.2.3) 2[ —’?—-ui'isj] < 0, Z.s} pour Sy, ..., S, rvéels,
o L=y O i=1
(8.2.4) 8; =¢(ly), i=1,2.

- Définissons au moyen de ¢ une transformation @eL(Hg, Hy)
(5.2.5) Hyso—0 (@) = udu(g) = o(p(8).

Kvidemment @ est un homéomorphisme de Hy = L sur Lj = Hy.
Nous démontrerons méme un peu plus, & savoir que:

(5.2.6) () D@5 < peliwlly, (D) 1P 0l < mllwl,
(5.2.7) (a) (D@ < Alwls, () 1Dl < Agllwlf
olL
D D
= 0 [‘p—"é]' = D [TZ]’ b = st o = i3

Dy
¢; sont les constantes intervenant damns (5.2.2) et (5.2.3), [ D 5] est

le déterminant de Jacobi. En effet, (5.2.8) (a) et (b) sont évidentes ; démon-
trons done (5.2.7). Nous avons pour e My:

\ SIRSEL Opy, 2
' Y I
Do (- " J
I (@)l ;;j % DE; (p(¢ ‘ p 21 “~ 0 0F; |yene
dw(n oo ' | TDv
.1 >"’ d§=01f o [_ﬁ__ an
q = ()77’“ Tl Bl €) g ,c=1 M 7 »
Dy
< a3 [7)—1’;] - loff.
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‘Dans la démonstration nous avons profité de (5.2.2); la démongtra-
tion de (5.2.7) (b) est tout & fait analogue et s’appuie sur (5.2.3). Comme
simples conséquences de (5.2.6) et (5.2.7) on obtient:

(5.2.8) ol >~
L Wil == 2‘ A [#3]
1 9 Q- 9
(5.2.9) N oz < 1P (@) < Ay |2l -
2
5.3. Soient A 4 ﬁ,af‘u our e M i ill
3. Soient Agu = — Au = _q:-1 E] pou ¢ My o et pareille-
ment Oy = — Az pour we M, o; soient ensuite 4 et O les prolongements

anto-adjoints de 4, et 0, par la méthode de Friedrichs, tout comme dans 4.3,
H, o et Hy g les compléments coxrespondants de M, o et M, , en normes
Il flet |l [l2, resp. Alors, comme on I'a remarqué dans 4.3 les ensembles M,
et M, sont contenus dans H, o (H, o) et y sont denses. Mais comme ¢
et p = ¢~ sont de classe 0, Popération & transforme, en vertu de (5 4),
M, sur M, biunivoquement; de plus, en vertu de (5.2.7) (a) et (b),
& ot ! sont bornées au sens des normes || [, et || |l;; comme M, (resp, M)
est dense dans H, 4 (resp. H, 5) au sens de la norme || [y (resp. | |ly), it
résulte de ce que nous venons de dire:

Lewvs 6. @ est un homéomorplisme de H, o sur Hy g ansens de || lly, || [y

Revenons aux opérations 4,, ¢, et & leurs prolongements auto-
adjoints A et B. Les domaines .D(4,) ou D(C,) étant denses dans H, 5
resp. H, o en vertu de ce que nous avons établi plus haut, il en résulte,
d’aprés le lemme 1, que 4 et C sont engendrées par (u, v)y, resp. (@, ¥)s,
ce que nous noterons:

(5:3.1) (A, v)g = (u, V),
(5.3.2)

weD(4), weH, o,

(On,9)g = (@,9)s, @eD(0), Yell q.

Nous indiquerons maintenant une méthode permettant d’obteniv
une presque-inverse de ¢ en partant d’une presque-inverse de 4. Dans
ce but posons:

(5.3.3) W(a,y) S (Go, By)y, (o, yeHyy).
e (5.2.7) (a) et (b) on obtient: '

(8.3.4) (@, )| < Aol lylhy

(8.3.5) P(a, @) > 47 ol

¥ satisfait alors & (1.2.4) si on pose p = 4y, a = AL

icm°
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Soit U P'opération engendrée par ¥(w, y), c.-a-d.
(8.3.6) (Us, Yo = ¥(a,9), #eD(T), yeHl,Q
ol
e D(U)¥(a, y)| < Cliylle  (yeH,q)

pour une constante ¢ (dépendant de ). Il s’ensuit que

weD(U)<|(Pm, By)y| < Ollyllg
poul tout yeH,y, ou bien, ee qui revient au méme, |(Pz, v);| < Clpl,,

@ étant un homéomorphisme de H, o sur H; g et & la fois de Hy sur Hy.
Mais cette dernidre indgalité signifie que @ (x)eD(A) et on a:

(Un, y)g = W(w,y) = (D, By), = (40s, By), = (" Ads, Yqs
d’ott :
(5.3.7) Ux = &* APz,
& désigne comme ’habitude, Popération définie par
(5.3.8) = (2, D*u)y (weHy, wedy).
Définissons @ par 1identité

(Dz, u)g

5.3.9) (Do, u); = (@, Bu)y, weH,q, ueH; .
Alors on a:
(5.310)  [BPo—uly < Slly, o & = max(d—1, 47 —1), veH, 4.

En effet, en vertu de (5.2.9), il vient

(BB~ 2, @)a| = [Pl — ]3] < 6lzl}

d’olt résulte (5.8.10), puisque PP est symétrigue au sens de (, ) De
(5.3.10) découle

(8.3.11) (W, y)— (@, Y)al < 3ol liylls
car
1Y (a0, ) (@, 9ol = [(Peny By)y— (@, Y)y] = (BDPs— 1, y)al < lllly Iy ly-

Notons encore qu’on tive de (5.2.6) et (5.2.7)
() W@, m) < dylolalyll, () Vo, @)=

Oongervant les notations admises ci-dessus, nous établirons le
TaioriME 3. St Poplration Gyel(Hg, H, o) satisfait &

weD(4),

(5.3.12) Al

16 At — ully < pollielly  pour
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.alors Vopération T, L g-16,( & satisfait &
(ii) 1B O —al < vallwll,  pouwr @eD(0),

ol yy = a7y, p+8), p=max(ly, 1), ¢ =wmin(Ah 1), py = Vigdyp,
8 =max(A—1, A7 ~1) et A, u; sont les constantes définies dans 5.2.

Démonstration. Prouvons d’abord que
(a) 1By Us —ally < Vighgyo @, pour  @eD(T).
En effet, en vertu de (5.3.7) on a ]
Ty Ut — all, = 1O Go(8*) 7 B* AP~ ||y = | B [Gy ADp — D]l
< Vg |6y AB0 — ol < Vi, |5l < Vshaps ],

en tenant aussi compte de (5.2.7).

Dautre part, les  opérations U, C sont engendrées par V(w, y)
= (P, Dy), et (v, )., respectivement; posons dans le lemme 3 poiut 3.1:
Pl(w, y) pour y(w, y), (#, y): Dour Py(s, ), (@, y), pour (a2, ¥),, max (4, 1)
pour g, min(i;%, 1) pour ¢, max(l,—1, 7 —1) pour &, Y1 pour yy, Iy
pour Fy. Les hypothéses du lemme 3 étant ainsi véritides, on obtient:

(b) o O — afly < 0™ (y, o+ )|l m

CororrAtr. 8¢ lo nombre a™'(y, p+-8) < 1, T, est une presque-inverse
de 0 = — A. Sinon, on peut obtenir une presque inverse de C en wtilisamt
ta remarque du point 3.1 (faisant suite au théoréme 2).
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Bernoulli convolutions in LOA. groups
by
CIHUNG LIN and SADAHIRO SAEKT (Tokyo)

Abstract. Lot @ be a nondigerete metrizable LCA group with character group I

Chooso a local base {U/,)%_, at 0 consisting of compact sets satisfying Upp+ Uyyy
L

< Uy for all n, and let U = JJ U,. Take a sequence {(an> b n)}Y_; of triples of
Pryie

non-negative real numbers such that a,--by-+6, = 1 for all n. Given ze U, lot v,
denote the Bernoulli convolution

*1 (@5, 6(0) + by, 6 (m,) + ¢, (— 2,))
=

and let T, denote the weak* closure of I" in L% (vz). Let Sy consist of those complex
numbers in the closed unit disk D for which the corresponding constant function
belongs to I'y. Among other things, this is shown: If & i an I-group, then for quasi-
all zeU, 8, containg the multiplicative compact semigroup in D generated by all the
complex numbers of the form a+ be+ ¢z, where (a,d, ¢) is an arbitrary Limit point
of {(an, by, 0n)}my and |2| = 1. It is also shown that in many cases § = D for quasi-
all z¢U.

§ 1. Introduction. We adhere to the notation established above.
In addition, M (@) will denote the usmal convolution measure algebra
of G For we@, d§, = d(w) denotes the unit point mass measure at x. The
circle group and the group of r-adic integers are denoted by 7T and 4,,
respectively. The set of all integers is denoted by Z.

Tor @ == T and 4,, Hewitt and Kakutani [5] proved in 1964 that

=]
there is & measure », == % 2"1(5(0)—{-6(:0,,,))5 M(@) such that the weak*
ne=l

closure of I"in L%(»,) contains all constant fanctions with values in the
unit disk D. Brown and Moran [1] proved later that if {a,}5.; is & sequence
00

of positive integers = 2, @, == (dy,..., 6,)”" and v, = n§12"‘(6(0) +6(,))

e M(T"), then the weak* closure of T = Z in L*(v,) containg all constant
functions with values in D if and only if supa, = oo, This result gener-
alizes one of ITewitt and Kakutani’s results in [5], since in [5] they only

showed that ¥, has the required property if Y a;' < co. Brown and Moran
N Ne=]

5 — Studla Mathematica LVIII, 2
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