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STUDIA MATHEMATICA, T. LIX. (1976)

Sur les équations du type: W(w, ) = 0 (I)

T. LEZANSKI (Lublin)

Résumé. Soient: H un espace hilbertien, ¥(x, ) une fonetionnelle lindaire ek
bornée par rapport & h; » et k parcourent H. On considdre dans ce travail Péguation =
¥(z, h) = 0 pour tout heH; on donne quelques méthodes effectives de la solution
de celle-ci, et enfin on présente quelques applications aux équations différentielles
quasi-linéaires ordinaires et partielles du type elliptique.

Introduction.

Soient: H un espace réel de Hilbert, M un sous-ensemble linéaire
de H, ¥(2, ) une fonctionnelle & deux variables @, y e M, linéaire par
rapport & k. Considérons le probléme suivant:

Trowver wn me M tel que

(A) Yz, h) =0 pour tout he M.

Plusiewrs équations différentielles de la Physique Mathématique ont
pour origine une équation du type (A); telles sont p.ex. les équations de
I’équilibre élastique (si 'on désigne par x le déplacement cherché, par
h le déplacement virtuel et par ¥(z, k) le travail virtuel).

Dans ce travail nous présentons une contribution i la théorie générale
de léquation du type (A), quelques méthodes numériques de solution
de celle-ci, des applications aux équations différentielles et partielles et
% la théorie non linéaire de 1dlasticité. ’

L. Traits de la théorie génémle.

. L.1. Solent: H un espace réel de Hilbert, avec les éléments #, ¥, h, ...,
et le produit scalaire (#,y), H, un sous-ensemble linéaire dense dans H.
Dany I, supposons défini un autre produit scalaire (z,4),, tel que Hy
soit complet an sens de || [,; supposons qu’il existe un y > 0 tel que

(1.1.1) o} = vllwl® (2 Hy).

Soit, weH; alors (2, 7) est une fonctionnelle linéaire bornée par rapport
& h parcourant H,, car, en vertu de (1.1.1): |(z, )| < [l b} < » /2 ]| |[B]ly;
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il existe alors un élément GweH, tel que
(1.1.2) , (Go, h)y = (@, h)  (weH, hel,).
(est la construction bien connue de Friedrichs, exposée dans [11], N°124,
p. 327; nous en citons ici les résultats les plus importants:
(1.1.3) I6al, < (Vo)™ powr weH,
(Gu,y) = (0,6y) (2,y<H),
(Go,y) = (@, Gy)y (@, yeHy),
(L13) Go = 0=0=0.

: Ay .
Cette derniére implication entraine l'existence de 4 = @~ On sait
que

(1.1.6) ‘
A* = A, D(A) = R(G) = H,, D(A) est dense dans H; au sens de || [y,
(1.1.7) R(4) = D(G) = H.

1.2. Soif ¥(#, h) une fonctionnelle réelle, définie pour @, y < H,, linéaire
par rapport & h et vérifiant les inégalités:

(1.2.1). | ¥ (@, h)| < OpliBlly pour un certain w,eH,,
-(L22) [F(a+f, h)—P(2, h) < BIfll 1Ak,
(1.2.3) Pl(a+h, h)—P(a, h)| = alkly (o,f, heH),

a, p étant des constantes positives. Il s’ensuit que ¥(a, h) est, pour »fixé,
une fonctionnelle linéaire bornée de % il existe alors, en vertu du théoréme
de Riesz, un F(2)eH, tel que

(1.2.4) : Y(w, h) = (F(a), h)l (v, heHy).
De (1.2.2) et (1.2.3) on tire facilement:

(1.2.5) I (@)~ F (@)l < fllo—ylh,

(126) - (F(@+h)— (@), h)y > a bl

11 s’ensuit que Fl(w)gw—aﬁ““(ﬁ’(w)—yo) est une ‘contraction (pour
Yo fixé); F est alors un homéomorphisme de H, en lui-méme. Il vient
de (1.2.6) ‘

(1.2.7) 77 (w) = F o)l < @™ Hu—oly  (u, veHy).
Définissons maintenant deux opérations U et V; posons d’abord:

(12.8) UTEG'P =AP, 0:D(U)E veH, et () eR(G) = D(4)

ol 4 =@ a ét6 défini au N°1.1. On a:
(1.2.9) D(U) '=17’"1(G‘(H)) est dense dans H, (an sens de || |,).
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En effet, 6(H) est dense dans H, (voir [11], N°124) et F~ est un ho-
méomorphisme de Hy; il s’ensuit que D(U) est dense dans H,:

(1.2.10) R(U)E U(D(D)) = D(U) = D(F-@) — H,
car GeL(H, Hy) et D(F™) =H,.
Passons & la construction de V'; définissons M comme l'ensemble

des weH, pour lesquels ¥(w, h) est une fonctionnelle bornée de h ausens -
de | | Notons-le comme il suit:

(1.2.11) seM SaclH, o\ A [P(s,h) < Ol
O>0 heH; .
Si o est £ixé, la fonctionnelle v (%, -) peut done étre étendue 3 H tout entier
ypar continuité”. Il existe alors un V{z) tel que:
(1.2.12) (V(@),h) = W@, h) (ve M, heH,),
cette définition est univoque, H, étant dense dans H;
Levvm 1.2.13. Sous les conditions énoncées plus haut on a: U = V.
Démonstration. Montrons d’abord que U<V, Or, si zeD(U)
=T G(H)) et heH,, alors P(x, h) = (B (@), B)y = (6" F(a), 1) =
(U@), b} et [P(x, b)| < |G~ F (@) R}, @0t weD(T) et V() = U().
D’autre part, V admet une réciproque, car V(@) = V(y) implique,
en vertu de (1.2.12) et (1.2.3): ‘

le—yli < ™' [¥(2, a—y)—Ply, a—y)] = a~}(V () — Viy),s—y) =0.

Or, B(U) étant égal & H (en vertu de (1.2.10)), U ne peut étre prolongé
& Popération réversible V; done U =V, c.q.f.d.

1.3. Existence d'une solution. Comme ¥ (z, h) = (F(2), B); en vertu
de (1.2.4), Péquation (A) équivaut & F(#) = 0 ; mais cette dernidre a une
seule solution, car I'opération @ — af~2F(2) satisfait-a la condition de Lip-
schitz avec la constante (1—o*87%)"® < 1. Nous établirons les rapports
entre les équations #(w) = 0 et U(x) = Vi(z) = 0.

Lemme 1.3.1. 8¢ weD(U), Péquation F(x) = 0 est bquivalente & U (w)
= V() = 0.

Iin effet, pour £ D(U) on a, A’aprés (1.2.8): F(w) = 4! U(a) = GU (2)
d’ont la conclusion, puisque A= = @ est réversible, e.q.f.d.

Comme D(U)eHy(v. (1.2.9)), U(s) = 0 implique F(z) = 0; on peut
appeler la solution de F(4) = 0 solution généralisée de U(z) = 0. Dans
la plupart des applications U et A4 sont des opérations différentielles.

2. Méthodes de solution de I'équation F(z) = 0.

Bien que 'équation F(®) = 0 ait toujours une seule solution, le
probléeme de la solution effective reste ouvert. En effet, on obtient ’6lément
Z satisfaisant & F(%) = 0 comme la limite (au sens de | [;) d’une suite
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définie par récurrence: @, — arbitraire, By, = ¥y — a2 F(w,). Or, cet
algorithme est inutile dans la plupart des cas, car (%) = A7 U (%) est
impossible & calculer. Dans ce qui suit, nous établissons quelques con-
ditions suffisantes pour que la solution effective de F'(w) = 0 soit pomble
2.1. Solution immédiate de I'équation ¥(z, k) == 0 (heH,;). Soit:
@y, 0y, ... UNe suite orthonormale et compléte dans H, uu sens de (, ).
Posons: Z, = lin(ay, ..., a,) = ensemble des somines Zfia{ Alors il
existe un (seul) élément o, eZ, tel que
(2.1.1) Y(w,, h) =0 pour tout heZ,.
On a alors: |a,—F&l,—0 et F(Z) = 0. Cette méthode a été déerite dans
[4], N°2, p. 135, et suiv.
2.2. Caleul approché de F(y). Dans [3], p. 379, et suiv., on a exposé

o, méthode suivante: soient: @y, @y, ..., Byey; hy un élément de H, tel
que
(2.2.1) Ilhn——F(évn)lll< vk,  0<y<alf.

* POSODS: @,y = #,— Fhy, & = —(a—fy). Alors |m,~El,—~0 et F(%F) =

ﬁz
2.3. Méthode de Yopération ,,presque inverse”. D’aprés [5] nous
appellerons G, opération presque inverse de 4 si

(2-3-_1) [GFody —ylL < '}’”?/”17
Or, si @, est connue, on peut poser dans (2.2.1)
(2.3.2) b 2@, Uw,), i @,eD(U),
car
1, — F (@, )ll2 = [iGo U ()

avec y <1, pour tout yeD(4).

~ A7 U (@,)]l2

= G0 AAT Ul@,) — A7 U (@)l < vo A7 U@l = vollF (@) [l <  [lonlls
ol y = yo/(1— ).

La méthode a été décrite dans [3].

2.4. Les séries presque nucléaires. Soient ay, a,, ..., by, by, ... deux

suites d’éléments de H, telles que la somme infinie

®(a) £ }f‘(w, AN

=1
converge pour tout @< H, au sens de la norme || Jj. Iopération P ext done
linéaire bornée dans H,; si @ satisfait & Vinégalité

(2.4.2) 19(@) —@liyollwl,  avee  p, <1, @ely, .
on appelle la série 2.4.1 presque nucléaire (seulement dans ce travail).

(2.4.1)
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Boient: ¢ une fonctionnelle linéaire bornée dans H,, e<H, tel que
o(») = (@, €); pour tout geH,. Alors on a:

o~ Sioge

En particulier, pour ¥ et # définis aux numéros précédents, on a:

(2.4.3)

D (@, b as]), = le— @ (e)lls < ¥ lels.
=1

(2.4.4)

| 7@ — 3@, by, < volF (@)

L
On peut donc remplacer h, par 3 ¥(a, b;)a; dans (2.2.1), si y, est suffi-
samment petit. =1
Le lemme suivant permettra la construction d’une série presque
nucléaire avec le nombre y arbitrairement petit, si I'on connait une sérle
(2.4.1) avec y, < 1.
- LEMME 2.4.5. Admettons que a;, b;, D,y satisfont auw relations (2.4.1)
et (2.4.2). Posons D, £ D, D, = —DPi+20,,B, =1, B — B, ®yB, +

nt1 =
+2B,. Alors on vérific aisément par récurrence que @, = B, d, et que,
par conséquent:

00

= (@, ) B,a;.

=1

(2.4.5) D, ()

Montrons que &,, définie par (2.4.3), est une série presque nucléaire
avec la constante y = y#™. Bn effet, B, 6tant borné dans H,, la série
(2.4.5) converge en norme | [l; pour tout z<H,; de plus, on a, en vertu

de (2.4.2):
[1@y—TIlly = 18 —Ih <y, <1,
d’ot
1By —Ilh = || — B2 +20, —I],
= (B~ Dl < B, —IIF < 1B — I < 427,
c.q.f.d.

2.5. La méthode des fonctions nucléaires et presque nucléaires. Sup-
posons dans ce numéro que les éléments de H soient des fonctions réelles
définies sur un ensemble quelconque 2. Admettons la convention suivante:

pour la fonction G(&, n), (&, 7e2) on pose G(&, ) (n) 26‘(5, 7).
DirrNrrIoN. La fonction réelle G(£, 7), définie sur 2 x Q, sera appelée
Sfonction nucléaire sur H, si

(@) g(&) @& ) eH,
(b)  (9(8), 2) = a(€)

pour (e (&g (&) eH,),

2.5.
(2:5.1) weH;, £cQ.

pour


GUEST


160 ' T. Lezadski

TUne fonection nuclbaire existe si et seulenient si, pour &£, 1’expression
@ (&) est une fonctionnelle linéaire bornée de & dans H; (voir [6]).

Tout pareillement, on appelle une fonction réelle G,(&, n) fonction
presque nucléaire, si

N OB Z@(5,-) appartient & H,,
(2:5.2) (b) l’opémtion Gy, définie par: (Go@)(£) = (g(&), @), satistait
2 |G —lly < polwlly pour ey, avee y, < L.

Si la fonetion nucléaire G(&,n) (s done g(&) satisfait & (2.5.1)) est

connue, on peut exprimer Popération F(x), définie par (1.2.4), par la
formule:
(2.5.3) (F(@))(&) = (F(@), g(5) = Yo, (§).
D’une fagon analogue, si les fonctions Gy (&, #) et g, (&), satistaisant 2.5.2,
sont données, l'élément %, défini- par la formule: k() = ¥(s, go(f)),
satisfait &
(2.5.4)

o~ T (@)l < 7o |l F (@)l

En effet, on a, d’wpws (2.5.2) et (1.2.4):
‘ hié) = W(my go(f)) = (1”(-’”)7 go(f))l

done b = G, T'(x); on obtient (2.5.4) de (2.5.2)(b) en y remplagant @, par
F(az). On peut alors substituer h au lieu de h, dans (2.2.1), si p, est suffi-
samment petit; en rapport avec ce que nous venons de dire, nous allons
démontrer le .

LevMe 2.5.5. Soit go(&) une fonction absiraite satisfaisant & (2.5.2) (b);
supposons que Dopération correspondante G, soit symétrique dams H, (aw
sens de ( , );). Posons: ‘

= (GOF("”))(E)’

By =1, B, = —B,0,B,-2B,,
Alors on @
(2.5.6) 1Goo—aly < 9" olly,  powr  wek,.

Démonstration. Les opérations B, sont bornées symétriques
comme polyndmes en Popération bornée symétrique Gy; pour la méme
raison elles sont permutables avec Go. On a

(G,®) (gw )1 = (Bnﬂo(f ) (90
n = B, G,.

nm)l = (GOBnm)(E)i
done G, =@,

icm
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Par suite on a, conformément 3 Ia définition de B,:

“G»/H—l'_IHI = “Bn+1Go_I”1 = H“B G B Gn+9B Go_1”1
= [(BpGo—I)*l < B, Go— Il < |ByGo—IIE" = (16— I|E™
<P, cqta

3. Applications aux équations différentielles ordinaires avec des con-
ditions aux limites.
1

3.1. Définitions et hypothéses. Posons: H — Ly, (2, 9) = [o(t)y()dt.
Soit p(f) une fonction continue non négative telle que 0 :
1
dt
(3.1.1) w L | <+
PI0)

Définissons un sous-ensemble de H:

d
{3.1.2) Définition: ze uE zeC?, p(t)—d;m(#)eOl et #(0) =x(1) =0

(M est évidemment dense dans H = L3, ,,).
Posons pour @, ye M:

(3.1.3)

1
(@90 = [pHeMIO,  dyo@) = ——(p9), o} = (@, @)
. 0
I est évide;it que || [l, est une norme. et que 4, est symétrique sur I,

car (Am,y) = (w,y); = (v, Ay) pour @, ye M. Nous allons montrer que:

(3.1.4) . lolf = C~ol*  (we M).

En effet, on a:

o) = lo(t)~

<{foaf
0

c.q.f.d.
En vertu de la théorie de K. Friedrichs existent: 1’espace H,
complément de M en norme || ||;, et le prolongement auto-adjoint A de Ao

t {
)J<0f o< o= L Vs s

1 1
{f Mds}”z =VOlak, @ou It = [ lo()Pat< Ol
0 0
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Déduisons la formule pour A4;'; posons:

t
- da K(t,s), 0<s<t
15) K = [ —, Ey(t,s) = ’
(315) E(t ) pr(a) o) =1, berss
K,(t, ) =%K<t, 0 E(L,s), Gt,s) = —Iy(i, 5)-+Ky(t, 5),
1
(3.1.6) (Gy)(5) = [ G (t,8)y(s)ds.

0
Alors on a, pour y, heCy y;
(317) (a) GyeM =D(4,), (b) (Gy,h)y=(y,h)

Démonstration. Posons @ = @y, cest-a-dire

() = fG(t, 5)ds = —sz 8)y (s )ds-;»—-f]f (L, ) (2, 0)y(s)ds
0 . i ’
lAlorﬁ, comme W (¢, 8) =W et K(1,0) =0, on a:

13 1
d 1 ‘ 1
—ﬁw(t) :W[— fy(s)ds—]— —G—ofK(l,s)y(s)ds], dolt  paelt,

et s M, puisque ¢(0) = @(1) = 0. De plus, on a:

(@, B)y =fpwhdt f[——fiy(s)ds—l—%fl((l,s)y(s)ds]ibdt

0

1 p t 1 1
f%[fy(s)ds—ﬁfK(l,s)y(s)ds] h{t)de
0 0 0

1

[vwnmi =, n,

0
car h(0) = k(1) =0, c.q.t.d.

3.2. Définition de la fonctionnelle ¥(w, 1). Soient: f(s)
réelle, aeH; supporons feO ef

(3.2.1) 0<a<f(s)<p,

ot enfin posons pour @, he M:

i

It

une fonction

a, f btant des constantes,

(3.2.2) ¥,(z,h) f[f 1059 HRA],  Pla,h) = Yo(w, b)+(a, h).

(?/60(0‘1), he M).
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Nous établirons les inégalités:

(3.2.3) [P(a+g, b)—P(z, b)) < Blgll 1],

(3.2.4) Y(o+h, b)—¥(z, h) = albl} (g, he M).
En effet, on a, en vertu de (3.2.1), pour g, he M:

1
1P (@9, ) =¥ (@, W) < [ |f(pi+pg, t)—f(pa, 1)] b dt

1

' . ! — ) 2 ; s 1jz
< [Blogl-hias = g [ Vo glVohias<p| [ tpgra™ | [ pra]’

0 1] 0 ] i
= Bllgl 17y -

D’une facon analogue:

1

lath, =¥, ) = [ %[f(pﬂb—l-ﬂb) ~fp) s> a [ %(ph)zdt

= allhlf,
c.g.f.d. i
La théorie générale assure 'existence du prolongement de ¥, défini
sur H, tout entier, et d’un élément weH,; tel que (A): ¥(u, h) = 0 pour
tout heH,. La dernidre équation équivaut &: F(z) =0 ou (F(x),h),
= ¥(#, h) (v. (1.2.4)). Nous déduirons maintenant une méthode effective
pour la solution de (A).

3.3. Formule directe pour opération . En conservant les notations.
de 3.1 posons:

1 1 ‘ .
(3.3.1) (Fola))(t) & & 55 o s x,0)
0

flp(s)a(s', s))ds —

et montrons que:

(8.8.2) (Fo(@), 1)y = Py(a, k)  (pour @, he M).

En effet, en désignant le second membre de (3.3.1) par 2(¢), pn obtient

pour @e M:

f Hpt, s = =, =i,
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Alors on a: pé = f(p,t)—CyeCt; de plus, on vérifie facilement que

2(0) = 2(1) = 0. Récapitulant, on a donec z< M et, pour he M:
1 1
(2, By = [ pshdt = [ (f(pi, )~ —Co)hdt = ffm t)hdt
] 0
= yy(x, b), c.qid

On tire de (3.2.2) et (3.1.5), (3.1.6) et (3.1.7):

(F(®), B), = P(z, h) = Pylw, )+ (a, h) = (Fo(@), h)s -+ (Ga, h)y,
d’ott F(x) = F,(2)-+Ga. Nous avons montré en méme temps que
(3.3.3) F(w)eM ® 2e¢M. P
Par conséquent, pour résoudre I'équation (A) (ou bien, ce qui est le méme,

F(x) = 0) il suffif de poser:

@oe M, ‘—(Fo( @,) +Ga) = w,,——;iﬁ’(wn);

Bppy = Tp— ﬁg

Popération T—(a/f)F étant une contraction (avecle coefficient (L—a?/%)42),
il existe un élément ueH, tel que |v,—u|- 0 et F(u) = 0, c.q.f.d.

4. Application aux équations elliptiques quasi-linéaires.

4.1. Notations, définitions et hypothéses. Soient:
suites & = (&, &, ...

m
fon =2§z‘771‘:
: i=1

£ un sous-ensemble de R™, simplement connexe et borné, dont le bord
8 = 00 satizfait aux conditions de Lapounoff (voir p. e\: [10], p. 42).

DEFINITION 4.1.2. H = L%, )[m gag (ae s agde,.. - @Ep,)-

(par usO,, on entend ici

R™ Vespace des
s &)y Ere R, aivec le produit scalaire

(4.1.1) [§1* = (&, &),

DEFINITION 4.1.3. e M-=>ueG,,, S =

que % admet des dérivées partielles jusqu’a ordre &, uniformément con-

tinues sur Q).
® m

32 g, g

DEFINITION 4.1.4. (4, v);= | graduo gradvdé ==
! f [ ) déi 051

= (U, u).

Il est évident que [, est une norme sur M et que M ost dense dans
H(v. [7],§16, p. 71, Théoréme 3), maiy I n’est pas complet au sens
de || |l;- Pour compléter M (en { [,) de sorte que le complément H, de
M soit un sous-ensemble de H, nous appliquerons la théorie de Friedrichs
([11], N°124, p. 327, et suiv.). Posons:
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DEFINITION 4.1.5. 4,4 = — Au,
m
62
(dou)(§) = —Z———? pour we M.
=1 0¢i

A, est symétrique sur M, car (A,u,v) = (4, v), (pour %, ve M); de

plus, en vertu de l'inégalité bien connue de Friedrichs:

(4.1.6) [ulf = [lgradu(§)as >y [|u(@)Pas = ylul®  (wel)
. ] 2
{la constante y étant convenablement choisie).

A, est positivement définie. Les hypotheses du théoréme de Friedrichs
&tant ainsi vérifiées, il en résulte qu’il existe un sous-ensemble H, = H,
le complément de M au sens de | [, et le prolongement 4 de 4,, auto-
adjoint et tel que

(4.1.7) M<eD4)=H, cH.

M est dense dans H, au sens de | |l;. Notons encore 'inégalité connue
de Sobolev ([7], §22):

(418) [ (&)Pas < Oy [u@rde+ [ lgradu
s 2 Q
¢ (4.1.8) et (4.1.6) on tire:
(4.1.9)

HIPaE]  (we).

J1u(9)Pas < Collul}  (ue ).
S

4.2. Définition de la fonctionnelle ¥(u, h). Soient: a;(f1,1,, ...y 1y, &)

(i =1,2,...,m), des fonctions de classe (', ;e R', £e¢Q; posons:
H
da; .
(4.2.1) : “"’“za—t; (6,6 =1,2,...,m).

Supposons qu'il existe des constantes a, 8, positives et telles que:

(4.2.2) ’ ays; 9,# /32 8 Z 75,
J=v1 i=1 Je=al
{4.2.3) V G885 > aZs (85 7;€R).
M=1 i=1

Soit enfin aeH = L%; posons:
DAFINITION 4.2.4.
m

By = [ Y agug, ...

2 q=l

P(u, b) = Py(u, h)+(a, b).

y Ug E)heidé:?
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Montrons que ¥ vérifie (1.2.2) et (1.2.3); en effet, on a d’abord

W(wf, B)—P(u, h) = y(u+f, by —Fy(u, h) j -0-—1,)0 u+if, k)
ou E)f O af oh
- ffZ ( e ’asm agm’ 'E) 0E, - dide

il

F XA (ow | of )Of oh
f Ay F |
!J‘dJ i%ya“c(af'l }~ aE] af}n 05.,- E’

d’oll, en vertu de (4.2.2), on obtient pour u,f, he M:

W (u, h)] g!lg[ of 2]1/2[§;

o0&,
en vertu de l'inégalité de Schwarz.
La démonstration de (1.2.3) est analogue et s’appuie sur (4.2.3).
11 existe done (v. N°1) un (et un seul) weH, tel que ¥(u, k) = 0 pour
tout heH,;.

4.3. Rapports entre (4): ¥(u, h) = 0 et les équations différentielles,
THREORBME 4.3.1. Admettons que weIl, ot

on P
0¢;

12
F(u+f,h) ] a&<< BlIflly- ikl

@ P(u, h) = (heHy)
et supposons que weC%. Posons, pour abréger:
en ou ou X
(]J) Wy =a¢(-b—é:.,...,‘5£—;, f) (le,Z,...,m),
(i) W= (W, Way +rey W)
Alors on a:
m .
- i o 0 on ou
(iv) divw+e *;‘@ai ("55—1—7 g E) +a(§) =0 (£eQ),
(v) w(f) =0 (£e8).

Démonstration. Remarquons d’abord que les conditions weH, et
ueCh entrainent, en vertu de (4.1.8) et (4.1.6), que u(&) = 0 pour &S
(voir- d’ailleurs [7]). En effet. posons pour @e0%: (@) SLgf(oa(f))zdﬁ;

8

go étant quadratique est continue en vertu de (4.1.9): go(a) < 0, e|} — sur
CLnH, au sens de | |,,. Puisque, par Ia définition de M, g,(2) = 0 pour
@e M, on a aussi go(®) = 0 pour weiNH, — M bétant dense dans H,
(au sens de | [1), d’olt résulte la conclusion (v).

icm
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Par hypothése on a:

(a) 0= W(u,h) = Py(u, h)+(a, b)= f[zw —[—a,h] ae
- f[—divﬁ+a]hd§+f (% -») hdd
Q 8
{» désignant le verseur extérieur normal & S).
Mais k(&) = 0 pour £e8, d’ol:
{b) [(—divw+a)hdé =0 pour hed,,

Q2
ce qu’on peut éerive: (
H, est dense dans H.

—~divﬁ~|—a, h) =0 pour heH,, d’olt (iv), puisque
m
) @yltyy - Z e (§) Ty

ol les ay, satisfont & (4.2.2) et (4.2.3). Alors I'équation ¥(u, h) = 0 (heHy)
entraine comme conséquence:

4.4. Le cas linéaire. Pogons dans (4.24) a

!tms

o R, T Ou
(4a1) (a) 575,@“”‘(5)52,7“(5):0 (£cQ),
(B w(® =0 (£e8).

Remarquons que nous ne SUPPOSONS DPas dy, = Ay, c& qu'on faib
d’habitude.

5. Le probléme quasi-linéaire de Neumann.

5.1. Définitions et hypothéses. Conservant pour les symboles: E™,
gon, 2, 8, L%, (u,v) les méries significations qu'an N°4, définissons
encore quelques ensembles.

DErINITION 5.1.1. ueIIfiueL%, et fu(&)dE = 0, en abrégé (u,1) = 0.
Q

DEFINITION 5.1.2. ©we M < 1eC% eb (u,1) =

0
DEPINITION 5.1.3. we My <> ue M eb l |§ = 0.

DEFINITION §.1.4. %e My« uelf et \/fte\ d].st(f S)< O=u(f)=0

(% $’annule wur une certaine bande ﬂontu\xe)
DEFINITION 5.1.5. e My <> ue M, ot (u,1) = 0.
On a évidemment: M, = M, < MeH.
Imvms 5.1.6. L'ensemble M, est dense dans H.
Démonstration. Soit z,eH, cest-d-dire zyely et “fmo(E)olé =0,

et soit &> 0. Il existe évidemment (voir [7], §16) une fonction ae¢ M,
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telle que (a,1) > 0. Comme M, est dense dans L, il existe un w,e M,
tel que:

(@) g — ] < & = [1 +Vmeﬁ Q) lali(a, 1)1 .
Puisque (@,,1) =0, on a:
(g, 1)] == |8y — 9, 1)] < [|m1~mD|J(Incs(Q))”2 « al(mes(.Q))m.

Posons: &, = @, — (@, 1)(a, 1) a. Alors on a: @pe My ot (a,,1) =0,
done @,¢ M,. On voit facilement que

< [1+Vmes(2): lel(a, 1) ] 6 =&, c.q.id.
CoroLLAIRE. Les ensemblos M0 ot M sont demses dams H.
Notons encore linégalité de Poincaré:

J@rae<o,{ [u@ael+ [lgradu(e)rag).
Q Q2 2

62 — o)) <

(5.1.7)

. 5.2. Définition et propriétés de D’espace H,.
(v.(5.1.2)):
(5.2.1)

Posons pour w,ve M

(u, 0, E fgradu(f) gradv(E)dE,  Jull] = (u, ).
Q2

En vertu de 5.1.7 (qu'on peut éerire: |[ulf < C,[(%, 1)*+ flulf]):
(5.2.2) flulf < Cyllullf  (pour we M)

c’est-a~dire que [u|, est une norme dans M. Posons:

(5.2.3) A E — Ay pour  me My (D(do) = My).

Comme (A,u,v) = (u, v), pour %, ve My,~4, est symétrique et, en vertu
de (5.2.2), positivement définie. Il existe donc ([4], N°124) un ensemble
H, < H, complet au sens de || |, et tel que M, est dense dans F, (au sens
de || la)-

Levym 5.2.4. L'ensemble M, est dense dams M au sens de lo novme
Démonstration. Soit H, le complément de M en.norme | |y, et
supposons que M, ne soit pas dense dans M au sens de | ||y Alors il
existe un wge M tel que wuy¢H, = la fermeture de M, dans M, (au sens
de || fla). Soit w, la projection de u, sur Hy, dans M, c’est-d-dire que
u, e H, et

(@) (wg—uy, b)y = 0  pour heM,.

. oh
Mais on a: (4, ), = —-jquhdg, car uye 0% et > [§ = 0. Dautre part,

en vertu de la th(‘orle générale de Friedrichs (v, [11], N®124) on a:
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(tgy B)y = (g, Aoh) = (uq, — 4N), car w,eH; et he M, = D(4,). Réca-
pitulant, on a: 0 = (#y—u, h); = (wg—uy, — Ah) pour he M,. Mais les
fonctions de la forme Ah, ol he M,, forment un ensemble dense dans

R oh
H (v.[10]), car Péquation Ah = f, e |8 =0, admet une solution pour
v

toute fonction fe0F telle que [fd& = 0, c’est-a-dire pour toute fonction
] :

de lensemble M, (5.1.5), qui est dense dans H. Nous aboutissons ainsi
& Iéquation: uy—u, = 0, en contradiction avec I’hypothése. Par congé-
quent M, est dense dans M en norme || |, c.q.f.d.

Du lemme 5.2.4 on tire comme conclusion immédiate:

(5.2.5) Mc H,.

Notons encore l'inégalité suivante, qui est une conséquence de (4.1.8)
et (5.2.2):
(5.2.6) pour weM,, ol

[ lu(#)pas < O ful? 05 = 04(0,+1).
s

5.3. Définition de la fonctionnelle ¥(u, h) et propriétés de la solution
de I'équation: Y(u,h) = 0 (heH,;). Solent: ael?, bel? telles que

(5.3.1) - Ja®ae+ foEas =o.
. Q s

Posons, pour u, he My:

(5.3.2) W(u, h) = Py(u, h)+p(h)+yp(h),

o ¥, est définie par (4.2.4) et

(5.3.3) fa fas, ph)E [o(ensas
S

De (5.2.1) et (5.2.6) il résulte que ¢ et y sont linéaires et borndes dans.
H,y; d’aprés le N° 4.2 o, vérifie (1.2.2) et (1.2.3), de sorte que ¢ satisfait
aussi & ces inégalités. Bn désignant par le méme symbole (u, ) le pro-
longement continu de v, (qui est unique, en vertu de (1.2.2)), on déduit
de la théorie générale qu’il existe un seul élément ueH, tel que:

(5.3.4) !If(u; k) =0 pour tout heH,.

Y

ThorEME 5.3.5. Supposons que weH, satisfasse &
comme dans (4.3.1):

(5.3.4) et posons,

. Ou du .
(i) Wy = 1(’5?1'7"'755__1“75 (%:1,2,...,'”4,).
(i) W = (Wy, Wg, .-y W) -
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Alors oﬁ ‘o .

(i) —~divw(é)+a(é) =0 (EeQ),
(iv) Dlwgcos(v, £)+D(E) =0 (£eB).

=1

Démonstration. D'aprés (5.3.4) et la définition de y(u, k) on a:

(@) f[_div%Jra]hdH .{[Zbovv-lv-b)hdf
g

2

f d& + fahdf \ fb/um = p(w, B) =0

pour tout heH,, en particulier pour he M,, d’ou:

{b) f[—di"@—f- olhdf =0 pour. heM,,
Q

car h(&) = 0 pour he M, eti 8. Par conséquent, comme w; est de classe
05 et a L%, le premier membre de (b) représente une fonctionnelle lindaire
bornée par rapport & heH; (b) reste donc en vigueur aussi pour heH.
De 1 et de (a) on tire: : '

(¢) [ [wov+b]hds = (heH,)
§ : .

en particulier pour tout he M = H,. Mais toute fonction g définic eb
continue sur § peut 8tre représentée sous la forme: k18, ot he M; il en
découle (iv) (en vertu du lemme fondamental du caleul des var m,tlons)

Revenons & (b) et montrons que y, Ediv&;—l—aeﬂ, clest-d-dire
{¥0,1) = 0. En vertu de (iv) (que nous venons de démontrer) et de (5.3.1)
nous avons: '

{(d) fdlvwdf

fwovds —fdem fads,

Qo (y,,1) = f(dlvw a)dé = 0. Par conséquent, en vertu de (b):

—Aiviw+a = 0 puisque M, est dense dans I, c.q.f.d,

6. Application 3 la théorie non linéaire de 'élasticité.

6.1. Définitions et notations. Soient: £ un sous-ensemblo gimplement
connexe, ouvert et borné de R, § = 002 Ia frontidre do 02, satistaisant
aux conditions de Lapounoff. bmt H Vensemble des suites w == (uy, g, Us)
telles que chaque w;eI%. Posons:

fu( Eov(&)dE = qu

Q ==l

(6.1.1) (%, v) =
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Pour %, ve0% posons:

Ou, 6u,c

(74-‘,0 0¢;
Tie(%) = 2pey () + A5(u) by,

ol 4, u sont certaines constantes positives (coefficients de Lamsé). Posons
ensuite:

(6.1.4)

(6.1.2) &y w%( div(u),

(6.1.3)

), i k=1,2,8, &uZ

ey (u)
On vérifie facilement que:

—%&(u) dy.

= &;(u)

3

. 3 3
(6.15) Y oylwes0) = 3 oyo)eyu) —2u 3 ey (u)eg(o)+
Byf=1 4,j=1 4j=1
+Kdiv(u)-div(v), EZi+3u.

Définissons encore certaines opérations différentielles:

(6.1.6)  o;(u) = (0'1:,1('“')’ 0;2(1), Ui,a(u))a 1=1,2,3; ue(y, E¢Q,
(6.1.7) du =0Lyp — (V15 03, %5), @ = divo;(u), i=1,2,3,
(6.1.8) t; ()= oy(w)ov _Z u)Cos (v, &)  (£eR),

1=l
(6.1.9) () = (t(w), ta(w), t5(w),

ol »(£) désigne le verseur normal extérieur & § au point £eS.

6.2. Inégalités et identités fondamentales. Pour %, e 0* on a I’identité
suivante de Betti: .

(6.2.1) [ Za;,( ) ey (V) dE = — chhva () v, de,hi—fz [o;(u) o w]v;d8.
2 4i=1

i=1 =1

Bn effet, en vertu de l'identité évidente Oip = Opg, OL 82

[Eaﬁ(u)sﬁ(v)df = f%j

& g & 4=

fi’aﬁ(u)%ds = fzadi(u)ograduidé
— [Zdlv(o-, (), A&+ fZ(a (u) ov)w,d8,

=]

I
I

I

c.q.f.d.
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Supposons maintenant que § soit formée de trois parties disjointes
mesurables: § = 8;US;US; et que mes(S;) > 0. Définissons ensuite
l’ensemble M < H comme il suit:

DEFINITION 6.2.2. ue M<sue0h et (a) u(&) = 0 (£e8,), (b) t(u) =0
(E¢8y), (0) %, (£) = 0 et t(u)g = 0 (£€8y), olt a, (resp. ag) désigne la com-
posante du vecteur o normale (resp. tangente) & 8 et t(u) a éié définie
par (6.1.9). Posons pour u, ve M:

3
DAFINITION 6.2.3. (%, ), = wg‘“z,‘leﬁ(u) ey(v) &,

(wy )y = T [ div(w)div(0)dé (ob & = A+3u).
@2

On voit facilement que:

3
(6.2.4) (s V)t (y 0)p = [ D) o(u)eg(v)d§ = (1, 0);.
Q 1,5m1
La formule (6.2.1) prend alors la forme (v. (6.1.7) et (6.1.9)):
(6.2.5) (0, 0)y = (Au, 0)+ [H(w)ovdS (u,ve0%h),
8

d’olt I’on obtient immédiatement:
(6.2.6) (Au, v) = (u,v); (u,velM)

puisque f(#)ov =0 sur § pour u,ve M. L'opération 4 est done symé-
trique sur M. Pour montrer qu’elle est aussi positivement définie, reman-
quons que pour we M Pinégalité suivante de Korn a lieu ([7], § 43):

3 2 0wy
®27)  ful = f Z]ui(g)lﬂdfé 0, D(u) = f Z‘(-a%)df
Q@ dg=1

Q2 i=1

3
<0, [ D loglu)2as < Oyl

Q2 4,j=1
(O, étant des constantes). Notons encore l'inégalité (6.2.8), qui découle
facilement de celle de Sobolev ([7], § 22):

3
(628)  [llras = [ ) ml&)Pas < 0000 < ol
8 8

de==]
ou 05, C; sont des nombres constants.

6.3. Théorie non linéaire de D’élasticité — la fonctiomnelle ¥ (u, h)
du travail virtuel. Soient m(s), %(s) deux fonctions réelles, définies pour
s> 0 et vérifiant les indgalités suivantes:

(6.3.1) (a) 0<2m'(s)|s+m(s) < 2Bu; (D) —2im/(s)|s-+m(s) > 2ap,
(6.3.2) (a) 0<2[K(s)|s+h(s)<BE: (b) —2[k'(s)|s-+k(s) > aK
ot K = A+%p et A, u sont des constantes donndes.
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Posons pour %, he M:

; 3 3
DEFINITION 6.3.3. ¥,(u, h) = 2 Df m(i,jé‘l(eﬁ(u))z) 2’1 ()6, (B) AE.

i k=
DEFINITION 6.3.4. ¥y (u, h) = Qfk((div(u))z)div(u)-div(w) de.

Nous allons démontrer les inégalités suivantes:

(6.3.5) [Fo(wtf, ) — ¥, (u, b)| < Bflla: 1l
(6.3.6) P (ut by B)— ¥y, ) > a2,
(6.3.7) [Py (w5, b)— ¥y (u, b)| < Bl 1k,
(6.3.8) Wy (0t by B)— Py (i, 1) 3 .

Admettons, pour abréger, les notations snivantes:

d=

e(u) = ij(u): i:j =1,2, 3; e(u)oe('l’) =‘
(6.3.9) b=

le(w)* = e(u)oe(u) = 23] [ (w)]2.

1,j=1

ey (u) ey (v),

-

Nous avons alors:

. 1
Pl £, ) =Ty, 1) = [, etf, By
1 [ )
)
=0fJa-{zm(|e(u)+ze(f)12)-[e(u)+te(f)103(h)}d§dt
1

= [ [ t4m letw) +t6 (1)) Lo + tor) 10 e(1) o) +te( ] 0000 4

0 Q2
+2m(le(u)+ie(f)]2)e(f)oe(h)}d§dt,
d’ot, en appliquant 'inégalité de Schwarz au produit scalaire ¢

et linégalité (6.3.1.)(a), ol I’on gubstitue le(u) +te(f)|2 o)

pour s, on obtient :
X )

Palu+f, ) ~¥(u/m)< 2 [ Df {[2m (16 (w) +te (£)1%) | e(u) -+t (1))2 +

0
1 +m(le(w)+te (1Y) e(w)] - le ()]} asas
.< 2] [le(hI-lem)|agas < 24 Jiehipac ™ [rewmyeac™
= Blflalifl,7 '
L'inégalité (6.3.5) est ainsi démontrée. Pour démontrer (6.3.6), (6.3.7)

et (6.3.8), on procdde de fagon analogue, en &
653 ) i gue, appuyant sur (6.3.1) (b),

173
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Initi . Solent a(&) (4¢) et b(£) (£e8)
Passons & la définition de ¥(u, h) Sqen 3
des champs vectoriels tels que: nf]a(&)lzdé< + oo, Sf|b(£)|2d8< 0.

Posons: ,

(6.3.10) Mm:faawwm5=!z%wmﬁma
3

(6.3.11) W) = [ b(Eoh(@)ag = [ D bi(&)h(&)ds,
8 £ de=l

(6.3.12) Plu, ) L W, )+ Py (4, h)+g(h) +p(h).

La formule (6.3.12) représente ce gu’on appelle le tx'g'vall wm?uel
des forces élastiques (le long du déplajceme;ut v1rt1101), ei“:i;ec’mé~ sur lte
corps £ qui se trouve dans Pétat de déformation &t (). ‘Plus fzxaetem’en )
W, (u, b) (vesp. Py(u, h)) est-le travail de déform&tlgn Qe _la. Io-r,me g;.efl;p.
du volume) effectué sur le corps 2; ¢(h) (vesp. w(h)) fsst__le travai 1es'
forces extérieures du volume (p.ex. la force. de g.rav%leon),‘fr(‘asp. ; es
forces superticielles. Enfin, [e(u)|? est appelé 1nt.en51té de 12\,‘ dél’mma‘{m.c;x;
de la forme. D’autre part, on sait par la théorie gépémle, de élastici :
quiun vecteur de déplacement u décrit 1'état d’équilibre d’un corps Qs
et seulement §i lo travail virtuel total ¥ (u,h) est n}ll pour tout dt?pl%e-
ment admissible (virtuel) , c'est-d-dive si I’équation (A): ¥(u, h) =0
! he]%els formules (6.3.12), (6.3.3) et (6.3.4) il Jressort_ immédml&ement
que la différence entre la théorie non linéaire, exposé‘e -clans ce N°, et la;“
théorie linéaire classique consiste en ce que les coefficients }".70 ont été
remplacés par certaines fonctions de I’intensité de déformation de la

forme ( f:(%(u))z) ou du volume ((div(u))z) respectivement.

Passons & la solution de I'équation (A);
Nous avons d’abord: .

2 (-t f, 1) =P (u, )|
(U, B) =Pty W)+ 1P, (6, B)—Fy (s, )]
< BUFNa Lo 1F1 Ill) < BTIFIE+ IFIRTE- LIRS -+ WRIET™ = 81 fl Il

en vertu de (6.3.5) et (6.3.7). D’une fagon analogue (en s’appuyant sur
(6.3.6) et (6.3.8)) on obtient:

W+ hy by —P(u, b) = Py(u-thy B) =P, (w0, h)+ Ty (u+ b, h) — Py (u, h)
= al B+ IPIE] = allblf.

D’autre part, ¢ et y sont, en vertu de (6.2.8) et (6.2.7), des fonctiom:_tellefs
lindairves bornéey sur M au sens de || |;; la fonctionnelle ¥(u, h) satisfaib
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done aux inégalités fondamentales (1.2.1)~(1.2.8) et peut étre prolongée
a tout l'espace H,, de sorte que (1.2.1)~(1.2.3) restent en vigueur. En
vertu de la théorie générale (N°1) il existe un seul élément ueHy tel que
¥ (w, k) = 0 pour tout heH,, est-d-dire que % est le point cherché d’équili-
bre élastique, c.q.f.d.
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