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STUDIA MATHEMATICA, T. LIX. (1976)

Quelques inégalités concernant les martingales
par

D. LEPINGLE (Orléans)

Résumé. La rochoreho des inégalités de distribution entre opérateurs de martin-
galos a permis & Burkholder et Gundy d’obtenir de nombreuses inégalités intégrales
entre ces opérateurs (voir notamment [3]). On tire parti de cette méthode pour ap-
profondir les résultats connus concernant les relations entre:

— un processus croissant prévisible et son potentiel;

— la valeur maximale d’une martingale et sa “fonction ditse”;

— deux opérateurs maximaux g’introduisant naturellement dans I’étude des
martingales & valeurs dans I" (0 <7< o).

" Qutre l'intdret propre de ces inégalités de distribution, les inégalités intégrales
qui en sont la conséquence améliorent bien souvent celles de Garsia [6] et de Stein [11].

Plan. Aprés avoir rappelé en (1) les principaux outils de la théorie, nous mon-
trons en (2) une inégalité de distribution entre un processus croissant prévisible et
la valeur maximale de son potentiel. En (3), nous étudions diverses propriétés de
deux processus croissants associés & une martingale de L?, retrouvant notamment
les résultats de Brown [2] et d’autres théordmes sur les espaces de Banach de mar-
tingales. On s’intéresse dans (4) & une inégalité de distribution entre la fonction
maximale et la fonction didse de Fefferman-Stein [5]. Enfin, en (5), I'adaptation
de la décomposition de Davis & des martingales vectorielles permet de montrer 1’analo-
gue probabiliste d’une inégalité obtenue par A. Bonami [1] dont par ailleurs les
multiples remarques ot suggestions ont jous un réle capital dans1’élaboration du présent
travail.

(1) Généralités. On se donne un espace probabilisé (2, &, P) muni
d’une suite croigsante (%,, n = 0) de sous-tribus de &. 8i f = (f,, n > 0)
est une martingale uniformément intégrable, on note f,, la variable alé-
atoire mesurable pour la tribu A, = V(%,, n > 0), telle que f, tende
vers f,, p.s. et dans I* lorsque n tend vers Pinfini. On note ¥, ’opérateur
Lespérance conditionnelle par rapport & la tribu 4, (0 < n < o), eb de
méme #, Popérateur correxpondant & la tribu 4, ot u est un temps d’arrét
de (#,) non néeessairement fini.

Ce quon appelle ici un opérateur de martingales est simplement une
application qui & toute martingale f = (f,) associe une variable aléatoire
positive, finie ou infinie. Voici les opérateurs gque nous allons étudier:

I == s {Iful; 2 0} ,
F = sup {By[|fm —Fnalls m =121},
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$P(f) = O B [ife=fual”] 0L 0<p < oo,

k=1

@(f) =sup{B,| Y 1fi—foal’]; n>0 ot 0<p< oo,

k=n-1

() = D Ballfe P — feal’] 0% 1<p < oo,

F=1

On dit qu’une fonction @ sur B est & croissance lente si & est crois-
sante, continue, nulle en 0, et telle que

D (at)
r ®()
Remarquons que la convexité de @ n’est pas exigée. Le lemme suivant,
utilisé par Burkholder en [3], va étre d’une utilité constante.
Levwe 1. Soient X et ¥ deus variables aléatoires positives telles que

pour au moins un f>1 et pour tout & >0, il ewiste ¢(B, 8) tendant vers
0 lorsque 6 tend vers 0 et vérifiant pour tout A > 0

P(X>ph, T< 64y < e(f, O)P(X > 2).

Alors, pour toute fonction @ & croissance lente, il ewiste une constanie
c. positive telle que

< oo pour un a>1.

B[PoX]< cB[PoY].

D’une maniére générale, nous allons rencontrer de nombreuses iné-
galités de ce type, avec des constantes ¢ qu'on ne cherche pas & expliciter
et qui pourront varier de ligne en ligne au.cours d’un méme calcul.
A Tinverse, il est toujours intéressant d’améliorer la fonction &(B, d).
Par exemple, si s(8, 8) = §/(f—1), on peut en déduire:

— en faisant tendre § vers infini, que X < oo p.5. & olt ¥ < cop.s.;
— en prenant A =1+%, d=1le'p (o ¢ >e), que H[X*]

’

< P ¢ PP B[Y*], done qu'il existe a > 0 tel que expaXell si Yel™

Mais si ¢(8, 0) = 016XP("£“‘“
. Gy 0

obtenons mieux: expAX est intégrable sur tout ensemble ot ¥ < 6 dos
que 1 <l/e,é.

Voiei maintenant un autre lemme utilisé par Burkholder. Toub
d’abord, si f est une martingale et v un temps d’arrdt, notons f* la mar-
tingale f arrétée au temps v. Rappelons aussi qu'un procesyus croissant
adapté (4,,n = 0) est dit prévisible si Ay, o8t Z,-mesurable pour tout
%2> 0; on pose alors A, =lim4, p.s. lorsque % tends verpinfini,

), alors, par intégration en g, nous

[
Im Quelques indgalités concernant les martingales 65
Luvume 2. Soient U ef V deusw opératours de martingales tels que:

(a) pour :tout,e martingale f et tout couple (v, ') de temps d’arrét, on
ait U(f7) = U(f*) et V(f) = V(f*) sur Pensemble {r =1}

(b) pour toute martingale f, (V( My 0< < o) soit un processus
croissant prévisible, nul pour n = 0.

Supposons quil existe une constante a telle que pour loute martingale f,
BLU(f)1< aB[V ()]
Alors, pour toute fonction ® & croissance lente et concave,
BPoUNI< (a+1) B[P0V (f)].
(2) Potentiels et processus croissants. Neveu en [10] et Garsia en
[6] on montré le résultat suivant:

PROPOSITION 1. Soit (4, n > 0) un processus croissant prévisible nul
pour n = 0. 8l existe une variable aléatoire positive Y telle que pour tout
nz0,

'En [-A-oc —An] < En [Y]’

alors, pour toute fonction D conveme & croissance lente, il emiste une constamte
¢ ne dépendant que de P telle que

A[PoA < cE[DPoY].

De plus, Meyer [9] et Garsia [6] ont prouvé que si le potentiel
Zy = By[Ay—A,] est borné par une constante M uniformément en n,
alors pour tout A< 1/M,exp{ld,} est intégrable. On va approfondir
ces deux résultats au moyen d'une inégalité de distribution, aprés avoir
posé .

7* = $up {Zp; 0> 0} = sup{B,[Ae—4,]; 03> 0}

TumoriEME 1. Soit (4,, n > 0) un processus croissant prévisible nul
en 0, de potentiel (Z,). Alors, pour tous f>1, 6>0, A>0 et g> 1,
; * o @ B—1
P(Ay> ph, Z° < )< =) exp ———B— P(de>1).

De plus, pour towte fonction G & croissance lente, il ewiste une constante
¢ ne dépendant que de P lelle que

B[Pod,] < cB[PoZ™]
Preuve. Pogons
u =inf{n>=0: 4,.,> i},
=0: Z,> 01},
B, = A, pour tout » > 0.

v =inf{n

b ~ Studia Mathematica LIX.1
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Le processus croissant prévisible (B,,n 2 0) est de potentiel bornd.
En effet,

En[Boo”'Bn] = En[l(w’ < T)(-Az"‘An)]
<1< ) B, [Ay—A,] < 04

On en déduit (voir [6], p. 66) que

B, [exp (E'Z—gfg )] < —Q%l— pour tout temps d’arrét o et tout g > 1.

Sur lensemble {4, > A1, Z* < 64},
pr< Ay—A,+4,<A+By—B,,
done
P(Ay> i, 2" < 8)) <Pu< 7, Bo—B,> (f—1)2)

con| 222l onfonf 24 )

<-—g—exp(—£:i)1’(,u< 00).
e— ed

L’inégalité intégrale s'en déduit par application du lemme 1.

Remarques. 1. Une démonstration un peu plus simple donnerait
la constante ¢/(f —1) au lieu de la constante exponentielle dans 'inégalité
de distribution; on en déduit l'intégrabilité de expid,, pour tout A plus
petit que 1/e2d i Z* est borné par 6. Enfin, en arrétant (4,) aun premier
instant ol (Z,,) dépasse d, on obtient le résultat local: exp A4, est intégrable
sur tout ensemble ot Z* < § dés que A < 1/¢? 6. La constante exponentielle

. du théoréme donne le méme résultat pour tout A < 1/4. Rappelons aussi
que si Z* est borné, A, n'est pas nécessairement borné.

2. 8i nous comparons avec le résultat du lemme 1, la condition de
convexité a ét6 supprimée, mais en revanche Z* ne peut 8tre remplacé
par Y, si H,[Y)] est une martingale majorant Z,. Montrons-le sur nn
exemple.

Si f est une martingale, posons pour tout 0 << n < oo

salf) = D By [(fi—foea)l,

Jomz1

B = D (Fu—fior)-
=1
Alors,

B, [85(f) — 52(f)] = B L85 (f) = 85.(H)] < B [85 ()],
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mais pour () = 1/5, il n’existe pas de constante ¢ telle que °
B[P0y, ()] < B[P0 8%(f)],

car le premier membre peut 8tre infini sans que le second le soit.

3. Il n’existe pas d’inégalité de distribution en sens inverse entre
A et Z% ainsi que le montre 'exemple suivant.

Soit £ = [0, 1], muni de la mesure de Lebesgue P. Posons I, =]2~,
2'*] pour tout 4> 1; soient alors A, la tribu grogsiére et %, pour ¢ > 1
la tribu engendrée par les I;, pour j<Ci. Posons encore

2m
Ay=0, A,.,= Zwl_,m pour tout n = 0.

Un caleul simple montre alors que B[4,] < co et E[Z*] = oo; il
n’y a donc pas d’inégalité intégrale, mi par conséquent d’inégalité de
digtribution dans le sens inverse du théoréme. I’inégalité Z, < B,[4.]
entraine néanmoins grice au théoréme maximal des martingales que

»
B(2*)7] <{(?p:i) B[A%] pour tout p> 1.

CoROLLAIRE. Soit @ une fonction & croissance lente. 8i (X, n > 0)
est ume surmartingale positive, on pose X* = sup{X,,n > 0} et on note
X =M —A sa décomposition de Doob en une martingale positive ef un
processus croissamt prévisible nul en 0. Alors,

v BP0 M) < oB[Po X*T.

Preuve. On reprend l'axgumentation de Meyer ([9], p.50). Pour
m fixé, la suite définie par

Y, =X, s a<m,
Ym+1 = 'Xooi
Y, =0 si a>m+l

est, pour la famille de tribus définie par €, = B, sin<<m, €, = B, si
n > m, le potentiel dun processus croissant prévisible (B,) tel que

By, = -Am + Em (X _Xw]]+ X2 A'm. FXeo-
Il vient comme conséquence du théoréme précédent
B[O(4p+Xe)] < B[P0 X"],

d’olt le résultat cherché en faisant tendre m vers infini.
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(3) Processus croissants associés aux martingales. Pour toute mar-
tingale f et tout » > 0, posons :

() = () = N By llfy—feal’] ol 0<p< oo,
k=1
B =" = O B[l —1fea?] 01 1<p < oo

Jo=1
Ces deux processus (s2) et (1) sont croissants, prévisibles, nuly en 0,
tels que s%(f) = §?(f) et & (f) = *(f). Ils coincident dans le cas habituel
p =2. Pour p entier pair > 2, ils ont été considérés par ]:‘»town [2] qui
montre que ?(f)el! si pour tout entier r =2,3,...,p, § 8" (f)e P,
En fait, la relation de convexité

§"(f) < [2(H1 84N TS

oM< g<r<p<oo, r=ap+fq, a+p =1, permet de montrer que
les conditions s(f)eL”? et sP(f)eL' entrainent les conditions intermé-
diaires. Nous allons généraliser le résultat de Brown & 1'aide des outils
de Burkholder. _

PRrOPOSITION 2. Soit 2 < p < oo, ¢t s0it O une fonction & croissance
lente concave. I1 ewiste alors des constanies o ielles que pour toute martingale
f nulle en 0,

B[Po(f*1P1< cB[Do(s*(H))?] + cB[DPos®()],
B[@ot?(f)]< cH[Do (s2(f))"?] + eB[Pos?(f)].

Preuve. D’aprés le lemme 2 et Vinégalité @ (1, +1,) <
il suffit de montrer qu’il existe des constantes ¢ telles que

BI(f"P1< cB[(s ()] +eB[s” ()]

D (4,) +B(4y),

Posons
@ = sup{|fy, —fuuls k> 1}.
alors ([3], p. 39), :

B[] < oB[(s*()7"] + eB[(a*)],

et de
@< Y fe—fuml®
To==l
on tire
) E{(@"y"| < Bs"()].
Enfin, de

Bl (H] = kimBLIf,7] < BI(f*7],

n déduit Pautre inégalité.

icm
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11 est intéressant de comparer pour chague P les opélatewrs (e,
$2(f) et ¥ (f).

ProrosIrIoN 3. Soit !ﬁnune Sonction & croissance lente concave. Il ewiste
alors des constantes ¢ telles que pour toute martingale f nulle en 0,

$i 1<p<co, H[Po(f'Y]<B[Pot(f)],

si 1<p<2, B[Por(f)]< cHB[Bos?(f)],

si 0<p<2, B[Do(f*V]< cB[Pos?(f)].
Preuve Tl suffit encore de montrer ces inégalités pour G(4) = A.
Bil<p< oo,

- » . r
N e G (2) B,
Bilg<pg?2

B[ (f)] =lLmE[|f,["]

< oE([S'] fi —fk_1|2)”’“] (inégalité de Burkholder-Gundy)
Jom=1

<[ 31 —fel?] -
k=1 .
< oB[s*(f)]-

8i 1 < p <2, la troisidéme inégalité & démontrer est conséquence des
deux premiéres. Si maintenant 0 < p <1,

B[ 15— fual)]

=1

E[Zw: e _'fk--l.lp]'

k=1

BI(f"]<

ProrosirroN 4. Soit @ une fonction & croissance lente comwexe. Alors,
pour toute martingale f bornée dans L?,

8 l<p< oo,
st 2 p < oo,

B[Po(f)] < cB[Po|f.l*],
BPos®(f)] < ol [Do |fol7].

Preuve. Si 1< p < oo, pour tout #>=0,

B, 17 (f) —t(N] = Bullfel” —
< Bu[ifol]-

1£al”]
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Si 2< p < oo, pour tout n =0,

B, ()~ ()] = B i‘ o —Femrl?]

k=n-+1

< I, [( 2007 Iflc"flc-ﬂz)plz]

T =kl
= GEfn. [Ifoo _'fn|ﬂ] .

On 2 utilisé ici une forme conditionnelle de I'autre volet de I'inégalité
de Burkholder—Gundy. Enfin, on remarque que

En [lfoo "fnl”] < 2”En [|f°°|2)] .

Dans les deux cas de 1’énoncé, la proposition 1 donne alors le résultat
désiré. :

On vient d’utiliser le potentiel du processus (sﬂ( f)), potentiel dont
la valeur maximale est par définition @”(f). En vertu du théoréme 1,

B[@os"(f)]< cB[Pod®(f)]

pour toute fonction @ A croissance lente et tout 0 < p < co. Il existe bien
str aussi une inégalité analogue entre le processus (tﬁ( f )) et son potentiel.
Nous allons maintenant nous ingpirer trés largement de Herz ([8])
“pour montrer le résultat suivant.
THEOREME 2. Soit 1< p < oo et soit ¢ = p[(p—1). \
L'espace de Banach des martingales f mulles en 0 tellos que B[(s®(f))*7]
< oo, muni de celte norme, a pour dual Vespace des martingales ¢ nulles
en 0 telles que d*%(p) soit dans L™, la formule de dualité élant

Froy =LmE[f,p,].
On a, de plus, pour tout N >0
1B [yl < 48] (s?(f))"(a%¢))"]

pour toutes martingales f,p vérifiant B[fyp,] = 0, dés que le membre de
droite est fimi.

Preuve. 2) Montrons d’abord, en reprenant une démonstration
connue pour p =2, que pour toute forme linéaire continue I sur cet
espace de Banach, il existe une martingale ¢ unique vérifiant ¢, = 0,
d(p)e L™, telle que

ii_}gE [fa®nl = F(f).

Soit ¥ > 0, et considérons la Testriction Fy de F au sous-espace
des martingales telles que f,, existe et soit #y-mesurable (c’est aussi le
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sous-espace des martingales arrétées an temps N ; on voit aisément que
Pensemble des martingales arrétées en des instants finis non aléatoires
forment un sous-espace dense de I’espace de Banach considéré). Il existe
alors @el?(%y) unique vérifiant Fy(f) = H[fyp]l. Soient ne{0, ..., N}
et Aded, avec P(4)> 0; posons pour tout ke{n-+1, ..., N}

o= B[p] -, (¢l
et pour tout Bedy,

o) = 520,
Alors, )
N
N | 5 [liehaQ)°
le|?dP = P(A)sup{-2=2ts i heelP(2, B, Q)
A nemt (fk S I PaQ)e
=n+1

Posons encore pour tout ke{n+1,..., N},

I = B[hy] — By [P ],

N : &
Z flAekh,,dQ =77(1I)“ Z'fekhkdp
N1 4

k=n41

< (’”Ai Bl > Beatiiint) ]
k=n-+41
<cfp(a)) ZN’ BiLala))

kén-{»-l

< oP(4)) 2 ( g E[l,ilhnl”])

k=n-1

<2(f ZN‘ i aq) .

ke=nt1

1/p

N
Ceci montre que B,[ D' lex|%] < (2¢)? pour tout » < N. L’unicité de ¢ pour
=n-t1

chaque N permet de définir une suite (py), dont on vérifie qu’elle est
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une martingale et que pour tout =0,

E"[ 5] |(P7c_¢k-1lq]<(20)q. Q

T=n4-1

b) Soient maintenant deux martingales f et ¢ vérifiant les conditions
de linégalité du théoréme. Lhypothése H[f,p,] = 0 permet, en remplagant
f,, par f,~—f,, de supposer f, = 0, ce que nous ferons.

Soit N > 0. On pose, pour tout %eZ,

int{n = 0: s8.,(f) > 20~} 51 $B(f) > 2P,
Nt s sh(f) <2,
Posons encore
sup{keZ: s%(f)> 202} i $&(f)> 0,
- si % (f) =0.

D’aprés Phypothése, s?(f)d?(p) est fini p.s., donegi I = 400, d%(p) = 0
et ¢y = 0. Par conséquent ‘

oo
Inoy = Z (Feppr = o) oL (70 < Tpga)

k= —00

[ 2 (Frpps —Fe) (03 — 95 1 (5 < T

Jom=—00

Elfxon] =

doo Tkl

E[ X ( > f—fial )llp( 2 lp— ‘Pz~1l)

fom—00 l=7p+1 l=Tp41

+00 Th+1 B N
ol 2l 2o 2
[ 2 (E"’Ic [8%-{ 1

15 < )]

“9’1-1\“])1/“1(71; < Trc+1)]

)])1/1: (da(q,)}l/ql(rk < Tn-|-1)]

i . |
< [ 2 951 (1, < T01) (d"(zp))‘/"] < E[ Z Qlc(d(l((p))ll(ll
Fe=—00 Joem o0

< BT+ ay )1/’-'] 4E[(s§,('
ce qui termine la démonstration du théoréme.

Remarque. Pour p = 2, le vésultat de dualité a 666 démontré par
Herz, & qui est due également Dutilisation des temps d’arrdt 7, dans un
cadre voisin. Pour p = 1, on retrouve ce qu’il appelle Iespace AM, dont

}1/10 ( dae( )l/a]

icm
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le dual est 'espace BD des martingales ¢ nulle en 0 telles gque
SUP {lpg—@p_al; k> 1}eL.
(4) Fonction maximale et fonction didse. Dans [5], Fefferman et

Stein ont montré que si feL#(R™ pour un p,> 1 et si
@) = itlg)maflf(y)ld?/,
" ~ _1
TH(a) = sup flf ~fldy oh fo = 6( )y

et olt les deux bornes supérieures sont prises sur I’ensemble des cubes
& cotés paralldles aux axes de R", alors pour 1 < p < oo et po < p,

IF*llp < Ap 17 *1lp-

Reprenant leur méthode, Gaxsia ([6]) a obtenu que pour toute mar-
tingale f nulle en 0 vérifiant
By [lfo—faal 1< Eply] ot yel®, p>1,

alors

11l < o eflyllp-

Le théoréme suivant améliore ce résultat en méme temps qu’il
simplifie la démonstration.
TforEME 3. Pour toute fonction @ & croissance lende, il ewiste une

constante ¢ telle que pour toute martingale f nulle en 0,
E[dof*] < cB[DPof¥*].

Preuve. Il suffit d’obtenir une inégalité de distribution convena,ble
Soient > 1, 6 > 0, 1> 0, et posons

2 fal > 43,
v o= inf{n = 1t sup (B, [|fn—Ffa-ill; m > n}> 62},
Ty = 1( < ) [fusu—Su-1] DOUTr tout nz=0,

¢o qui est bien détini puisque, sur {u < 7}, p est fini. Pour la famille (%,
= By Wz 0), h = (h,) est une martingale. Sur l’ensemble {f*> BA,
< oA},

u o =inf{nz0

/ﬁ'\"’up{fn' 2 }
<sup{lfal; m 2 0} —sup{lfal; 0
< sup{|hyl; nz= 0344,

<n< upt+i


GUEST


74 D. Lepingle

Mais P
- P
P(n > (-1)2) < ,},,,m—-—“(ﬁ—l)l

et

Bllhy,)] = B[L(s < ) B[ fnen—Fual] € AP (4 < 00)
> 0. De 13, découle Vinégalité
é

— P2
)< P>
qui donne le résultat grice au lemme 1. :

D’aprés la renlarque faite précédemment sur la valeur d6/(f—1) de
la fonction (8, 6), on en déduit que si f#* est borné par 8, alors expﬂf
est intégrable pom tout < 1/¢24. On retrouve ainsi une conséquence
de l'inégalité de John-Nirenberg. (Pest d’a]llem"b cette inégalité qui va
nous permettre d’améliorer le résultatb ci-dessus dans un, cas pmucuher
qui comprend le cas dyadique.

ProPOSITION b. Soit f une martingale nulle en 0 telle que pow tout
0320, |fora —Fnl s0it B, -mesurable. Alors, pour tous 6 >0, B>1+6, 4> 0
et 0> 1

P(f*> pi, ¥ < 00) <

pour tout m =

P(f*> A, fE< 00) <

B—d—1
800

@
—1

exp(—— )P(f*>ﬂ)..

Preuve. On pose
u=1inf{n>0: |f,| > A}
v =inf{n > 1: sup {B,[|fn —fo-all;

By = 1 (0 < ) [fnrmas—1u]

La suite & = (h,) est une martingale BMO pour la famille (%, = %1,
n 2 0) car, pour tous m=n =1,

m '”’} v Ifn-H "‘fn! > M’}
pour tout » = 0.

n+/4 [1(n+;“ = T) lf(m FUYAT T fn 14 ,u[ ]
In+u =7 lft"’f‘r—-]\ < 04

Il s'ensuit qu'en vertu d’une forme du théordme de John—Nirenben, g
(voir, par exemple [6], p. 79),

h*
Bl (] <55

Sur ensemble {f* > pA, f* < 84},

BA < f* —sup{|ful; 0 <0< @3+ | fu—Fumsl F5up{Ifol; 0 <0< u}
< B*+ 82+,

Fipa|] =
Lim+p<r)

Eﬂa-l-MHhm

n{-p[ifm-;-u _ fn—-l-i-p‘] -

icm
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Il vient enfin

P(f*> A, fF< oA < P(*> (f— §—-1)i, p <
g—d—-1 , h*
< exp (~ _Sé-A—)E [l(p <7)H, [exp (W)]]
4 p—o—1
<9_1exp(—— 39 )P(M< o).

On & donc dans ce cas un résultat exponentiel local comme pour le
théoréme 1. Voici encore une inégalité analogue 4 celle du théoréme 2,
mais avee une condition supplémentaire.

PRoPOSITION 6. IT ewiste une constante c telle gue pour toutes martingales
I, ¢ vérifiant

) B{fopo]l =0,

(D) |9psr— @l €8t By-mesurable pour tout k> 0,

on ait
1B fyen]l < eBIf9¥]

dés ¢ que le membre de droite est fini.

"Preuve. L'hypothése (a) permet de supposer Qo = 0 Soit ¥ >0,
et posons pour tout keZ,

pour tout N =0

inf{ne{l,..., N}: Byllpy — )] > 25"} Adni{ne{0,
5 N—1}: ‘I<P,.+1 —gnl > 257}
si (¢M)¥ > 28,
N . si (pM)F 2P
Soit encore !
sup{keZ: (¢M)* > 221} s (pN)* >0,
|- i (P)*=0;

0o
D) Bllfay =) @e s — 201

Joeu—c0

Blfxoy] =

Maiy, pour tout keZ ot tout n =1,

'En[!(/’rk = P A (n-1) 1 =1n<w)B, U(p'qg ~ Pl 1L (1 = 7))@y~ Pyl
. < 1(" < Tlc)En[Iq’N—_Wn—ll] +1(% = Tk)zk_l
< 28 1(n < ),
et par conséquent
((p'lc)#: < 27c—1.

s


GUEST


76 D. Lepingle

Le théoréme de dualité entre H et BMO montre existence d une constante
¢, telle que pour tout keZ,

B(frei ~Fe) (Ppy —Pmd] < o BI(f*+ — ) 13- 2%

Alors, comme (f™H —f5)* < 8f*1 (7, < 14y,
00

Blfron) <808 [7" 3 2000 < )]
%coEIf Z 2"] :

< 126, BIf rp“‘*]-

Garsia ([6], p. 133) obtient un résultat voisin sous des hypothéset
différentes: si pour tout » > 1, |f,] < 4, ot (4,) est un processus croisgan
prévisible, alors

Blfypn] < 6B[Ap™].

1l a done lui aussi une hypothése de prévisibilité, mais la sienne porte
sur f et non sur ¢, et elle est de nature un peu moins stricte.

(5) Martingales dans les espaces 1. Soit 0 <7 < co. Congjdérons
pour tout m > 0 une suite f = (fi, n = 0) de variables aléatoires adaptées

4 la suite croissante (4,,n > 0). Notons F = (f™, m > 0) et introcduisons
les deux opérateurs maximaux

F* = sup {( Z”' ]fﬁ]')m; n> 0},
M=

]

=( Y um )"

m==0

On pose naturellement pour tout # > 0

ol
7= () tsup il 0 < k< 7)Y

m=Q

Bi @ = (g, m > 0) est une suite de variables aléatoires, notons

@1 = gl .

m=0
a) Le cas 1< v < co.
Dans un premier temps, chaque f™ est une martingale unitormément
%

icm
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intégmble. On pose alors
1/
]'[1] ._.( S Ifm'r) ”

et on ¥intéresse aux relations entre les trois opémtems ||, F* et ™.

" Bvidemment, B < B < B

Stein ([11], p. .1‘05) & montré que si I<r< wet l<p<r, il
existe une constante ¢, telle que
H(F™P]< ¢, B[|FP].

Il se demande ensuite si la méme chose est vraie pour p>r. La
réponse, positive, ext fournie par la proposition suivante.

Provosurion 7. 81 1 < r < oo, pour toute fonction & & eroissance lemie
CONVene,

B{Po ()] < cB[Po |F[].

Preuve. En application du théoréme maximal des martingales,
] e\
Bo[(F™)] < (TT) By[IFr].

Soit maintenant & fixé, et posons pour tout m > 0,
§" = (farwy = 0).

C'est une martingale adaptée & la suite (%, = Bypir,
séquent

n > 0), et par con-

B0 < (-] Brer.

Mais, pour tout &> 1,

(I — (T < (6™ et |FI" =67
8i nous posons
Ao =0, A,=F2 poar kzl,
la proposition 1 montre que ’
B[ Pod,]< cE[Po|F].

Nous allons maintenant regrouper ces deux résultats en un seul
théordme dont la démonstration ne fait plus appel aux inégalités de con-
vexité de Riesz comme l'avait fait Stein. Il est nécessaire de procéder

-en. deux étapes, et de prouver d’abord une inégalité de distribution pour

certaines martingales vectorielles dont les sauts sont contrdlés.
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PROPOSITION 8. Soit 1 < r < oo, ef soit F = (f™) une suite de mar-
tingales uniformément intégrables telle qu'il ewiste um processus croissant
prévisible (W, n > 0) vérifiant

Wo =0, Wyppnz|Fp—T, pour toutnz=0.

Alors, pour tous f>1,6>0,2>0,
. o 2r\" & o
P(I™ > i, F'vW,< 0d) < ST —E;:{—P(Zf’ > A)
Preuve. Posons
u =int{n>0: Fy* > 2}
{0 =int{n=0: Fpv W,y > 04}
bt = 1(u < 0)flnrmas POUr tout n =0 et tout m > 0.
Pour tout m = 0, k™ est une martingale adaptée & la famille (%, = %, ,).
Sur Pensemble {F**> g1, F*v W,, < 04},
B < (B <2+E™),
done , .

" o ' BH™" r \" B[H|"
P(F™ > i, F'v W 02) < B =07 <(7_1) (gr—1)a

Sur {u> o}, [HI" =0, et sur {u < o},
I = 1P <2 | F [+ 1Ty — o]
S PT(F) WIS 20,

ce qui termine la démonstration.

8i pour tout >0, [F,.,—TF,| est %,-measurable, on peut poser
W, = sup{|Fp—Fi_sl; 1< k< n}, et comme W, < 20 on en déduit une
inégalité de distribution entre F™* et F* qui donne une inégalité intégrale
du type B[Po F*] < cB[Po F*] pour toute fonction & & croissance lente.
OYest le résultat trouvé par A. Bonami ([1]) dans un cadre fonctionnel.

Revenant au cas général ot les sauty des martingales vectorielles
ne sont pas nécessairement contr6lés, nous allony utiliser la décomposition
de B. Davis ([4]) pour isoler les grands sauts, comme on le fait pour comparer
la fonction maximale d’une martingale et sa variation quadratique.

TutorbME 4. Soit 1 < r < co. Pour toute fonclion ® convene & crois-
sance lente, il ewiste wme constante ¢ telle que pour toule martingale vec-
torielle I,

B[GoF*| < B[$oF*™] < cB[DoF*]
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Preuve. On pose, pour tout %> 1,
Dy = Fy—Fy_y,
D = sup{|Dyl; 1 <1< B},
A = {|D¢l < 2D}_} (avee D} = 0),
Y, = -DIclA;cr . i <
2y, = chlzizv
puis, pour tout n = 0,

n
G = Fot D) [Y— By [T,
k=1

H, = Z[Zk_Ek~1 [Zk]]-

k=1
De |Y,| < 2D;_,, on tire
1Y~ By [ Y]l < | Yool + By [1 )1 < 4D,
et par ailleurs '

< D) 1)+ fﬂk_ 1Z4]

Jo=1 K=l
avec

D17, < 217, < AT
o1
D’aprés la proposition précédente,
B[PoG™] < cB[PoG*] + cB[PoDY]
< cH[Po@*] +cB[PoF*]
Mais I™™ << "+ H™ ot de méme ¢* < F*+H*. Or
00 00
< < Y2+ 3 By (1],
JTowsd fem=1 .
et en appliquant la proposition 1 au processus croissant prévisible
3

D B 171 il vient pour terminer
lim1

o

B[®o ‘i’zﬁ,ﬂ,,[!zku] < oB|@o f |%]] < <B[OoF"].

LS B kel

b) Une inégalité de type faible.
Sous les conditions précédentes, il existe, comme dans le cas d’une
seule martingale réelle, une inégalité de type faible entre F** et |F|.
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PROPOSITION 9. Soient 1 < r < oo ¢t F une suite de martingales uni-
- formément intégrables. Il ewiste alors wune conslante ¢ ne dépendamnt que
de v telle que

P(F*">l)<%E[|F}].

Preuve. (Pest une décomposition de martingales due & Gundy ([7])
qui nous donne la clef de la démonstration. Posons

u =inf{n > 0: |F,| > 1},

n+l .
o =int{n>0: 3 By [|Fy—Fus| Ln = )] > 2,
k=1 '
nAe .
X, =F1(u>0)+ 2 [(Fp—Fpa) 1> ) — By [(Fr— Frpy) L > 1],
k=1
NAL

Y= Fol(p =00+ 3 [(By—Fyi)L(s = k) = Byoy [(Fy = Foy) L = 1),

k=1
Zn = Fn—FnAIAAa'

On véritie facilement que (X,), (¥,) et (Z,) sont des martingales
vectorielles & composantes uniformément intégrables, et que ¥ = X -+ Y +Z.
Par conséquent,

P(F*™* > 1) < P(X™ > 1/2) +P (Y™ > A/2)+P(Z** > 0).

Majorons successivement chacun des trois termes.
. 2" ¢
(i) P(X™>2[2) < o BIX™YI<— BIXT]

Mais pour tout k=1
By [(Fy—Fea) 1p > B+ By [(Fy— Ty ) L = 1)]
= B [{(Fy—Fpy) L = k)] = 0.
Par conséquent,
1XI < 1 Fuoypel 1> 0)+ 3 By s [y~ Py 1(p = k)] << 24,
Foml

et comme max{|F, ypol, [ Fuil} <A< [F,] sur {0 < < o0}

BIX]] = B[F,[1(s < oo)] + Bl L(u = o0)]+
+ 2
I
S PLFN+BF|]+ 28|17,
< 4B[|17]].

M BT — B,y 1(s = K)]
=]

icm
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Il en résulte que
BlXI <2 4B [|F]
el donc

P(X*™ > 2/2) < % H[IF).
(ii) Pour la martingale vectorielle ¥, on utilise Pinégalité

T < Yol + D) (Y= Tyl

k=1
Alors,
Plys A2 \
: >3 %IE[IyoH-,ZIYk—Yk-li]
=1
2 O
< SB[ 1 = 0)+2kz Pl 1(u = 1) ]
=1
4
< B L = 0)+ 1B, —Fy | 1(u> 0)]
8
< S EBIF).

(iii) BEnfin,

P(Z* > 0) < P(p < co)+Plo < o)

<SP > )+P( D By (B~ Tl 1 = 101> 1)

=1
_BLER]  E[#F]
S +2 T

¢) Le cas 0 <r< 1.
Supposons maintenant que pour tout m > 0, f™ soit une surmartingale
positive. Montrons d’abord un lemme facile.
Lemmr 3. Soit (X,,n>0) une surmartingale positive. Pour tout
0<r<l,
1
1—r

Ey[sup [X;; > 0] < X;.
Preuve. On sait (voir par exemple, [10] p. 23) que pour tout a > 0,
X
Py(sup X, > a) < min (—0;-”—, 1)
n

8 — Studia Mathematica LIX.1
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Par intégration,

~ X
B, [supXi]< f min (—;—0—, 1) ra’ "t da
n 0 .

i e 1
< f ra " da+ f Xyra™ da < s X3.
5 .

TukorBME 5. Soit 0 < r < 1. 8i @ est une fonction & croissance lente,
il ewiste une constante c telle que powr toute suite T de surmartingales,

positives,

B[P0 F*] < B[P0 F*™] < cB[PoI*].

Preuve. Posons

p =int{n > 0: Fy' > A}
o =inf{n>0: Fy> 61}
B =1(u < o) fi, pour tout n>=>0 et tout m = 0.

(Pest pour tout m > 0 une surma,rtmgale positive adaptée & la iamllle
(%, = &,,,). Sur Pensemble {F*™ > pi, F* < 82}

B < A4 (HMY

1
Mais B[(H**)"] <T-—TE[1H01’] en vertu du lemme 3, et

sur  {p = oo},

ol Pl Lp<o)<TX swr {u< oo},
done

1
--—m-p ™ > 2
1—r =1 (F7>2)

d’otL ’on tire ’inégalité intégrale cherchée sans, cette fois-ci, de condition
de convexité sur la fonction P,

d) Btude dun exemple.

Soit & un entier fixé pour linstant, et soit K = (f™) une suite de
martingales positives définies sur les tribus dyadiques de [0, 1] par

P(FE*>Br, F*<)<—

Lima—F | m+12—Hy si
0 §i

iom
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Chaque fribu 4, est engendrée par les intervalles Jp2-, (p+1)277]
ol 0 < p <2™ On vérifie alors que

Pl =1,
(XY = max {2'00; 0 I B},
k-1
(™) = 1+2—r(2 21(1—1')).
=0
Sir>1,
. 1__2(1——r)k 1
IV =1, () =142 T Sl
Sir<i,
2(1—«1’)10 —1 2k(1—-r)
N ok(l—r) #he 4 o—r
(F*) = 9H0=n  (F™yr — 149 S St o
Bir=1,
* ok k
F =1, F"= 1+—2—.

Quand maintenant % tend vers Dinfini, on constate que F* et F**
sont comparables si » % 1, mais non si » = 1. On ne peut donc espérer
avoir une inégalité intégrale, ni & fortiori une inégalité de distribution
pour r = 1.
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