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Fastperiodizititseigenschaften Dirichletscher Reihen

von H. BAUERMEISTER (Gottingen)

Zusammenfassung. Es ist bekannt, daB in der Halbebene gleichmifiger Kon-
vergenz eine gewohnliche Dirichletreihe

(-
(») Y ape~tne,
n=1
V< <...<ip<..., >0, azeC, eine analytisch-Bohr-fastperiodische Funktion

darstellt. Es wird gezeigt, daB die durch («) dargestellte Funktion f unabhingig
von der Lage der Konvergenzabszisse und vom Wachstum der Exponenten in der
Beschrinktheitshalbebene analytisch-Bohr-fastperiodisch ist.

Ist 7> 1 und fin {s|s¢C, Res > Ay} holomorph bis auf endlich viele Pole und
endlichen Geschlechts, und bleibt

T
_ !
lim (% f If(a+ it)|rdt)1 r

T—o0

fiir ein @ > A; endlich, so ist f in {8|s¢C, Res > a} analytisch-B,-fastperiodisch.

Weiter wird gezeigt, da eine Funktion mit absolut summierbarer Dirichle-
treihe, deren Exponentenmenge hichstens abzihlbar viele Haufungspunkte besitzt,
genau auf den Geraden Bohr-fastperiodisch ist, auf denen sie beschriankt und gleich-
mifig stetig ist.

Es soll das fastperiodische Verhalten von Dirichletreihen lings
vertikaler Geraden untersucht werden. Betrachtet werden gewdohnliche
Dirichletreihen und solche, wie Maak [7] sie eingefiihrt hat. Das fast-
periodische Verhalten gibt Aufschluf iiber die Approximierbarkeit der
durch die Reihe dargestellten Funktion f mittels eines Summations-
verfahrens und ermoglicht es, die Koeffizienten der Reihe durch Mit-
telwertbildung zu errechnen. Angestrebt ist die folgende Aussage:

Ist f lings einer vertikalen Geraden G in der Supremums — bzw. Mit-
telwert — ,,Norm” endlich, dann ist f in der von G begrenzten rechten
Halbebene analytisch-Bohr — bzw. Besicovitch-fastperiodisch.

Fir gewohnliche Dirichletreihen ist diese Aussage leicht nachzu-
weisen. Bei Maaks Dirichletreihen muBten hier zusitzlich einschrinkende
Voraussetzungen iiber die Exponenten gemacht werden.
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Zunichst sollen einige Bezeichnungen eingefiihrt werden. Fiir
—00 K 0y < 0, < o0 sei der ,,Streifen”

8(6y,0,):={8]8¢C, 0, < Rog < a,}.

G, sei die Gerade {8 |8« C, Res = ad}.
Sind ¢, o, reell, dann setzen wir

8[0y, 05] : = 8(oy, Gz)U_GolUGcnzo

Zuerst werden gewohnliche Dirichletreihen untersucht, i.e. Reihen
des Typs '

(-]
(¥) D a,e
n=1

mit monoton gegen oo wachsender Folge positiver reeller Exponenten
(A )new und beliebigen komplexen Koeffizienten a,. (Es kénnen auch
endlich viele negative Exponenten zugelassen werden, da sie das fast-
periodische Verhalten der Reihe nicht beeinflussen.) Wird mit o, die
Konvergenzabszisse von (x) bezeichnet, dann stellt () in S(o,, o)
bekanntlich eine holomorphe Funktion f dar, die eine moglicherweise

weiter nach links hinaus definierte meromorphe Fortsetzung f besitzt.
Sei

A, :=inf{f | £ R, ist in S[&, oo) bis auf endlich viele
Pole holomorph, und in S[&, 5], 7> &
beliebig, gelte mit geeignetem ¢ gleich-
miBig f(o+4it) = O([t°) fir (t|—> oo},

H,:=inf{é > 4, f ist in 8(&, oo) holomorph}.

Es gilt natiirlich 4,< H, < o,.

Carlsson [5] hat eine Erweiterung der Perronformel (Perron [8])
zur Integraldarstellung einer Dirichletreihe angegeben, die in der Holo-
morphiehalbebene giiltig ist:

Sei § > H; und me N so gewihlt, daBl

flo+it) = O(Jt/™t41) gleichmiBig in S[B, oo)

gilt. Seien weiter l¢ R, I > 0 und ! # A, fiir alle ne N und a > 0 beliebig,
dann gilt fiir 8¢ S(8, a+p)

Bne "0 (1 — ePn D™ _f(g)
An<d
e“z—‘)

T omi ﬂ_.!; @ ‘(z—s)(z—s+a)...(z—s+ma) dz.
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Wir wollen nun das Integral auswerten, das durch Verschiebung
des Integrationsweges auf die Gerade &¢,, y > A, entsteht.

Sei also y > A, mit der Eigenschaft, dall auf @, keine Singularitét
von f liegt. AuBlerdem sei me N so groB gewihlt, da die O-Bedingung
gleichméBig in S[y, oo) erfiillt ist. Seien 2,,v = 1,..., n, die Pole von f
in §[y, oo) mit den Hauptteilen

Ty

ay,
k,(s) = 2——(8_%),

. e=1
und T, := max |Imz,|+1.

r=1,..., n
Auflerdem wihlen wir ein geniigend grofBles ¢ > 0 mit a+y > 8.
Den Kern wollen wir abkiirzen durch

I(z—8)
. ¢
j(z,8,a,l,m):= a™-m!

(#—8)(*—8+a)...(2—8+ma)
und die Variablen a, !, m unterdriicken.
Setzt man f, :=f—2n:k,, dann gilt, da k,(o+it) = O(]t|™") gleich-
miBig fir alle [t > T, erfillt ist, in S(f, a-+y)

y+io A+14o00

1 . 1 .
5 | f@ite e =5 [ fu2)i(z,0)de.
2m  J 2mi :

y—ioo f—ioo

Einen Anteil bei der Verschiebung des Integrationsweges liefern
nur die Hauptteile von f.

So z. B.

ft+ioo | foo
Lf i(z,9) dz__l_’f i) o
2mi  J  (z—2) 2mi g (2—2)

1 a*1j(z, )
(e—1)! dz*~! tmz,
P,(2,,8) hat in ¢ = 2, einen Pol p-ter Ordnung mit dem Hauptteil

(8—2,)"% und 148t sich meromorph in C fortsetzen.
Dies ist daran zu erkennen, dafl

=:P,(z,,9).

y+ioo
1 iz, 8)dz
27 Y_!; (2—2,)° in 8(y, oo) holomorph
und
1 Timj(z,s)dz _ 1 "
2ri 5o (2—2z,)°  (s—z,)° ist.
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r
Mit P(z,,8) := Y P,(z,,8) ist daher folgendes Lemma erfiillt:
e=1

LeMMA 1. Sei f die in S(o,, oo) durch die Reihe () dargestellte Funktion.
Wahlt man a, y, l, m wie oben, dann gilt fir s S(y, y+a)

p+ico

n
1 . s —Da R
s f J@)ile, )@z = > a7t (1— eI —f(s)+ Y Pla,5).
y—ico An<l y=1
P(z,, 8) ist meromorph in C fortselzbar und hat in z,, (Rez, > y), einen
Pol mit demselben Hauptteil wie f, v=1,...,n. Es gilt gleichmdfig fir
oe [y, ) und [t| > Ty P(z,, o-+it) = O(|t|™Y).

Ist f in 8(y, oo) holomorph, so ist » = 0 zu setzen, und die Formel

geht in die Carlssonsche iiber.
Bohr [4] hat folgendes gezeigt: Ist-

A
l:=1lim—

b lOg n

g, die Abszisse der gleichmiBigen Konvergenz von (*), cp die Abszisse
der Holomorphie und Beschrinktheit der durch () dargestellten Funktion
f, dann sind drei Fille moglich.

1. Fir l = oo ist g, = 0gp.

2. Fir 0 <1< oo kann man in der Reihe (*) Klammern setzen,
so daB die geklammerte Reihe auf jeder Geraden G, o> max(og, o),
gleichmiBig gegen f konvergiert.

3. Fiir | = 0 existiert ein Beispiel mit o5 = — o0 und o, = oo.

Hier soll gezeigt werden, daB es stets ein Summationsverfahren
gibt, mit dem f gleichmiBig in S[£, oo) fiir &£ > op durch die Reihe (x)
approximiert wird.

SATz 2. Sei f die durch (x) in S(o,, 0o) dargestellte Funktion. Fir
0o > H, sei f auf G, beschrinkt, dann ist f in §(g,, o) analytisch Bohr
Jastperiodisch mit der Fourierreihe ().

Beweis. Sei ¢ > 0, 6, > o, und a > ¢, —0g,. Es gilt fir I # 4,, ne N,

i —f(8)+ 2 a,e *n%(1— e(l,.—l)a)ﬁ

i<l
m! am gg+ico e“z_a)
=~ Ton f A P p——
00—1@
m! [f(oe+1y)|dy

2n A log+ 1ty — 8| ... log+ iy — 8 + mal
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{1,

< sup |f(s)] €0~ x
aet¥

- a
v, ((0'0—01)2+(y_t)2)l/2 ((00_01+ma)2+(?]—t)2)m

m!a™

DT

e~V -sup |f(s)l,

8, o

mit é : = min(o, — 0y, 0o— 0, + a).

Da oy— 0, < 0 ist, 148t sich I, > 0 so bestimmen, daf die letzte Zeile
der Ungleichung fiir I > I, kleiner ¢ wird. Die Faktoren (1 — ¢*»~9%)™ kon-
vergieren fiir > oo einzeln gegen 1. Daher ist f auf G, Bohr-fastperiodisch
mit der Fourierreihe (*). Da die Fourierexponenten — 2, alle negativ sind,
kann man f/G, analytisch-Bohr-fastperiodisch in die Halbebene S[o,, oo)
fortsetzen, wobei (») die Fourier-reihe bleibt. Da o, > ¢, beliebig war, ist f
in §(o,, o0) analytisch-Bohr-fastperiodisch.

Die Reihe Y (—1)"¢™*'%" ist in §(0, oo) konvergent; in §(0, ) aber
n=1

sicher nicht Bohr-fastperiodisch, da die Parseval-Gleichung wegen der

00

1
Divergenz von ZT y 0 < ¢ < 4, nicht erfiillt sein kann. Daher ist der

"

n=1 .

Begriff der Bohr-Fastperiodizitit zur Charakterisierung von Dirichlet-
reihen in ihrer Konvergenzhalbebene schon zu eng. Es soll deshalb unter-
sucht werden, unter welchen Bedingungen, die durch (x) dargestellte
Funktion in die groBere Klasse der Besicovitch fastperiodischen Funktionen
fallt.

In {1) wurde definiert, wann eine holomorphe Funktion analytisch-
-B,-fastperiodisch heiBen soll. Wir wollen hier Funktionen zulassen, die
bis auf endlich viele Pole holomorph sind.

DEeFINITION 1. Sei f: 8(a, §)—C bis auf endliche viele Pole z,, ..., 2,
mit den Hauptteilen %,, ..., k, holomorph und r > 1. f heille analytisch-

n
-B,-fastperiodisch, wenn f — }'k, im Sinne der Definition 3.3 in [1] analy-

v=l o

tisch-B,-fastperiodisch ist.

Diese Definition ist sinnvoll, da auf jeder Geraden &,, ce(a, f8),
auf der kein Pol von f liegt

T n
= 1 2,‘ I
;l_l;l; -ﬁ_,l\ ’ k,(d—}-@t)' dt =0 d.h.

p=1

2 — Annales Polonici Mathematici 32.1 A
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n
2k,(a+it) ~ 0 ist. Die Fourierreihe von f kapn daher mit dem iibli-

r=1
chen Mittelwertintegral berechnet werden, indem man f in einer Umge-
bung von 2,, v =1,...,n, durch einen endlichen Wert ersetzt.

SATZ 3. Set f die in S(o,, o©) durch (%) dargestelite Funktion, r > 1
und o, > A, mit der Eigenschaft, daf G, keinen Pol von f enthdll und

11‘1:2"2—1—, f [f(og+4t)["dt < oo

i8t, dann ist f in 8(oy, oo) analytisch - B, -fastperiodisch mit der Fourierreihe
(%)-.

Beweis. Seien z,, v =1,...,n, die Pole von f in 8(og,, ), k, die
zugehdrigen Hauptteile und f,:= f— Z‘k Wir zeigen, daB fiir jedes

y=1

a, > a6, fo auf G,IB,-fastperlodmch mit der Fourierreihe (*) ist. Berticksich-
tigt man, daB

lim — T flfo(a—f—zt)rdt fiir alle o> o,

T—oo 2

endlich ist, so folgt die Behauptung aus [1], Satz 3.5.

Seien ae R, me N so gewidhit, daB e > 0,—0, und |[f(oy+ t)]
< C(Jt™ ¥ 41) ist. Fiir I # A, ne N, I > 0 und Res = o, gilt dann die
Darstellung

f(8) - 0”6_ “’(1 e(ln l)a .P(Z,, 8)

gg+ico Gl(z_')

dz
(z—8)(z—s8+a)... (—8+ma)

a®-m!

: - -2 | @

271

oy —1o0
Der vom Hauptteil %, herriihrende Anteil P(z,, 8) 1alt sich zerle-
gen in
'P(zw’ 8) = kv(8)+Q(zn 8)1

wobei Q(z,,8) in 8(o,—e,, o) fiir, geeignetes ¢, > 0 holomorph ist und
fir |t] = |Img|—>oo gleichmiBig O(J¢|™") erfiillt. D. h. es gilt

fo(8) — 2 “ne_‘“’(l _ g(‘n—l)a)m

in<i
n Uo+‘im

B ™ m! f(z)e*™?
_‘ZQ(z,,s)— i f (z—s)...(z—8+7nﬂ)dz

reml . ag—ioo
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Nach [1] Hilfssatz 2.6 ist dann

T
" T 1
¢ im (ﬁ f

) 1/r
Joloy+1it)— 2 a, e 1t (] _ ghn=Daym |fdt)

-7 Ap<l
2T
™. m! _ 1 1/r
<E pdeim ([ ife,+ira)
27: I'—»o0 4T 27T

K ist hierbei eine nur von r abhingende Konstante K, multipliziert mit
(min (o, — 0y, 0, — 0y + a)) ™.
Fir | =0 und a:= 2(0,— 0, erhilt man

T T
— 1 - 1/r 2m,m! — ( 1 i 1fr
N < . —_— .
}L"E,‘.,(zf _{ foloy+it)] dt) S5 Eelim o5 _l Jf(ao+et)|dt)

Zu.¢>0 kann man 1> 0, | # 4,, ve N s0 wihlen, dal die rechte
Seite der Ungleichung (,) kleiner als ¢ wird. Das bedeutet aber, f, ist auf
G,, B, -fastperiodisch mit der Fourierreihe (#). Anwendung von [1], Satz
3.5 vollendet den Beweis.

Als Beispiel zur Illustration des Satzes 1aBt sich die Riemannsche

{-Funktion anfithren. Deren Dirichletentwicklung > #~° konvergiert
) n=1 )
bekanntlich in S(1, o0) absolut. Die {-Funktion ist daher in §(1, oo)

T'—>o00

_endlich (Titchmarsh [9]). Deshalb ist ¢ in §(3, oo) analytisch B,-fast-
periodisch. _

Es soll noch untersucht werden, wann eine Dirichletreihe, wie Maak
[7] sie definiert hat, Bohr-fastperiodisch ist. Tzeng [10] hat gezeigt, dafl
eine solche Reihe in ihrer ,,Konvergenzhalbebene’ stets analytisch-B,-fast-
periodisch ist. Wolf [11] hat einen Satz bewiesen, der es gestattet bei
gpeziellen Exponentenverteilungen auf Bohr-Fastperiodizitit zu schliefen.

DEFINITION 2. Sei

(0) Daa

i>0

— (1 F 12
analytisch Bohr-fastperiodisch. lim (2_’1’— f |l;(u+it)|*dt) ist fiir o€ (3, 1)
’ -7

eine formale Reihe, in der a(i)e C fiir hochstens abzédhlbar viele Werte
von A von Null verschieden ist. (0) heit in S(K, o0), K > 0, absolut
summierbar, wenn es eine Funktion y : N x R—{[0, 1] gibt mit den Eigen-
schaften:

1. fiir jedes ve N ist y(v, A) nur fiir endlich viele 1 von Null verschie-
den, und fiir A¢ R, 1 > 0, mit a(4) # 0 folgt limy(v, 2) = 1.
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2. Ist L c S(K, oo) ein Kompaktum, dann konvergiert die Folge
g, (%, 8) 1= D y(¥, Aa(R) "™

A>0
fiir v—»>oo gleichmifig auf R x L. (Man sagt, die Grenzfunktion ¢ besitze
eine absolut summierbare Dirichletreihe in S(K, o0).)

Die hier interessierende Funktionenklasse ist festgelegt durch die

DEFINITION 3. Sei K> 0. ¢:RXxS(K, oco)>C gehort zu D(K),
wenn ¢ in S(K, co) eine absolut summierbare Dirichletreihe besitzt
und es zu jedem Tripel (¥, 0y, 0,) Mit 0 < ¢ < n/2, K < 0, < 0,, eine
Zahl C > 0 gibt, so daB in R % 8[o,, o;] firr alle ve N, ¢ = Ims, gilt

IT'(8)- @, (u, 8)| < Ce™ %,

Aus der Konvergenzforderung an die ¢, folgt, da ¢ bzgl. der ersten
Variablen eine Bohr-fastperiodische Funktion ist. Deshalb ist die absolut
summierbare Dirichletreihe einer Funktion eindeutig bestimmt; d.h.
besitzt ¢: Rx 8(K, o0) in S(K, oo) die absolut summierbare Dirich-
letreihe ) a(4)A™° und in 8(K', oo) fiir X' > K die Reihe > b(1)A~*, dann

1>0 ) . >0
ist }b(4)A~° auch in 8(XK, oo) absolut summierbar und es gilt fiir alle,
A>0
A> 0, a(d) = b(A).

SATZ 4. Sei 9e D(K), K > 0, mit der absolut summierbaren Dirichlet-

reihe D a(A)A™°. Diese habe die Eigenschaft, daB der Abschluf von

i>0
S,:= {logd | A> 0, a(i) # 0} in R abzahlbar ist. p(u, -) ist genau dann in
S(K, oo) analytisch Bohr-fastperiodisch, wenn ¢(u, ) lings jeder Geraden
G,, o> K, beschrankt und entweder '

(a) 8, beschrinkt oder,

(b) @(u, ) gleichmdipfig stetig auf G, fir alle ¢ > K 1ist.

Beweis. Um den Satz von Wolf [11] anwenden zu kénnen, mufl
nur gezeigt werden, daB es zu festem ze¢ R und ¢, > K eine Folge tri-
gonometrischer Polynome (y,),n, ¥,: R—C, gibt, die gleichmi8ig auf
jedem Kompaktum in R gegen y(u, -)/G, konvergiert und mit geeigneten
M >0, r>0, der Abschitzung

lp, (1) < M(1+ [¢")

fiir alle ve N geniigt.
Tzeng [10] hat gezeigt, daB fiir alle ¢ R und o,, o, mit K < 0, < 0,
gleichmiBig in 8[o,, o,] fiir [t|—>o00

@(u, a+it) = O([t]"?)

gilt. Diese Abschitzung ist aber auch gleichmiBig in »e R wie man dem
Beweis des Satzes von Hardy-Ingham-Pdélya [6] entnimmt.
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Fiir jedes se¢ S(K, oc) ist ¢(-, 8) Bohr-fastperiodisch auf R mit der

Fourierreihe Y a(1)A~*¢"**. Daher gibt e3 eine Folge von Bochner-Fejérschen
A>0

Kernen (K,),.~ (K,: R—>{te R} t> 0}, siehe Besicovitch [3]) mit der
Eigenschaft, daf fiir jedes se¢ S(K, oo) die Folge (y,(-, 8)Jvenrs

w(u,s): —hm—- jtp(u-l—‘r 8) K, () dr,

T—»uo

gleichmiBig auf R gegen ¢(-, s) konvergiert.
¥.(u, o+4t) ist in ¢ ein trigonometrisches Polynom der Gestalt

vo(uy 8) = D' F(v, Ha()A~*e™,

i>0
AuBerdem gilt in jedem Intervall [g,, 0,], K < 0, < 0y,

p, (4, o+ it)] < hm— flt;v(u+r o+ it)| K, (r)de

T—pm

001’62(1”112_'_1) fir oe [0y, 0,]
und alle ve N, wenn C, , so gewihlt ist, daB
I‘P(ui O'+’l,t)| < Cal.uz(ltlln +1) fir oe [Gl’ 62] ist.

Daher ist die Folge (v,(u, ))..y in jedem Kompaktum in §(K, o)
gleichmifBig beschrinkt und konvergiert punktweise gegen ¢(u, ‘). Aus
einem Satz vom Vitalischen Typ (Behnke—Sommer [2], S. 166, Satz 51a)
folgt dann die gleichmidfige Konvergenz auf jedem Kompaktum. Somit
ist ¢(u, ) auf jeder Geraden G,;y 0o > K, Bohr fastperiodisch. Da ¢(u, -)
endlichen Geschlechts ist, liefert der Satz von Phragmén-Lindelof die
behauptete analytisch-Bohr—Fastperiodizitit.
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