146 ‘ H, Fiedler, W. Jurkat and 0. Kérner

Beeause of g < N and (28) we have
72 (V1)) > N —=1)g* = (F —1)f(q) [V =
for all sufficiently large ¢, hence by (29) it follows that

V¥ +1]

cal/fk(N).. [}

Remark 4. Another proof of Lemma 8 and Theorem 2 can be given
by means of formuls (18), Theorem 3 in the special ease p = 0, ¢ =1,
and by more extensive use of continned fractions (see Remark 3).

Sy (@) > oV Nf([VN +1]) = eV Nh([VN+1]%) >
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Der Satz von Erdés und Fuchs in reell-quadratischen
Zahlkdrpern

WERNER SCHAAL {Marburg)

Herrn Prof. Dr. Th. Schneider sum 65. Geburtémg gewidmel:

By sel K ein reell-quadratischer Zahlkérper mit der Diskriminante-
d > 0. Es bezeichne A4 eine unendliche Folge von ganzen Zahlen a;e K
mit a; & 0, d.h., es sei sowohl ;2> 0 als anch die zu «; konjugierte Zahl
a; 2 0; ferner sel (ed. Fir ganze Zahlen £eK werde erklart:

F(&) = Z 1;

(.0
2yt 2=, oy, oged

In f(&) werden fiir i # § demnach sowohl die Zerlegung o, ¢; als auch
die Zerlegung o;+ e; gezdhlt. Pir reelle Zahlen 2> 0, 4’ = 0 sefze man

D, f(a.

Ol
0’ <T’

Uher die Folge A werde vorausgesetzt:

2

Flz, o) =

(1) . Fla, &) = a-a0’ +r(x, 8'), a>0;

r{, #') hinge nur vom Produkt -2 ab, und es gelte #{z, ') = O{za’).
Unter dieser Voraussetzung wird in der vorliegenden Arbeit gezeigt:c
SArz, Es gili:

Um |r(z, ) (zz)""log(2x') > 0.

& 00

Eine Anwendung des Satzes liefert das Krelspmblem des Kﬁrpers K
{[3], [4]). In dem Falle ist

= {a?; acK ganz},

wobel also fiir o %0 a® und (—a)® verschiedene Hlemente der Folge A
sind. Die Bedingung (1) ist erfiillt. o
In [3] wird zwar das schirfere Resultat

(@, ) # of(z'))
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._gezeigt; jedoch sind die dort angewandten Methoden sehwieriger als die
zum Beweis des obigen Satzes bendtigten, und sie sind sehr eng auf das
spezielle additive Problem zugeschnitten. Das zentrale Hilfsmittel fiir
den Beweis des Satzes stellb die Aussage von Lemma 1 dar, welches eine
Verallgemeinerung des Lemmas von Erdds und Fuchs aus [2] ist.

Fiir komplexe Variable s = o-+if, 8’ =o'+, ¢> 0, o' > 0 defi-
niere man die Funktionen

G(s, &)= D, exp{—(ps+u's)},

BED

T(s,s) 1= > N(w)exp{—(us+u's)}

HE0

mit expax:=¢% N(g):= p u’; die Summationen laufen fiber alle gan-
zen Zahlen we& mit p> 0, g’ >0. Die erzeugende Funktion unseres
Problems ist

g(s, 5= 3 exp{—(as+as)} = Y auexp{—(us+p's")}
aed,

P

Gyt = 21.
a=p
aed

Sié konvergiert absolut und gleichmifig fiir ¢ > ¢, o' = ¢, ¢ > 0, denn
b, < f(p) < Blu, p) = 0[N ()
wegen (1), Weiter gilt:
g*(s, &) =Zf(ﬂ)exp{—(ﬂ8+#’8’)}-

HE0

mit

- Daher erh&lt man aus (1): ‘ _
2) Gls,8)g%s, 8') = 3 F(h, Vyexp{—(ds -+ 4's)}
A0
=¢-T(s,8)+R(s, 8)
it .

Ris,s"):= Zr(l, A’)exp{;(zs-l—/‘t’s’)}.

Ae-t
Als Basis der ganzen Zahlen von K wihle man:
| 1, 0= Hd+Va)-
Fir den Imaginirteil von s und §* setze man
{3} t=utwo,

V=utwe, —-m<u,wr.
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Seien g, wy reelle Zahlen mit 0 < uy, wy < =. Dann liefert (2)

{4) f j-”” lg(s, ") *dudw

—Up —Wp

Cr T
" 8,4
<
@ f .‘ ‘G(s,s’)
i

—uy

R(s,s')
@, ¥) dudw.

ug W
de duw +- f f

—up —ip

TUm den Satz zu beweisen, wird unter der Annahms

{5 (@, @) = of(az’)Mlog(z2) ), >0, 27> 0

die linke Seite von (4) mittels Lemma 1 nach unten, die rechte Seite von (4)

nach oben abgeschitzt. Passende Wahl der auftretenden Parameter

wird einen Widersprueh zu der so resultierenden Ungleichung hervorrufen.
Teymwa 1. Set

(s, 8):= Z boexp{—{us+p'sY}, b,=0 firale pc 0,
RFED

eine filr o > 0, o’ > 0 gleichmdfig konvergenie Reihe. Wihit man t,1 wie
in {3), uq, we wie in (4), dann gilt: '

y P
f f lqn(s,S’)qudwz"“’“w“J f (s, 8")|*duduw.
. 97:2
Uy W —n %

Beweis. Seien R,, R, folgende Rechtecke:

By r= {(w, w); [u] < vy, (Wi < tw0op, By:= {{u,w); [ul, < 7}

[(1_M) (1-‘Iﬂ)7 (u”w)“:-Rm
R(u, w):= Ug Wy

0, _ (w, w)eRy — Ry,
R(u+2m, w) = h(u, w-+2m) = h(u,w).

Sei

Die Funktion (%, w) 1486 sich in eine absolut und gleichmiBig konver-
gente Fourierreihe entwickeln:

hiw, w) = 2 dexplifu(u 4 wo)+ p (v +we'))

mit
f fh(u,w)exp{ mi(y(u+ww)—i—y’.(u—l—ww’))}dudw;

- -

1 B
d, =

" 42

die Bummationsangabe ;,u” bedeutet, daf fiber alle ganzen Zahlen ueK
zu summieren ist (vergl. [1], Seite 74).
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Mit der Bezeichnung 8(q) :== a--a’ fir Zahlen ack ergibt sich:

.T[‘2dﬂ =
—_ T l‘—' [N S ’
1 Los(uo;S’a(H))_ cos (w0, (i&w)) falls S 20, 8uw) = 0;
2ty N (e)? o S (o)
L—cosfueB{p) falls  S(p) #0, S(uw) = 0;
_ uy S{p)? 2.
ity 1 — cos {w, 8 (uw)) falls  S(u) = 0, (uw) + 0;
2 wy* S (pw)*
u":)“ , falls  u=0.
Eg gilt fiiv alle g: d, = 0. Fir das Integral
Ii= | [ (h(u,w)-p(s,s)dudw
erhilt man einerseits:
Yy Yy
1< [ | lots, s audw.
—y —1y
Andererseits ergibt sich mit
Z d,b,6xp{—(va+v' o)}
":;E

I =4mzzti> Z 2 & blexp{—2(vo -+ o’)}

a—r=i
v&ﬁ
T ™
= f f[hu w)|*du dw - —— f f|¢'5‘ §" )3 dw daw
—_r -7 —i T .
w0y [ N2 g
e f f lp(s, s Pdudow.

-J =T

Die beiden Ungleichungen fir I ergeben die Behauptung des Lemioas.

* Bs gel 6 mit 0 < 8 < 1 eine feste Zahl, die spiter geeignet gewihlt
wird. Man wihle ¢, so dabB gilt: 0 < &< 4. Fiir die im Folgenden benotlg—
ten endlich vielen Zahlen e,(8) soll stets gelten:

e(0) <8, 5 (6) < e(0).

Der Saiz von Frdes und Fuchs 1h1

DEFmvTrIoN. Unter den genannten Bedingungen fiir 6, & sei:

Vel
(6) ﬁ:ml/;iloggi2+5, u0:=_i;_:;_6g.i, w0:=%_
Ts gilt:
{7) e<tyy s fir s<e(d),

g0  fiir e—0,

" Wy << .
Die Variablen s, s’ sollen jetzt folgendermalen festgelegt werden:

g = e+i{u+ww)
(8) : 8 = i (Ut we') [6] < thgy T K20, <K 5 (8),
wobel 4, w, die in (6) erklirten Zahlen sind.
Alg nichstes sollen Abschitzungen der Funktionen (s, s') und T'{s, s")
tiir die in (8) angegebenen Werte von s, s’ hergeleitet werden. Man kann
(vergl. [3], Seite 279 ff.) diese Funktionen darstellen als- '

G{s,8) =1—}-Hn(¥s,l/7—?~s’),
T(s,8)=H, (l/_@s, @s)
ki ™

Verwendet man weiter die in [3] benutzten Bezeichnungen, so ergibt
sich. darans:

Vi Vi i Vi
G(S,S)ml+@(—8,—3 ’Uﬂ)—r'j(]_/_ —S ,'01)7
ad v a va
Ts,s) = W(lf—s,—]/—s *vu)~f~&”(£s,—-w~s @1)
T TE T ) T
Dabei gilt:
pYE Ya, \_ 4™ 1,
?s"ms’“_s-s’ 4
: 4n%\° -
Cipioo | ( ) Z(L—2, i"dz

d .
lﬁlognl Z 2mi f LT N

il geHimegla—inegin = (z+1—§-'m0) sm;(z—|—1——-'m6)
=

(l/c_ll@ )_ell/ﬁ

—, ——8
x ' x 1 4drtlogn,

; .
[(;(1, ) (log (85") 47:2) +&(1, ?1)] +
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2ne

o o 1/ —Rine . o l/..d.
/i = é'(l—mc,}."vl)(wz-;r-s) — (1 +ine, 3””1)(“5;3')

+ E T +
8wlogy, sinwine
e

—oo
aFHd

(4:;2 )ﬂc(l—z,ﬁwl)dz

—§+don
?

16 }Gg M, £ 2 T i ion  gETEmegE—incgiy

4

™ . . T .
»‘;(z—}«mc) sm—z—(z——'mc)

S VR N
s 2% %) =7~ Tentlozn,

e2d

[ (2,1) (log(ss )+log )+C’ {2, 1)] +
6, @ -
—— X
32xnilogy,
) - d —2ine . - ]/& 2ine
+eo (1 —2n0) (2 —ine, A7) (2— s) (L4 2me) £ (2 +ine, A")(E;y)

Z o sin wine

=00
nEG
ell/c_i = 1 «
a8’ 1610g771 2-:1
} dry’ 2 ) a2 w1 .
—3j2-bio 3 (2 -Fnie®) C(L —2, L") de
X »
SHINe JE—iE s Ly, . o T .
—3f2—fco & 8 -smg(z-i—l-{—mc)-smg(z—]—l—rmc)
@ Va
T(Ls,——-—s 'vl)
™ T

T s lﬁlogfql 2 2

2

)z(z2 +n2e?) (1l —a, A_“vl) dz

. . ., - TE . . T .
—bfpmice  goHIRCgla—ine, smg(z +ine) - smé(z —ne)

_ i
~3f2+i00 F]
b

Fir die nunmehr auftretenden Konstanten ¢, %k =1, 2,..., gilt, daB
sie nur von K abhdngen und stets > 1 sind. g soll ledlghch dle Abschit-
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) vda  Va ' L
zung der in @ ——Tc—s, —W—s , 0o ) auftretenden unendlichen Reihe vorge-

rechnet werden, da die Abschitzung der iibrigen unendlichen Reihen
analog geleistet werden kann.

(9) [C(1—z, )| = LG —it, ") < e
(10)  |gTEInog e — (og" Wiexp {(2-1- no) args + (f —ne) args’),
‘ —7 << args, args’ < w

Wegen (8), {6), (7) und arctg o> #—a3/3 fir o > 0 gilt:

Uy ) 2 loge
Jargs|, largs’| < < aretg W;
< T §1Y6y e < ey(8)
. =% T dlloge] = fl00
Damit folgt aus (10): )
1/6 .
Iss’]lfzexp{(nﬁ ;1 Ve )t} fir ¢ |n|e,
(11) ls—z—incsf-z-i-inci g []ng_E
|ss’imexp{ n'wﬂﬁ, ]n}a}
ST 2 loge]
fiir 0 <1< Inle,

£ < g5(8).

Ferner erhdlt man:
. T ) . T .
(12) smE(z+1+mc)-sma(z+1mmc)y

t = |nje,
<t [nle.

- l&exp {nt} fiir

= jexp{=nle} fir 0
Beriicksichtigt man noch

e[loge|®

(13) . I | oy T e<eg(d),

so folgt aus (9), (11), (12) und (13), daB der Betrag der in Frage stehenden:
unendlichen Reihe ' :

 Jloge®
S0y s2Ve

ist. Tnsgesamt kann man auf die Weise die folgende Abschitzung herleiten. -

fiir < ey(8)
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LmMya 2. Mit den in (8) erllirten komplexen Variablen s, 8" gili:

d—~1[2 51,'4 100‘8 9
G(s, 8"l = —— (1 —& —Ib—l)ﬂ

l8s”| 4%
2, ) <2 (1o mliogﬂ)
O R

&< 8,(0).
Abnlich wie den Hilfssatz 5
Lmvoaa 3. Es gibt Konstanian ry = 7,(
und 0 <<ry < r<<1 gilt:

b,
71_?5(1’“_")“ EN Tsm)<

pE'-O

in [3] beweist man
K) und ¢5, so daf fiir 0< b1

)2(1+b)

'Mlt Hilfe von Lemma 2 soll zunachst das erste Integml auf der rechien
Seite von (4) nach oben abgeschitzt Werden Wegen Lemmsa 2 existiert
eine Konstanfe e¢; mit

-1

@ > % 1T(s, 8| S —2—  fiir &< 6,(8).
608,80 >1 S < &(3).
‘Wegen (8) erhilt man daher:
Wy
T I
(14) (8, &) dudw < ¢, logelr fir &< g(d).
b o 6,8
iy ity

Das zweite Infegral auf der rechten Seite von (4) werde jetzt mit I,
hezeichnet und unter der Annahme (8) nach oben abgeschéitst:

uy Wy
15 Li<e f]ss'HR(s,s')ldudwgeaugf [ 1R(s, )| dudw
e gy —uwp

wegen, (7}, (8).
Wendet man anf die rechte Seite von (15) die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung an, so folgt mit

T

== f flR(s,s')lfcIudw:

- —T

. . 1, < o ud 100,

Aus (5) folgt, daB es zu vorgegebenem & mit 0 < &< 1 ein e5(8) gibt,

icm
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g0 daB Hir & < &(0) gilt:
(A1) o= Y lrip, w)ep{—208(}
' #E .
N 12
<oy N{uy*exp{—2e8(u)} + 6 m-l—(l%)w—g exp{—2e8(u)}.
1 @e i lie {log 7 ()

Zur Abschatzung der beiden in (17) ersehemenden Summen X, und X,
wird Lemma 3 ﬂ.ngewendet

(18) - 5< ]/szexp{ —2e8(1)} < 65",

Heb

1
flog &f?

19 n< D exp {268 ()} < 0,5 (s¥logel) .
.u"E:D ’ - .

Setzt man (18), (19) in (17) ein, so folgth:

< epBeffloga?)™  filr & << gy( ).
Damit liefert (16):
(20) I, < eyllogelr  fir &< g(d).
SchlieBlich. ergeben (4), (14) und (20):
Uy Wy
(21) [ igls, s Pdudw < eyslloge®  fir & < g(8).
—Upy —ibg

Jetzt soll die linke Seite von (21) unter der Anmahme (B) namch unten
abgeschidtzt werden. Wegen Lemma 1, (6) und (8) erhélt man:

Hy W '

[ f ia(s, ") 2dudw > oiu} ) adexp {—268(u)}

—uy -1y Fiﬂ

—1,,2

= 05 Uy Za#exp{——Z.sS(y)},

#E=0
da a,¢Z und a,> 0,

22y = ot uig(2e, 26).

Aus Lemma 3 ergibt sich

(23) G(2e, 2e) < 082,  T(2e,2¢) >
Wegen der Annahme (5) und Leroma 3 gilt ferner:

(24) R(2¢,28) < oy 3, N) lf*exp{ 268 (1)} < eye8™,

pE0

c” e, e gy (0).

4 — Acta Arithmetles XXXIL2
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Ang (2) folgt mit (23) und (24)
(25) §H(2e, %) > 5t
Mit (25) erhdlt man aus (22) und (21) die Ungleichung:;.

£ ge(6)-

2

cﬁl—f—gcﬁﬂogslz fir - &< el d).

Setzt man fiir 4, gemaB (6) ein, so gelangt man zu der Ungleichung:

(26) f=on  fir &< eyy(d).

Wahlt man 8 = ez’ und ), (8) go Klein, dal fiir & < sy5(0) gilt:
l/_|10g£ < ten,

dann erhilt man einen Widerspruch zu (26). Deshalb kann die Annahme (6)
nicht gelten, und der angekiindigte Satz ist bewiesen.

Zum SchluB sei noch bemerks, daB die bestechende Einfachheit des
Beweises von FErdos und Fuchs deswegen teilweise verlorengeht, weil
die Reihen G(s, s’) und T'(s, s'), welche man als Verallgemeinerung der
geometrischen Reihe bzw. deren Ableitung im Korper K anzusehen hat,
picht 80 elementar zu handhaben sind wie in Q.

Literaturverzeichnis

[11 R. Courant and D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. I, Firss
English Edition 1953, Interscience Publishers, Ine., New York.

[2] P.Erdésand W. H.J. Fuchs, On a problem of additive number theory, J. London

. Math. Soc. 81 (1258), 8. 67-73.

{8] W. 8chaal, Ubertragung des Kreasproblems auf reell-quadralische Zahlkdrper,

Math. Ann, 145 {1962), 8. 273-284. ‘

[4] — Onthe expression of a number as the sum of two squares in lotally real algebraic
number fields, Proc. Amer. Math. Boe. 16 (1965), 8. 520-537.

Eingegangen am 8. 8. 1975 - (750)
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A new upper bound for Waring’s problem (modp)
by
J. D. Bovey (Cardiff)

1. Introduction. Let p be a prime and let d and ¢ be positive inte-
gers with. p —1 == di. The number y(d, p) is defined to be the least posi-
tive integer s sueh that the congrmence

284 ... +2f = N (mod p)

has a solution for all integers N. It can be verified readily from the Work
of Ha:rdy and Littlewood [3] thai

yd,py<d

for all d and p. When t = 1 or 2 equality holds, but if we restrict d and p,
better bounds can be found. Let £ be any fixed positive number. Tt ig
not hard to show, using exponential sum arguments (see 1] or [3]), that
for all d,p with d< p¥*-*

(1) v(d, p) = O(1).
Dodson [3] has shown that when d < p'?
7{d; p) = O(logd).
Heﬂbrqml [6] has conjectured that for ¢ > i,(z)
y(d, p) = O(&)

or at least that y(d, p) = 0(a"*) for t> 2. The best result so far is due.
to Dodson and Tietdviinen [4] who have proved that

(2) . y(d, p) = 0@/

for t> 2.

. In this paper we obtain an upper bound for y(d, p) which iy about
a8 good as is possible in its dependence on 4, but is spoilt by the factor p(t)
{where ¢ is Buler’s funefion), We then ure this upper bound to obtain
a new proof of the result of Dodson and Tietdviinen (2).



