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ACTA ARITHMETICA

XXXIT (1977)

Conditions suffisantes -.'d’équirépartition modulo 1
de suites (f(ﬂ))mz\: et {f(Pn))mN

par

Prararee TorFIN (Caen)

Introduction. L’équirépartition. de la suife (#°),.¢ est bien connue
(pour ¢ > 0 non entier). Celle de (an™+ ... 4+ ay)sov lorsque a, > 0 et
he = 0 non entler, se traite & partir’ de 'extension du théoréme de Fejer
donnée par Niederreiter ef Kuipers dans [3].

G. Rauzy a étudié d’autre part Péquirépartition des suites’ (f n))mN
Torsque f est une fonction entitre réelle dont les dérivées & Porigine déero-
issent rapidement. Nous donnons’ un théoréme qui permet de regrouper
tons ces cas. Puis nous en déduisons des conditions suffisantes plus smlples
pour que {f(#n)),ov soit équirépartie modulo 1.

L’équirépartition de la suite (p,,a),av & été démontrée pour o irratio-
nnel par T. Vinogradov. Puis une conditioni Técessaire et suffisaribe pour
que (appt—+ ... + @)y 50it équirépartie modulo 1 a été trouvée par
T. Vinogradov ef par G. Rhin. Nous donnons iei des conditions suffisantes
sur les dérivées de f pour que {f(2,)).av 50it équirépartie modulo 1. Nous
donnons un critére simple d’équirépartition de (a,pk-- ... -+ a)yavlorsque ¢
est réel > 0. ' ' o o

Notations. Pour @ réel, e{a) désigne eﬂ’i""” et o] la distance de x
A Dentier le plus proche. ' : '

8i f et g sont deux fonections définies pour & > &, f & valeurs dans C,
¢=0, les notations f = 0(g) et f < g signifient gqu’il ex1ste A>0 et
@, = o, tels que pour tout # > &y, ON aib

@) < 4gla).

Nous donnons iel une amélioration du lemme fondamental démontré
dans l’appenfx‘lce de [2] - :
Levye 0. I existe des réels sirictement posv,ta,fs A,B,0 tels que:
. — pour tout polynome récl f(&) = @, 2"+ ... Fag de degré =2,
~ pour tout entier P lel que 0 <2nia”IP < 1 et pour tout mtwr N,



366 P. Toffin

— powr tout réel A situé dans 10, 1], on eif:
P

N " 1802 log 2
‘ 2 (f(a:))‘< Aexp [Bn(log n+log?d))P logP+

z=N-t+1 Ia‘ |ﬂ

N+FP
Démonstra’mon Posons S = e(f(a:)). Le lemme est trivial si
a:—N+1 . .

PL20ou >P ]2. Nous supposons done dans ce qui suit

1 1
(@, @, R
<Pp.

Soit P; un entier compns entre 2 et P/2.

Posons §*(y 2 {(fle+y)—F(y)). On a alors

1 N+P—-Py
81 <5 D, IS WP

=N
Daprds D'inégalité de Holder, on a pour tout entier I non nul:

N4P—P, _ :

|Slﬂ <& 4!191—-21132!—1 2 iS*(y)lEI+4szz-
y=N

De plus

)

1!

flat+n—fly)= Yo+ Yoa*+ ... +T,0"  avee Y, =

?
ie{l, ..., n}.
Soient: ¢ un réel strictement positif qui sera déterminé uitérieurement et

Qy ={{ag, ..., @) B Viell, ..., ), |ly— T < 3PTPY,

1 .
Tlagy vy o) RZ'e(alwﬁ— ver T a,2™).
@=1
Pour tout (e, ..., x,) de 2, on a

|8%(y)~T(ay, ..., a,)| € nP,P®
et

18 ()1 < 4T (0, ..., a) "+ 4P PFP3
En intégrant sur 2, on obtient:
18 () |

1 .
<4 7éﬂleﬁg'f...fgi"'(a:l,...,ac,,)|2’z,,(al,...,az,,)ti,rczl...do;,,+(anPlli'-‘?)”
¥o o

Or
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ol 7, est la fonetion caractéristique de £, modulo Z*. D'ol, en posant
pour simplifier Péeriture, o = (@, ..., ay}:

N4+P-Py
D s
y=N
N+P—P :
< gpporepe [T 3 7 {a)dat P20 P PO
[0,15% y=N
N4P=Py
Nous allons majorer A{a) = 3 7,(c).
y=N

Soit y, dans [N, N--P-—P,]. Il suffit de chercher un majorant .
uniforme par rapport & y, du nombre d’entiers ¥ dans [&, ¥N+P—P,]

tels que
[ por () — Yo () < 3PTO70P72,

1Y e () — Yo (W)l =l (3 — %)l
et par hypothése, 2 [a,]P < 1. On peat donc prendre
A =P peia, .
{1) donne alors:
NP,

I8* ()

y=N
<2 prnr-to- e [ 17 (@Fds+ PP P

LAy . {0, 11"

Daprés [6], sin > 2, 7 entier strictement positit,

. 1 "» , ;n"n.—
Iz inm+1)+m, & =in(ntl) (l—w;) ;K = (481 rne
on & _
[ 1T (@) da <€ E7(log Py) PFre s,
)"
Dol
(2) [SZII & 16 _Kr( )Iu !mlPdru(n IJPE 1+e(n— 1)+161 2!13 2(1—e) 1 411)21‘
Nous prenons: '
1 n{n+1)
1 %67 e . A
" : e L P ] (R YrT =
- 1— = S
()
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Majorons &, (214n—1),1,1—0 et (K" +n*)

‘ 1 p)
logd, = —10g2+logn(n+l)+rlog(1—~-£)g —log_i
log n(n+1)
A N
ear r;-%-ﬂ—m—w-—i—. Don:
- 1—=
wp-g)
(3) 8, < A2,
l<1 41 'n. 1
or
log (%;1) 1\ 1
(S +1 et —10g(1———)>—
" W
—log(l——)
D’olr:
1 .
21+n~—1§%(ﬂ+ -+2n10g»ﬂi:_—}-)~ +3)..

"z[ontrons qu’il existe A > 0 tel gue pour tout # = 2 et tout A situé dans
10, 1], on ait:

1 -1
s +2nlogfq’—mz——-)— 13

< Ay nlog 1;:—

I1 suffit de réaliser

T nt JE
< (4,—4)1 1 —_—
on ( 4) Og ”JI‘ 08— Fo nA(m 4 1)

et méme:

7 1
"1 | olag (1+;) < (4, —4)logn.

L

Un ealeal simple montre qu’on peut prendre 4, = 9. D’od
(4) Ain—1< Qwﬂlog-zl,

(5) _ 1< anlog%

icm
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et d’aprés (4):
(6) 1-g<1- ’ w
18#n*log T
Soit X = logK.

< 21log 48 + 2llogl+nlogl+ fn(n —1)logn.
Comme [ = n, et d"aprés {(5), il existe Ay > 0 tel que '

X < An2(login+log?l).

1/n; il existe B > 0 tel que _
{exp (Bn{log®n +log? 1)) .

Nous pouvons maintenant majorer |8 i en utilisant (2). Nous posons
B = 1(1’”i_IPgr—(n—l)Pﬂ.—1+g(n—1).

Puisque 7/21 <
(1) R 0¥ < (K40 <

Nous distingnons deux cas:
it 8 P
R 1) § ———————— _
ﬂl’ = laﬂ|1f(u A) 2

. 1
1) Zﬂ_l < . Soit Pl = [W] .
n

Comme 8, —(n-1) <0 et [&]zof2 pour z>1:

S ST S P .
E < o la'nt n_z( 1 Pztwl—l»g(n—l) < 2nP61,+1—1+_l~—1+9(n-1)'

Draprés (3) ef le choix de g, on obtient
b g znl:)zl(l—p)
et
{ |2Z (32)21(Kr + ,nﬂ) (logrP)Pﬂ(l 2) _|_4:!_P21

D’aprés (6) et (7) on obtient finalement )
i
1—

; 1snﬂlog§ 1
18| < exp(Bn(logn+log®)) (logP)P +W.
2) < 9n* < 9% Nous prenons
| : )
: ' log3
_ rpl-ia _ .
P, =[P 1 avee % Tlog2
Alars 2% <3< P eb P-Vi< P2 Alors E<2"P™-9 Qomme P}

K P9, on obtlent la méme majoratlon que celle obtenue dans le 1).

Don le 1ésulta.1;
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I. Conditions suffisantes d’équirépartition modulo 1 de (f(n)},.
Dans tout ce pardgraphe, (Prlra et (Qplrev désignent deux suites
4 valenrs dans R* vérifiant les conditions:

k—+00 ]

(S)] {@)zaw est non décroissante;

liln. (Qk_l”"“Pk) — —f—oo.
k=00

f est une application de R dans R et pour N entier, on pose:

N

S{N) = Ze(f(n)).
n=0
Levve 1.
Ve 0, aku(s) eN, Vi = ky(e), V-NE[Qk—la Qk]r - i S(-N) _ 0
(1) IS (V)= 8N — [P < e[Py] Nosoo o

Démonstration. On montre par récurrence sur k;
Ve 030 (VN N, |8(N) < eN+0(2).

Lhypothese détinit ko(e), tel que (1) 80it vrai et @, > Pp, pour & > ky(e).
On prend C(z) = @y alors

VN [0, Qugols IS(I)]< e +0(e).
Soit & = k,(¢) ef supposons pour tout entier N de T0, @;_,], on ait IS(¥ )
C L e N4 0(e).
Soit Nel@y_;, @) Il existe g entier tel que

N —(o+1)[Pp] < Qry < N — o[ P].

" Alors
I8(N)— BN~ [P < e[Py]
IS(N — o[PR]) — S {FN — (0+1) [P))| < [P
et -
| I8(N)— (o + 1) [Pl < e[Pp]+Cle).
Dioix :

S(I)] < e +0(s)

ce qui achéve la démonstration.
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TrECREME 1. On suppose guw'il emiste des suiles
. Estye N—{0, 1},
k—ie10,1],
kP,
k+Qk
vérifiant (S}
On suppose que pour toul E, f est de classe (% sur Dintervalle
TGms — Pry @] et que les quatre conditions suivantes soient vérifides:

{l-l—ﬁk)
{ &) lim sup  Pr @) ,
Fost00 Qg1 — Py (L+1)!
f ip)
{B) Lim sup 4P, Ol = 0,
k—>+000k_.1€a%€@k !
1
. U0 () Be-%
) lim  int Pyl = 4o,
k400 Q1 SE<Qy, ! =
e
" ]M?C]Dgfﬁ
(8) lim exp (Bt (logt,+1log4y)) Py *logP;, = 0.

k—r-too
Alors Ta suite (f(n))pov o8t équirépartie modulo 1.

Démonstration. Il est clair que si f vérifie les hypothéses préeé-
dentes, mf, pour m entier non nul, les vérifie aussi. Il suffit donc de véri-
fier que les hypothéses du théoréme impliquent celles du lemme 1 pour
avoir le résultat en vertu du critére de Weyl. Nous allon supposer que P,
est entier. On 8’y raméne facilement ear Ppf2 < [Py] < Py

Soit N un entier appartenant & [Qy_,, @l

N

S-S -By = > elfla).

o= NmFp41

"Posons

_(_ﬂ)_tf.f(‘k)(_ﬁ’)_

0, () =f(N)_+w—11——f’(N)+ s

N

| Y elf)< ZN] lo{f (@) — e (g, (9] + | j" (g, (@)]-

Lo NPy -1 z=N—Pp31 L= N =P g1 :
Pour & assez grand: : _ .
_f(1+tk)($)

1+

=

N m _g‘ Pl«}«tk Sup
|f(al) gﬂk( H R Qk__'l—,Pkgm-ng

- Q’aprés («).
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Donr
N
D lelf(@) —elgy (@) < ePp.
P=N—Fp+1

’ N
Pour majorer | 3

e(gtk(m)”, nous allons emplover le lemine 0.
x=N~-Pp+1

I est elair d’apres (v) que % est exactement de degré .

JeR(N) S ()

L2 sup LP,
1!

Qp_1=rQy

=z

2, P,

pour & assez grand d’apres (£). Dés lors pour un tel k:

N

€ (g:k(m)) |

T NP1
4
Iﬂik]_og tk : G
% log Pyt Py o
FO ()
B!

D’aprés (v) et (3), il est clair que chacnn des denx termes de cette somme
ext inférieur ou égal & 2P, @8y que & est assez grand, ce qui achéve la démon- -
stration.

< A exp{Bi(log®,+log?4,)) Py

E

THROREME 2. Sojent f: RT—>R of ¢: RY =R telles que:

(1) ' o est non décroissante,
(2) im p(@) = +o0; lima—g(x) = +co.
ol Qo400
(3) 1l ewviste a1y = 0 et M == O tels gue pour fout = @, o0 ait
(@)
pla—g(@)

On suppose qu'il ewiste 1 dans 10,17, £ entier == 2 et 2,3 0 fels gu'en
tout @ 2= @y, I admette une dérivée continue & Pordre 1+t et que:

(A) lim ¢!+ (@) {40 (@) = 0,
Z—rrf00
(B) lim p(x)f® (@) = o0,
00
© Jim (@) if9@) Y = + co.

Alors la suite (f(n )MN est aguirépmﬁg modulo 1.

icn
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' Démon&tra;tlon On définit par récurrence (Pk)r,w eb (Qulrn: @y
est tel que @(Gh) =1, Py =g(@Qy).
0 Pour k1

Pp=o@d o Q=@ i+o(Qy).

Les conditions (3) sont alors vérifides. Soient 1, = 1 el ¥, == ¢ pour tout k.
Montrons que les hypothéses (o), (8), (), (8) du théoréme 1 sont vérifides.

(@ swm |fEH @) = 1f* 0 (0)]  avee Q< a<g @
k-1 RSy ’
(p(Q.’c—l) ‘ W+

It | o148 -
BT el (‘P(de"‘?(@kq))

¢ étant non déceroissante:

Py 100 )| < A9 @) |F 0 ).

fPH_t(Qk- @ (@r )) f[I'H)( N

Comme llm (@ 1P} = + oo, d’apreés (A); (e} ‘est alors réalisé.

kot
() sup  PplfO@)| = Pklf‘”(a)l ot Q<<
Qg <2<y,

Pyl fe) < g(a) If9(a)].
Draprés (B), (B) est done réalisé.

(v) inf (fO(@)[ R = |f)MD ot Qi< a< Gy
Q... o=
P (Qr_1)

(i) ll(i b
Pulffe] Q-1+ 2(@41)) _
Doaprés (1) et (3), on montre facilement que ¢(Qk—1)/¢(Qk—1+‘p(Qk—l)) _

P (@) | o) M,

“est minoré par un nombre m > 0. D’aprés (C), (y) se trouve alors véritié,

{8): Cette condition est trivislement vérifide puisque 1> 0. Do
le résultat.
© THEOREME 3. Soient f: RT—R et-g: BT —R. ¢ vérifie les hypothéses.
(1), (2), (3) du théoréme 2. Il emiste m, > 0 tel quen tout @ = @y, [ admette
une dérivée seconde continue vérifiant:

(Ag) lim g2 {m)f" (@) = 0,
{By) lim f'(2) =0,

. 400
(Cy) hin g (@) [f'(8)} = +-oo.

Alors la suite (f(0)}nay o5t bquirépartie modulo 1.

Ce théoréme, bien que comportant Phypothése (A,), généralise en
un certain sens le théordme de Fejér (en prenant ¢(#) = zfa, o> 1)
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Démonstration. On construit (Ppliay 66 (Qu)ra comme dans le
théoréme 2. On veérifie les hypothéses du lemme 1.
Soit N e[Qy1, Q] et s0it gla) = F(N)+(@— N)f ().

L

N N
S —SF P < Y |e(f(m))~e(g<m)}|+§ > elgta).
mzN—PkH o=N—Pp+1
@y —g@) < 3PLif" (@) ol ac[@p.— Py, @yl
Ifiw} —g ()| < M2 (a)] f”(a ¢ pour k asses grand.
D’olL .
N
2 le(f(@)) —elg(@))| < &P, pour % assez grand.
2=N—-FPp+1
Draprés {B;), {f' (¥} <1 pour k assez grand. Donc:
N )] P,
a=N~Pr+1 2”f N)” 2|f‘ |Pla
#1F (W)} 2 mg(I)|f'(N)] ot m est un minorant > 0 de p{Qx_1)fp (Qr_i+
‘I“P(Qk—ﬂ) .
Daprés (Cy), dés que k est assez grand on a
: N
2 elg@)|< Py
—.N—Pk-[-l

ExevpLE 1. Seient &k un entier 2= 2, o et § deuz réels > 0, g une fo'rw-
ion holomorphe au voisinage de Uinfini telle que g(oo) £ 0 g réelle sur
T, + ool ot @, est réel, b une application de Tm,, -+ o[ a valours r éelles = 1,
telle que:

Im A{g) = -+ oo;
fag st

h(@) < «f,

b est- continument dérivable et il ewiste £ > 0 tel que

R (x) < 1
<
h{m) oy g
Boit f ielle gque
' (g g(®)
7 :b'log“h( @)’

Alors (f(n))nex est bquirépartie modulo 1.

Démonstration. Nous prenons ¢(@) =a* ot 0 <u <1 et t = k.
Les conditions {1), (2), (3) (B} du théoréme 2 sont triviales. La condltlon
(0) est vérifide dés que (k—2ju—1 > 0 car

£ Hu=1

¢ (w) | f(k) (@) > Toga pu'isque. " logh(s) < log® et g(oo) # 0.

icn
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Pour réaliser (A), éerivons g{@) = h{1/w) ot h est holomorphe au voisinage
de 0. D’on:

v () () (a)

= Qg () e

FEED gy — af gl S
slogth(z)  «*log®h(x)  wlog*'h(a)’

Pour avoir (A) il suffit de réaliser w(k-+1)—1—1/k—e<<0. II hllfflt
finalement de réaliser

1 14+1/k+«
k—21- k-1
1 k
et de choisir # dans} P 17;1_'; 1+8[v: 10, i[. 1! suffit de prendre
w1, )
- T "1k e]

D’ou le résulta,t.

Exempre 2. Soit f(o) =logs+ 3 e~ g™ Alors ( f(n))u;N est dquird-
=l -

partie modulo 1.

G. Ranzy [4] & démontré que si f est une fonction entidre qui n’est
pas un polynome, telle que

Iim sup loglog M (7). 5
r>to loglog 4
{ow M(r) = sup [f(2)

=2
On peutI voir giie ces fonctions entiérss vérifient les hypothéses du
théoréme 1. L’exemple 2 donné ici est celui d'une fonction analytique
non entiére vérifiant les hypothéses du théoréme 1. Nous ne donnerons
que quelques indications sur la définition de Py et .
Pour k= 2, on pose t;, = k et 1, = 1/k. Soient

)]}, alors (f(%)),,;N est équirépartie modulo 1.

Ly = =k, my=Ipn—I, M=,
kI ' M,
Po=ns, Pp=e% et Q=i

. Conditions suffisantes d’équirépartition modulo 1 de (f(D,))pen- -
Noug nous contenterpns d’exposer ici deux lemmes dont les coneclusions
permettent, d’aprés [6], de démontrer que la suite (f(p,,))mN est équné-
partie modulo 1.

LE'MIME 1. Soient

— A ef B deuw réels > 0; & un entier > 1 N un entier =2, r =logN;
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e A ¢t F deun pavties de N dépendant de 1 et N;

— y une application de N* dans C telle que si ¥ <V < YN
on aik:
(0 Dy <¥r @ D P < X'
Y—-¥F<ys¥ X Y—-¥<ys¥

— f une application de [1, + oo dans R el
S—S‘w ) D elfteay)
.’ve;?

oh la sommation est élendue aux (@, y) tels que thoy <N ot ANty
L NB“S¢t, _

On suppose de plus que f est continument dérivable & Pordre k+1 (k = 2)
et qu’il emiste une application o de [1, + ool dans RT et &, 0 < ¢ << 1 tels que

(1) ' @ €st non décroissante,

) pla) < (a)2),

) 2P < gla) <2
(4) @) | f O )10 » 1,

) .pw D)) < o,

) If¥ ()| < &9,
N /@) < kP (a) +af (@) < 119(@)].
Alors il ewiste o dans 10, 1[ tel que

§ <€ N,

(Remarquons que st les hypothéses sont vérifiées pour > 0, elles
Ie soné pour &, 0 <& &)

Démonstration. On partage [AN®*t~1, BN®5t™1] en au plus < 7
intervalles b, M[ avee 2 <<b <} - Nous posons 4 =N'® o 0 <p<1
et distinguons deux cas:

1) tz= 4. On majore trnnalement 8:

< D ww Y L

M bM<ysM pNt—2pr—1p—1
D’aprés (0):
: 8 PN,

2) t< 4. Nous partageons M, M] en intervalles 1Y —X,, ¥],

de longuenr Y, = (1—b)MA™". Il v a 0(4) tels intervalles et il reste
un intervalle de longueur inférieure ou égale & ¥, Il est immédiat de.
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vérifier que pour N assez grand, ¥/2 < ¥~ ¥, < ¥ et que pour ¢ < 1/10,
ona ¥;= ¥%.

Posons:
Z=NTYT et 8= 3 wly) Y elfteay).
i Y-Fg<y=sF Zda— g
yeF . ol

Comme Nt *y '— Nt ¥ g Nt Y, ¥~° € Z47, il est immédiat de
voir qu’il suffit de montrer que
8(Y) €« »*ZY, 471

Partageons enfin 1247, Z] en intervalles 10—V, U] de longueur 1
= 0(ZA47") et un intervalle de longuenr inférieure ou égale & V. (V sera
choisi nltérieurement.) -

\ Soient :
ST, U= X ply) > eftray)
Y—Yy<y<l U—VP<aT
yeiF :z‘s.:f

et
S, (T = 2 e(f(ay)).”
U—-¥V<zlU
Les”
11 suffit de montrer, pour obtenir le résultat final, que
BT, 0) €« r2 ¥, V471,

]?’aprés I'inégalité de Cauchy et (0), puis d’aprés linégalité de Hilder,
on a, pour tout entier 1 > 2: .

(Y, DI <A Y IS, (D

F-Fp<ys¥
Majoration de Y I8, (D" Pour 0<Lj<k, soit
F—Fo<ysF¥
. (BT
ﬁ]‘ = __M“ﬁ_
Alors:
J(#zy) = By (a— DB+ ... +(@— T+ R
avec ' ’
(@ — )"+ (o1} /52 .
'R'=Wf (Fye) o T-V<o<T.

Prenons V =Y U)/12Y. Comme V/U < { NA"’)“‘ d’aprés (3), on a,
pour N assez granhd:
R YUye= YT,

5 — Acta Arithmetica X3XIL4
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Daprés (1), (2) et (5) on a:
B < FH(fye) [N (FPye)| € (PYT)™" < (N™4)".
< ef(1+e),

Par suife, dés que 1.2 ona B < 471 On a alors:

W= M

Uw¥V<eU
aeH

o{fi(@—T)+ ... +fila— TP +0(V4™).

Véritions que V = 0(Z47") et V » NeA=S des que p < &/4

e UY) z-1 P (XN)
#Y 4= Td <!
dés que 1.2¢ < & d’aprés (3).
p(UY)  Tp(ZA7'Y) _ Tp(NAY) _ ZA 'e(NA™Y
= = =
7Y Uy | N Na-t
Daprés (3), Y < BN"*t"Y ot i~ = 4™, on obtient
1% > Ved—sjs—s > V‘A’]_s. .
Soient .
Q== B = (Bry ey Br) e RE, Vi e{l, L, B} 1B —B5l < 377471,
To(B) = 3(51(“’—17)‘5‘ . +ﬁk(m_U)k)r
U—-Vsa<U

&eE,

7, 1a fonction caractéristique de 2, modulo zE,
On a:

8y (T = 4114 (B)" 4 O (£ FHA),
Intégrons sur £, et sommons sur y:

® D s

Y-Fy<y<¥

1 1
[ [z

F—Yy<u<¥

mes T, To(8)) By ... BByt 41X, VA,

Nous allons montrer qu’on peut trouver un majorant uniforme A

de 3 m(p) tel que A € ¥, N % oL 4 > 0.
F-¥o<y<¥ :
Soit y,e]¥ — Yo: Y1 I sufiit de chercher un majorant du nombre

d'entiers ye]¥Y — ¥, Y1 tels que

14 () —Bil (I < <3VRAL,
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Soient
Bly) = Fly)—Bulye) eb  8(y) = ¥ FONLTY),
0 (y) = (P Ty) + £ Uy 0@ Uy)).
Daprés (7), on en déduit qu’il'existe veq,y+1[ tel que

ok

P 0@ T < oly+1)— 6() «‘ik,— AU

Deaprés le lemme 9 chapitre 1 de [7], en posant conformément aux nota-
tions de ce lemme:
W
A

= VR4 = R fR T

on a:
A Y WA WY '+ A7+ X7,

(L’hypothése A = 2 est inutile.) Nous majorons chacun des quatre termes
de cette somme: . .

Terme WA
WA = T¥472,

on a en prenant 1.2¢ < £/3:
dés que 7 < &3,

Comme V » N°4A7%
WA‘-“! < I\'T—!fa _@ N—iﬂ

Terme WXL '
WY,!

Y;!
" H fO( Uz)|
Comme ¥, < ¥ '4, et d’aprés (1) et (2):
yE-t 1
(:-JZUM -1 f"" # Ut)i E Y0 [fRE O’
o (8 X7) [ F® (2 U'r)| > ¢*(#* Ur) Qaprés (4). En.utﬂisant (1), (2) et -(3)

— V;kA—l

WYt «

WY < (NA1R,

-1
Rz
11 suffit gue o <1/5 et 5 < ¢/8 pour que WIT! < N,

Terme AL : )

. A~ € L O Tl
Comme # 0t €« NA™! ot v< ¥ <€ ¥N"¢* d’aprés (6):
S . A—I < t&kN{k—l)IZt—k-[-l(NA--I)-—k,".’.'
Comme < A: :
A-—-l < Asz—Uz.

Pour avoir A=Y < N~ il suifit de réaliser < 1/8 et g <1 [10%.
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Terme Y3
17—1 < y-—-ld < N—D'%fﬂ N_0'24A2.

<
Il suffit de prendre 5 << 0.12—2/3 et 1. 29 « £/3. Par suite il existe bien
1 >0 tel gue A € Y, N~ Posons '

T =D elbulo—U)+...

U—-¥V<agll

+ Bile — U)).

Comme

1 1
[ [T, ... ap< f f|T i”dﬁ] dﬁk,
4] L]

Pinégalité (8) donne:

8, (T

F-Ty<y<T

<4EV“

kk+1)

1 1 .
AXN [ L[ TR, ... Bt £ T, T4,
- ] 0

D’aprés [67, en choisissant un entier & > 0, 1 =

1 1
[ [izeras,...

1Ek(k+1)+kk, on a

gl
Ay < EMloghyyp. 200t

gvec

]c(k 1}

L\;’} =

= (k—;—l)(lw»i—)h ot K = (48112 1FEE

Soit & > 1.qui sera choisi nltérieurement. Prenons

B — [ 3logk+loga

1
— 1— =

I8,(T)* < 4K

1
+1J et = [Zk(75+1)+kh-i— %]

Yo (logh V) VHErdd =21 L 41 7, 724 =3

Y—Yu<ua£F
On va réaliser
AN € 4" ot (log"V)VN-7 < 1.

La premiére condition est réalisée en prenant e < n/l.2(k420).

Pour la seconde, utilisons V< N. On a Op < 1jak. T1 suffit de
réaliser —#+1.20k--1/ak < 0.

En prenant finalement: : . '

&

16
<02: v e e/8r g o
0<.8\0 ;a ) 7,!. ef8; o Toi

25k2log
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on obtient:

Y |
IF—Fy<y<¥

ST < T, 7247,

Dot le résultat.
Ly 2. Soient N un entier > 2, r = log N, @ < [1, N] ok @ dépend
de N, M et M' tels que X"™ ¢« M N et M4 < M' < M[2. On pose

Sa= 2 elftdm) ow f: 1, +oo[—R;
M <a=Af A
8 = §‘Sd

drsN
On suppose que f est continument dérivable & Uordre k+1 (k= 2) ef qu'il
ewiste @2 J1, 4 oof dans 31, +oof ef &> 0 tels que:

(1) . ¢ est non déeroissante,
(2) o(z) < g(@/2),

(3} 2"t < o(e) < o',
(4 Dis) o(@) [P (@) » 2,
(5) ¢ (@) | @) < a7,
(6Dbis) ¥ (@) <o~
Alors il emiste o dans J0, 1] tel que '

§ < Nt

Démonstration. Dans ce gui suit, ii est sous-entendu que d. est
élément de 2. Soit 4 = N° oll g > 0 sera fixé par la suite. Posons:
8; = 0 si toul élément d de Z est strictement supérienr & N M'“1A“1

et §; = 3} 8, sinon.
<N 141
Sg == 2 Sd‘
d>NM—-1a—1
On a
S = Sl+82.
On &

8, € NMUA™IM — NA

Nous allons montrer que pour é > NM ™47, on a §; €« MA™". Puisque:
d < NM™ on aura 8, < N4™%

8; = D elftam).

M'<wp<inf(M, N/d)
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Partageons 1M, M] en intervalles 1X — Xy X1 ot Xy = @ dX y/d. Pour
obtenir le résultat, il suffit de montrer que X, = o (M4~ Y et gue

D e{ftam) < XA,

. x-Xg<axx
X, oaxd 4 A A+
AT < e <SGy < waoamxy Sy~ 0w
. dés que
£
es [

Vérifions que X, tend vers infini avee N, uniformément par rapport

a4 X:
pldX) p(dX) X
X5 ",
d ax > (d) > ¥

Soit # situé dans X —X,, X]:

_ ©
fldz) = f(dX)-+(z— X)df (AX)+ ... + (20— X)"d"f gzc) +R
olt
L . f(k-)-l)(da) .
R:(m«X)""'d"‘L W’_ .X—-’ou"'<a<X,.

axy |\ .
M) ¢ (AX — dX,) | fV (da)|.

Comme X,/X =o(1), on a pour N assez grand dX-—dX,>dX/2 et
d’aprés (1) et (2):

® <

Pp(dX)
pax—axy <
Enfin d’aprés (§): L | .
RE<N A €A si p<—
- STt
Posons
"(dX )
= f@x) + (- )T bz (ax)
et ’ :
Sa=_ D elglm).
X-Xg<eX
Comme

3 felstam)—elgtan)) < Ta,

XX, <W<X

il suffit finalement de montrer que 8 < X4~ 1
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R X)
E! )
Xoyay, < (@XP~2dr-1(dXx)ske—e
d’aprés (6 bis) et (3). Corome d < N¥ et X » N¥:

Appliquons le lemme 0; soit aj =

Comme % > 2, on peut appliquer le lemme 0 dés que N est assez grand.
Soit:

e ——
18%2log —
e

on Bt
1

8y <« X1 X, PATTLGCE

Comme X,» N, en prenant o< A(k,e)f4, on a
Xé“-i(kﬁ) & XOA_I,
I;liaki—ll(k—s) <& (Nd—l)—s
d’apres (4 bis).
Il suffit finalement de prendre ¢ = &/T2k*log(k/e) pour obtenir
8 < XOA“I.
Dot le résultat.

TEEOREME 4. Soit f: RT—R continument dériveble & Pordre k41
(k= 2), telle qu’il ewiste g3 RT—=R et &, 0 < & <1 tels que:

(1) @ est non décroissamé,

(2) - ple) <€ pl@f2),

(3) #PF < pla) <4,

(4 bis) | p(2) [P0 > o,

(5) : G (@) | o (@) < 570,

(6 Dis) If® (@) < S,

(7) 1F®(@) < 1f® (@) +aff ()] < 1fP ()]

Alors la suite (f(D,))nev et équirépartie modulo 1.
TLa démonstration se fait comme celle du théoréme 5.1 fa.lte par
G. Rhin dans [5] page 241 (en prenant le cas V = 1).
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On arrive ainsi & Dexistence de o> 0 tel que ' e(f(p)} < N'~e,
' PN

frd

Comme les hypothéses (1),(2), ..., (7) sont encore véritides pour mf, m
entier non nul, on peut conclure d’aprés le critére de Weyl.

TrmorEME 5. Soient PeRIX] de degré b= 1, de coeffwwnt de plus
haut degré > 0 ef ¢ un réel > 0. Alors:

— Bi he¢N, lo suite P°(D,),ov 65t équivépartie modulo 1.

— 8@ heeN, il existe un polynome Q réel de degré he et une fonction
holomorphe w au voisinage de O telle que w{(0) = 0 ot

1
Pix) = Q{w)+y (?n_)

8t Q@) —Q(0) a au moins un coefficient irrationnel, (P(Dy Y ner 81
équirépartic modulo 1. g

8t Q(z)—@(0) a tous ses coeffmenﬁs rationnels, (P”(pn))mN n'est pas
bquirépartie modulo 1.

Démonstration. Snpposons hegN. Vériﬁo_ns que les hypothéses
(1), (2); (3), (4 bis), (5), (6 bis), (7) du théoréme 4 sont vérifides. On pose
¢ = he.

Nous prenons ¢(#) = o* avee § < u < 1. (1), (2) &t {3) sont anxales

11 est immédiat de voir par réeurrence qu’en posamnt Plz) = ahm +

- oy, eb fle) =P%w), on a:

9 (m) r: a(c—l) (c—k+1) sa® Tk car o ¢A.
Vérifions {4 bis) et (5):

oI (@) P e)] o e (¢! 1) ... (¢ — B+ 1) 4otk
@) N (@) e’ (¢ —1) ... (of
Il suffit alors de réaliser

—k)ag 1 pHE+ e k-1

wk—e)+o' —k>e(k—e) e w(kil)te —k-1< —oe,

- On réalise: ‘
¢ —e o' e ¢d+s 1

146~ <i—— et 1— —.

A ] b+l 2

Il suffit de prendre k> 2¢' et s<C o R 3k+1).

(6 bis) est véritié dés que ' — << — 5k[8— e. 11 suffit, puisque ¢ < 1/2,
que k=3¢ -1, _
Pour vérifier (7), posens 4 = Rf ™ (o) + mf D (20).

A e —1) . (¢’ — k1) ala" k.
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par suite (7) est bien vérifié. Il suffit finalement de prendre:

B o=max(3¢-1,2) e g:n1in(0.2;m~c%).
Btk+ei

Alors d’aprés le théoréme 4, (P“(pn)),iw est dguirépartie modulo 1.
Supposons ke = ¢'eN.

L Oy ay \°
fla) = afa® (14 222 4 )
;& p @

On développe an voisinage de I'infini la fonetion

g, a; \°
a1 2 )
- &%

Yol Pexistenee d'un polynome € et d’une fonction holomorphe 3 au
voisinage de 0 telle que

: 1
PO =0 ot Pc(w):Q(m)"HU(E)-

On conclut alors en utilisant le théoréme 1 de [5].
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