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~ Einheiten und Divisorenklassen in Galois’schen
algebraischen Zahlkorpern mit Diedergruppe der Ordnung
21 fiir eine ungerade Primzahl [*

von

FrANz Harrer-KocH (Bssen)

Ziel dieser Arbeit ist ein arithmetisch-korpertheoretischer Beweis
der Klassenzahlproduktformel fiir galois’sche Zahlkérper vom Grade 21
mit Diedergruppe (fiir eine ungerade Primzahl 1) sowie einige damit ver-
bundene Strukturuntersnchungen fiir die Binheitengruppen und die
Divisorenklassengruppen solcher Korper; dabei werden Resultate von
G. Grag [B] iiber die Divisorenklassengruppen und von N. Mosger [11]
iiber die Binheitengruppen zum Teil neu begriindet nnd verschirft.

Einen analytischen Beweis der Klassenzahlproduktformel findet
man in [11], im Falle I == 3 auch schon in {12], ein arithmetisch-korper-
theoretischer Beweis wurde bisher pur im Fatle { = 3 gegeben (Callahan [3]).
Ter hier durchgefithrte Beweis bringt auch im Falle [ =3 gegeniiber dem
Oallahan’schen Beweis wesenfliche Vereinfachungen. '

1. Bezeichnungen und gruppentheoretische Vorbereitungen. Bei 1
eine ungerade Primzahl. Fir einen algebraischen Zahlkdrper % bezeichne Ky
die Einheitengruppe von %, B} die Gruppe der Binheiten & ¢ B mit Nole)
= +1 (normpositive Einheiten), D, die Divisorengruppe, %, die Gruppe
der Hauptdivisoren, €, = D;/9, die Divisorenklassengruppe und ky, = UM
die Klagsenzahl von k. :

Tiir eine endliche abelsche Gruppe A sei A die t-Sylowgruppe von 4
und A die Gruppe der Elemente mit zu I teflerfremder Ordnung von 4;
s ist danm 4 — 4@ A. Insbesondere st fiir einen algebraischen Zahlkorper
k (E,G die I-Divigorenklagsengruppe und (S;v die Gruppe der Divisorenklassen
mit zu I primer Ordnung; &, = \§,| sei die I-Klassenzahl von k und By
= €] = Ty /Ry '

* Diese Arheit entstand im Rahmen eines durch das Land Nordl_-hein-West-
falen gefdrderten Forschungsverhabens.
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@ sei die Diedergruppe der Ordnung 21,
G = {o, 7| o =172 = 1, 07 = 7",

und L/Q eine galoiy’sche Erwelterung mit Gruppe . Es sel £2 der Fix-
kirper von o und K der Fixkiérper von z; dannist ' = K” der Fixkorper
von Toi £ ist ein quadratischer Zahlkorper, 7] dic erzeugende Substi-
tution von £2]/0, L/Q ist eine zykhsahe Erweiterung vom Grade ! mif
Galoisgruppe {(s%; K, K’ = K%, K", ...,E° “~" it ein System von 1
zueinander konjugierten Korpern und 1} lst der zngehirige Normalkérper,
Um listige Fallunterscheidungen zu vermeiden, will ich den Fall reiner
kubischer Korper (I =3, Q2 = Q(V —3)) ausschliefen, zumal dieser
Fall Dereits mehrfach ersehépifend behandelt wurde (vgl. [1], [2], [3],
[6], [T]); insbesondere kann ich dann annehmen, daB I die I-ten Fin-
heitgwurzein nicht enthilt.
Fitr einen (multiplikativ gesehriebenen) G-Modul 4 sei

=leedl o°=¢, AT={ecdl &=c

und '
A" ={eed| ¢ =c'}.
Dann gilt: L :
Lemnia 1. (a) Fiir jeden G-Modul A ist
CAT(AT) H A+
=0
und
: -1 )
A= {4y = [[ian
i=0
{b) Ist A ein G-Hodul endlicher ungerader OVdnung, S0 18t
Ar =AM, AT =4
und

4 = ATpAd-.

Bewais. (a) Zum Nachweis der ersten Gleichung geniigh es, zu zeigen,
daf mib jedem.ced¥-(47)" anch ¢* in 4*-(4")° liegt. ‘Es 1st {4ty
=focd] & = ¢}, und fiir jedes zed ist o' "ed* A g (A
Isb nun c e A% (A7), 50 ist

v 9
- PSSR LI AR
e” == - . ,
€ 4]

also ¢ e A*-(47), und wegen o = (6)®*? ist auch e AT (AT,
Die zweite Gleichung beweist man analog.

3

Einheiten und Divisorenklassen in (aloig’schen algebraischen Zahlkarpern 335

(b) Die Zerlegung e = e+ 1)+ Li{e—1) der Eins von G liefert die
entsprechende Zerlegung fir 2-divisible Moduln, worans die Behauptung
folgt

2. Die Stroktur der Emheltengmppe. Naech Lemma 1 ist . Fp-

-1

=11 B_; wegen

EKmEKr :EK'EKrnE_Q - {1}
ist der Z-Rang von By -F.- B, gleich der Summe der Z-Ringe von By,
By vnd By, also 1—1, fally T imaginir ist, und 91—1 falls L reell ist.
Daher igt der Imdex

a = (By: By By By)

endlich, Sei ‘
) EL]Q = {EE.ELJ .ATLH‘)(E) = 1}
die Relativeinheitengruppe fiir £/0; dann ist B% B3 & By, und da I

nach Voraussetzimg die - ten Einheitswurzeln nicht enthalt st BEyonlp
= {1}, als0

4 = (EL:EM_,-EQ) -(EL,D:E;E}).
Ich setze
&y = (EL/Q’E*K'E*K')
und erhalte damif :

flgy » falls I imagindr,

=1 & galls T reell.
(ED:NLIQEL) . .

Nach N. Moser [11] ist a € {1, I}, falls L imaginir ist, und a & {1, 7,7},
falls I reell. Dariiber hinaus werden in {11] alle moglichen Ysomorphie-
typen von ¥y als G-Modul &ngegeben Ohne die gesamie Theorie der

~ ganzzahligen Darstellungen von @ zul verwenden, zeige ieh:

SaTz 1. (a) Bsist ap e {1,1}, falls L smagindr, und a, € {1,1, '}, folls
L veell tst. .
(b)) @y = (BB R,
(0) NywHra = .
(d) BEC "\E,r,'m'ljm ? “‘5110 59/59; dabei 15t S0 = HxODro € Hio-
Beweis. Sei ¢ cine primitive I-te Einheitswurzel, B = Z[{] und

Ry = Z[L+L71; dann st R e Z[<a>_]/(1TaT.. +af— ), und
A= Z{@E+at ... +07) = RORe

mit % = 7-p(L+06 4 .. e
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Da L die I-ten Einheitswurzeln nicht enthilt, ist Hy,, ein torsionsfreier
R-Modul vom Z-Rang 1—1 (falls I imaginir ist) oder 2(I—1) (fails L
reell ist); daher ist Bp, ein B-projektiver A-Modul vom E-Rang 1 (im
imaginiren Fall) oder 2 (im reellen Fall) und es ist nach [8)]

(1—-2) -k,
(1—-0% 0 ED{I 0% 0.k,

~ tfalls L imaginér,
Bja = falls I reel
it Idealen a, ay, 0, vou R, und &, g, &, £ {0, 1}, Bei diesem Isomorphis-
mus entspriecht der Anwendung von ¢ auf Hr, auf der rechien Seife die
Multiplikation mit ¢, und der Anwendung von 7 entspricht der (im ree]le:u.
Fall komponentenweize) Ubergang zum Konjugiert-Komplexen.

Sel nun zundchst I imaginir. Setzt man (1 -} RnE, = p, so wird
E% ~p‘a und Fy-Ey =~p'aR, also

ay = (Bpjo: By -By) =T ef{l,1}.
Anderseits ist aber
| B By =By NHyp =1-(1—0a
nd '
B9 = B0 a1 (10,
also sicher '

(BB B =1

Sei nan I reell; dann erhilt man durch Anwendung desselben Schlus-
. 868 wie eben auf die beiden Komponenten von (1 —{)o,B@E(1—E)2q,R

(EL/Q E}EK) = 151+ € {1, l, Zr }
1nd
= (B0 Byt ).

Damif 1st {2} und (b) bewiesen,

Zum Beweis von (¢) beachfie ma,n, daB R/Ra eine zahmverzweighe
Erweiterung ist. Daher ist Spgyp, (B) = By, also auch Spyyp (1 —£)°aR)
= p’a, woraus nach dem oben Gesagten die Behauptnng folgt.

Fir den Beweis von (d) sei zunfchst ¢ e K* mit (o) e Hz, = BL,,,
wegen DL, < Dy ist (e € $5 < DF. Nun ist aber D n:DK = Dy = g,
also (a) € Hp; daher exisbicren m = Q und s € Ex mit o’ = me, und genan
dann ist & € By, wenn m € 0%, also (a) € Hg, was wegen der r-Invarianz

von ¢ dguivalent ist zu {a) €9Hg. Ans of =me folgh &% = (%, also.

o'~ e Byo und & " ey, Die Zuordnung (e)-+£"° definiert einen
Homorphismus .

I -“5K,n .59/59_>E}EUQE§‘[DJ’EE_@ .
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Ist f{(a) Do) =1, 80 ish o = me mit m e und &'~°c BP9 also gibt
es eine Binheit ey mit £° =509, woraus & = +7'e B, und
damit (@) € H, folgh. Fiir den Beweis der Surjektivitit von f el el
und y e By, mit 677 = 9% dann ist aber y = 6 mit einem & e L*.

(i—1)y2
Sefzt man nun m = N, (_67) md a = & Ny (6)7 ™) so igh
59) - al—a- El(i—ﬁ) u

3. Die Struktur der ambigen Klassen. D, , ist die Gruppe der fiir
L/ Q ambigen Divisoren von L, Dy, /$; . ist die Gruppe der von den ambi-
gen Divigoren erzeugten Klassen (stark ambige Klassen) und €;,, ist die
Gruppe der fiir L/Q ambigen Divisorenklassen von L. Nach [13] ist

h’ﬂ R lwwl
(Bo:N L,’.@EL)

meQ, ce K" und me = o, also f((a

|:DL,0/5L,UI =
und
(€,0:Dr,0/9r.0) =

d&b(}l ist w die Anzahl der in I verzweighen Primdivisoren von 2, Seien
pp ooy G Ge r».mva.nanten Primdivisoren von 2, die in T veraweigt gind, .
WA Pyyeevs PasPlyeies pb die nicht z-invarfanten in I verzweighen Prim-
divisoren von 2, q; =0k, p, = EB;, pI =7 (P; =PI); dann isbw = s -+1,
und es gilt:

Barz 2. {a} Dis Einlagei‘uﬂg CprsCp st injekﬁ?).
(). O 1-90/9, ist eine I-Gruppe, und es ist
(51.0 55-@ 59) (E.Q NL!QEL)
{c) 5}:0 ‘DoiDo = Dro DalDo =2 Hr /Do = KE'Qn BBy
Es+t - (EﬂnNL/ng :NL;’QEL)
(5;;,0 $Ha:Ha)

re. (Bon Ny L™ i Nypollp)

dy - ’
() Ist L/Q unveraweigt, so ist Hi:

[TF,]

Bewels. (a) Sei H die Gruppe aller ¢ e By, fir die ey ein feL”
mit 77 = ¢ und (f) € D gibt. Dann ist nach [10]

Ke(Cp->G;) == H/E,

(EQHNI",DL NL[!',EL)

(4 165,] = IGHI-

':1033[“

De/HDe =1 und
= WE'(EQ-’NL/QEL)- |

"nun ist aber

CRIEN

B < By B s HY(ey, By) wnd |, Byl = — (BN g}

5 — Acta Arithnietica XXXIITA
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mit v = 1, falls L reell, und © = 2, fally L imaginar ist (vel. [13]). Wegen
By = Ny By, ist .
2, falls —-1¢ N, 8,

B Ny Flz) = 1, falls —leNyxh;.
In jedem Falle ist —1 ¢ By, aber —1 ¢H, da L = K(Vd,) (do ist die
Diskriminante von £) nnd d, in X kein Divisorquadrat ist. Ist nun ent-
weder L ima,glnmr oder L reell und —1e N, H,, 80 ist Ef JELT von
der Ordnung 2 und wird von —1 erzeugt; daher ist H == By " Ist L
reell und —1 ¢ Ny B, so gilt fiir die Grundeinheit o, von Q: w,e A,
aber @, ¢ H und —w, ¢ H; also ist B7 /B, " eine Gruppe der Ordnung 4,
erzeugt von — 1 und ,, woraus wieder H = By '™ folgt.

(b) BEs ist $F Ho € Hr, und

. _ {(D,0:D0) (Bp:Ha)
) (51;,,0-59) - _(:DL,O:S’JL:D)

: (c) Wegen H,NHo = Hg 186 Hr o Holde ;5K,9f559: und wegen
Pro S Hio ist auch $Hg - HolHo < 551:,0 96/90. Sei nun  (a) Egﬁu;
dann ist {«) von der Form ‘

(2) = o] H (B H Qp

mit &, 6;€{0,1,...,1—1} und aeDF, also (a)2eDg,; Wwegen (a) it
dann aber {a)? € Hg o, und da nach (b) H7},°H0/9x.o Do eine {-Gruppe

ist, folgt (a) Ho €Hx o DolPHy. Fir den Bewels von Hix o/ Ho ~ K'On
NEg B, sel (a)eSjKU, dann ist (a) € Hg, also gibt es ein s & By und

=1-(By: Nynky).

ein m e mit & = ¢'-m. Man rechnet nun leicht na.eh daB (a}—se den

gewu.uschten Tsomorphismus definiert.

(@) Tst BonNpol™ = NpoBp, so 86 €pq = DgofHre, also
auch Cf, = ('I_)L,ﬁ]SjL,u)‘L. Ist BorNpoL* £ Ny oHEy, so existiert eine
Klasse Cf e €F ; mit (! e @, derart, dall Cro = {1 ¢/Dr.0, Coy (vgl. [B]);
daher ist in diesera Falle |€F,] = [(Dz,o /551;0 14i-1. In jedem Falle geniigh
o8 alfio, 7 zeigen: ' :

D ] a+ = (.SE w
BuaiSral’l = 108 e o)

Zs +i

Aug der Exaktheif der Sequenz
- 1950DF (D, nl'55L )T=H ({2, 55}': 7

folgt zundchst ZDL ofHi = (Dro/Br,0) N wnd ¢° DT, /HF, tiir jede Klasse
Ce(DofDr0)™
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Sei 01 €€y die Einlagerung von €, in G, dann isk

(:{)L,uiSL,ﬂ)! < ‘(Gﬂ)’
und fiiv ¢ & (D /)"

=(02)"+"*~- e (D /5L (),

woraus
(®L,u/5L,a)+ = (502.0!-52_0) 't((gﬂ)+

folgt. (EL'? 91,07 wird also erzeugt von :(€,)" und den durch die Divi-

soren P, By, ., BP,, Dy, ..., Y, definierten Klassen ven L, es ist daher

51t
(©rafSr = MELIT

dabeil ist & die Anzahl der Ha.upf,dwlseren

(a) """IH liB)tHQlef)Lo

mit &, & e{0,1,...,1—-1} und aeD, derart, dal o " eH,. Nun ist
aber ¢* = a'~"-a'*", und daher ist mit o~ auch o Hauptdivisor. Ist
mm (a) € HF , wie ebe:a, 80 liegt mit

{ H PPy HQ] anch f[ (B

i
R
. ie=] i=1

m Hro;

daher ist b die Anzahl der Ha;uptﬂivisoren

H(ﬂs,ﬁsl Hm‘ess“

=1

mit ¢, d; {0 1,...,1—1}; diese bilden aber gerade ein Reprisentan.-

_tensystem fiir Sj T 559/559, woraus b = (HF - H,:9H,) folgh. Zum Beweis

von (d) ist nun nock 1:(€,)T] = (€4 zu zeigen, Dazu beweiso ich:

&} deflmert einen Isomorphismus CF-—:(€,)7F.

‘Fir ¢ e @, ist genaun dann ¢(C) e HGe)*, wenn o{0)" = ((07) = 4(C),
also ¢!"".e Ke:, was dquivalent ist zu C® e Ke:; damit erhilt man einen
Isomorp hismus

- {GE(‘:Q‘ GZEKGL}j’KGL:‘r ﬂ(@g)-‘b.
Ist 0% e Ke, so ist 0% = 1, also
GeG; und ¢ = (Qyi2.g-
woraus wegen Ke:nG} = 1 die Isomorpkie
{0 €€, O e Ker}[Kes = €}

e (Ke:) €5,

~ folgt.
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(e) Ist L/0Q unverzweigt, so gibl es keine in K vollverzveigte

Primzahl, und daher ist Hz, = Ho, woraus mit (e}, {(d) und B, © NppL™

die Behanptung folgh. ®

Satz 2 hat die folgenden Konsequenzen fiir die Struktur der Ein-
heitengruppe:

KOROLLAR. (a) g, = (K'-QnBg:Bk).

() Ist L]0 unverzweigt, so st ay = 1.

(¢) Tst L imagingr, so ist a e {1, 1}; ist L reell, so ist a € 1,1, 1.

Beweis. (2) mad (b) folgen nnmittelbar ans Satz 1 nud Satz 2. Ist L
imaginir, so ist @ =ae{l,l} nach Satz 1; ist L reell, so ist

a,l
a = —‘":0—-: aher g, = (51:,0'593512) Sl (Bog:Nypky). m

(EJJ:A'L]QEL)

4. Die Klassenzahlprodukiformel. Ziel dieses letzten Paragraplen
st ein arithmetizcher Beweis der Formel

hy = ahg
ro
mit - >
_f1, falls L imagindr,
" 12, falls L reell. .

Den Beweis fithre iek getrennt fiir den zu I primen Teil und den (-

Anteil der Divisorenklassengruppe; der zu I prime Teil ist einfacher:

84Tz 3. By = hip - h

BEWBIS Wegen d,er Injektivitit der E1nl&germgen (Ep—>GL und.
(SKa»(EL kann ich QZQ und GZK alg Untergruppen von (.,L betrachten. Wegen
H({, GZL) =1 1813 (EK (EK C(EL , und wegen ('SID —(Sp st &
- Cr/C,. Tk C E(EKH(SR , 50 igh 07 = ¢ = ¢, also auch ¢* = ¢ und

NgiplC) = ' =1, also ¢ = 1. Das Produkt G_‘,K (EK ist somit direkt,
und ich erhalte hK = hK hK. < hL/hQ. Anderseits betrachte ich nun den
Homomeorphismus

12 @L_} &KQ-) @Kr@)&g‘,

definiert durch ¢(C) = (Nyx(0), Npx(C), Nppo(C)); fir CeXKep st
¢ =" =07 also 0 = ¢ und damit wieder wie ohen ¢ = 1. ¢ ist
also injektfiv und daher faL = faK ﬁq [

Die TUntersuchung der I-Klassengruppe wird besonders em:faeh
wenn L[ unverzwelgt ish.
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Sarz 4. Ist L1Q unverzwelgt, so gilt:
() Cx (EK’_: &i@-

(b) ‘FE.IL_U = @K(EK
_ ‘}'? _7‘12' PSPPSR Sy
(c) By = @ hghy it F = {1, falls L imagindr,

NG “ 2, falls T reell. _
Beweis. (§;) Nach Liemma 1 ist Cﬁin = (%KH(HSZNK,; istnun ¢ E&Kn@g.,
go gt F = 0™ =C(, also €C =0" = (C und T e@F,.
(b) ’Wegen der Unverzweigtheit von 5/Q ist H{{od, (EL) =1 und

daher GA (.,;L < L}J °. Ich betrachte nun den Honwmorphlamus @ GZL—a-
“?CEK@GK , definiert durch

pl{C) = (W*lf’:(a) -'\TL K'(G)}-
Genan dann ist Ce Keg:, wenn €° = C°° = (%, dh, wenn ¢F = (!
md ¢° =, also ¢ e(SL e Aus Keg = (SLD folgt mit Lemma; 1

{GLE _ iELi * |(EL,91

Ex@Cx| = k> — 18508,

(Gz,0! 1€l
aber anderseits ist anch
- - - h2
o O U
' E(ZLGJ
woraus G1 " = G, -G, folgs.

(6) Bs ist by = [€) =185 " 1€x4l, €s,0/= Rafl, und nach Satz 2(e) ist

R R
|(§}j’u1 (EJJ:NL]QEL) ’
da €} = 1. Nach dem Korollar zu Satz 2

€0 =

sk @y = 1, also im imagindren

Fall ¢ —= 1 und

. Bihg
L= l 1
im reellen Fall ist a = - LI also
o (-En -NLID-E)
s abl by
L=

Sei nun L/Q verzweigt, K der I-Klassenkirper von K, K’ der von K’
und I der von IL; dann. ist K-E' = L. KL/L ist Klassenkorper zu €z
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= {Ce(f: | ¢7 =Y, E'L/L ist Klassenkorper zu (@

o = 0 %, and KE*L ist Klassenkorper zn ;N ( %)’
Darans erhilt man

E) {G € Q:Li
€z

[R'L:L)-[RL: L]

[EE:L] = = [KE"EL]-[KEL:T] =

l%u% [ELnE'L: L
und damit
if‘L _ __ iﬁz'JéL,n] _ %hnhz“ 4t )
G [ELAE'L: L] (Bo:Nyelly): [ALAE'L:L]
Ich werde beweisen:

LEMMA 2, Fsist
[RLNE'L:L] =1,

Dann berechnet man

= aho by
hy = e
l'(E{):NL,‘.QEL)
also gilt:
SATZ 5.

ahg b
—2-E falls L imagindr,

By = '

L ahg - kK

- falls L reell.

12
Beweis von Lemma 2. KLNE'L{L ist Klassenkdrper zu

€ =C; (@;)“ =X
-1 _

Nach Lemma 1 ish & = § = H €

GEEL 1st (O = ¢~ E(E a.lso anch E = & Fir GG(EL ist G" g€
md 0l e, algo 7 = " = Cmod& und daher auch CF = ¢° =0
mod§. Folglich ist ELNE'L/Q galoissch und KLNE'LjQ abelsch;
sei U die Galoisgruppe von ELAK'L/Q. U ist ein endlicher G-Modul mit
ungerader Ordnung, also ist nach Lemma 1 U = Ut@ U™, und da r auf
den Klassen nach € frivial operiert, ist Ut = Gal(KLnK'L/L); auf
Gal(L/Q) = (g operiert aber 7 nichttrivial, und daher ist U*
= Gal (ELNE'L/L). Setzt man M — Fix(U™), so ist M /O abelsch und
KLnE'L= L-31.

Sel nun umgekehrt’ }JIIIQ eine abelsche I-Frweitering und M LfL
unverzweigt, Dann st M L/ L Klassenkérper zu einer Untergruppe €, < EL
mit § = G =&, uwnd ¢ = " = Cmod E, fiir alle G.e'@L; ey it also
&1*’ & < € und wegen & = €, ist € < €, und damit M. I < FLNE'L.

; ferner ist ((’.&,i)T = @i, und fir
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FLAK'L]L ist nach dem Bewiesenen die groBte unverzweigte Erwei-
terung von L der Form L-M mit einer abelschen I-Erweiterung M/Q
{Geschlachterkirper im Sinne von Frohiich [4]). Fir ¢ ey, ist

i—1

O =[] N ya(0) €€

Te=0

wnd daher ELAK'L/L vom Exponenten I;

[(ELNE'L:L] =1,

“wobei ¢ die Anzahl der Primzahblen p ist, fir die gilt:

Ist MJQ eine zyklische Hrweiterung vom Grade I und p die einzige
in M verzweigte Primzahl, se ist ML /L unverzweigt. Ich werde zeigen:

Genau dann izt ML/L unverzweigh, wenn p in £ zerlegt nnd in L
verzweigh ist; davaus folgt dann » = s und damit die Behauptung. Semit
bleibt zu beweisen: .

Limmya 2a. Sei MO eine zyklsche Erweiterung vom Grade [ und p
die einzige in M versweigte Primzakl (also p = 1modl oder p = 1). Dann
gilt: .

(@) Ist ML|L wnverzweigl, so sind die Primieiler von p in L[4 ver-
2welgt, _ :
(b) Ist p in Q zerlegt und in L veraweigt, so ist ML|L unverzweigl.

(e). Ist p in Q trdge oder verzweigt, und ist der Primieiler von p in L
perzweigt, 8o 181 notwendig p =1 und ML[L ist verzweigt.

Beweis. (a) Da g in M verzweigh igt, hat p in LM eine durch ! feil-
hare Verzwelgungsordmmg, die wegen der Unverzweigtheit von ML/L
von einer Verzweigung in L/Q herkomrnen muf.

(b} Ist p in £ zerlegh und in L verzweigh und izt P cin Primteiler
von p in L, so ist Ly/Q, eine totalverzweigte zyklische Erweiterung vom
Grade ; wire nun ML /L verzweigh und 4 ein Primteiler von p in ML,
so wire (L) Q/QI, eine ﬁotalverzwelgte Erwelterung vom "Typ (l 1), was
nicht geht

(e) Ist p in ©Q tridge und in L verzwelgt, so ist nach [9] p = — 1modl
oder p — I, in wnserem Falle also notwendig p =1. In LM hat [ nur
einen Primteiler & (die lokale Erweiterung ist vom Grade 21*); sei T der

Trigheitskorper fir £11. Dann ist 2 < T und T jQ izt zyklisch; da aber

MO0 verzweigt ist, ist notwendig T = £, also ML[Q fotalverzweigt
und insbesondere ML/L nicht unverzwelgt Ist p in L fotalverzweigt,
50 ist notwendig p = I, und I hat in ML wieder nur sinen Primteiler 2.

Ist T der Trigheitskorper fir €1, so igt T/O zykliseh und 1 in T unver-

zweigt, also notwendig 7' = Q und ! in ML totalverzweigh. m
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A rational sixteenth power reciprocity law
by

Parrr A. LEONARD* (Tempe, Ariz.) and
KexzerH 8. Wnonrans* (Ottewa, Canada)

1. Introduction. Lot p and g be distinet primes = 1{mod 4} such that

(ﬂ) = (3%—) == 1. There are integers a, b, A, B satisfying
q : :
p=a+b, a—1 =5 = 0{med?),

(1.1) s, po
¢g=A4"+B, A-1=B=0(mod2).

B
Moreover, it is well known that (—q_) = (=1}« D% T k= 0(modg) is

2'-th power modulo g, we seb

L _[+1, Hkisa 2+ th power (modg),
. | —1, otherwise. '

In 19689, Burde [1] proved the following rational biguadratic reciprocity
law. '

TurorEM 1.

(ﬁ)(_{lﬁ) =(—“1)((1w—1),'4(%li£)'
gl.\pvle | -

If p and ¢ are = 1(mod8), and (%) = (%) =1, it follows from:
4 4 .

Burde's law that (M) =1, and from the classical law of biquad-
q .
B . e
ratic reciproeity -that (—q—) = 1. Integers ¢, d, €, D exist satisfying
4 .

(12) p =428, q=0+2D,
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