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STUDIA MATHEMATICA, T. LXL (1977)

Continuité et uniforme continuité du specire
dans les algébres de Banach*

par

BERNARD AUPETIT (Québec, Canada)

Résumé. Dans cet article on généralise trés fortement des théorémes de J. D
Newburgh sur la continuité du spectre dans les algdhres de Banach. En particulier,
les résultats obtenus montrent que, pour les algdbres stellaires, les algdbres symétri-
ques, les algébres involutives & rayon spectral sous-multiplicatif sur I'ensemble des
éléments normaux, le spectre est uniformément continu sur I'ensemble des éléments
NOrMAUX.

0. Introduction et notations. Les premiers travaux sur la coptinuité
spectrale des opérateurs remontent &4 Weyl, Courant, Rellich et & bien
d’autres mathématiciens qui, avant 1940, s'intéressaient surtout aux
opérateurs définis par des équations mtégra.les C’est Newburgh le premier,
dans [9], qui 2 étudié cette question. dans le cadre général des algdbres
de Banach; malheureusement, depuis son travail de 1951, personne,
jusqu’en 1968, ne semble avoir voulu perfectionner le domaine. Vesentini,
dans [11], deva,lt démontrer la plu_m-sous-harmommté du rayon spectral,
mais, curieusement, ce heau résultat analytique semble encore igmoré
(par exemple il n’est méme pas cité dans le nouvel ouvrage de référence
de Bongall et Duncan [5]) bien qu’il puisse avoir des conséquences trés
surprenantes comme on s’en convaincra en lisant ce travail et surtout
[3] et [4].

Les deux résultats fondamentaux de Newburgh sont les suivants:
d’abord il prouve que la fonction #—Spw est continue en tout point dont

" le spectre est totalement discontinu (par exemple fini ou dénombrable
ou de capacité nulle), ensuite dans le cag d’une algdbre avec unité si on
désigne, pour a > 0, par @ Pensemble des ztels que oll@—2)"") = al@— 471,
pour tout A non dans le spectre de w, alors la fonction #—Sp2 est continue
sur @. La démonstration du premier point était purement analytique,
aprés infroduction de ce que Newburgh appelait un ensemble speciral.
La démonstration du deuxidme était entidrement élémentaire.

* Travail subventionné par le Conseil National de Recherches du Canada
(A 17668).
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Dans ce qui suit, nous allons fortement généraliser ces deux résultats.
D’abord, en utilisant la théorie des fonctions sous-harmoniques, nous
démontrons dans la premiére partie, avec les notations et les définitions
que nous expliquerons plus loin, le

TekorEME. Si A->f(1) est une fonction analyiique @un domaine
D < C contenant 0 dans une algébre de Banach A et I'un arc de Jordan
conteny, dams D @ewtrémité O alors 4l ewiste une suite (1,) tendant vers 0,
2y # 0, 2, eI telle que o(f(0)) == lima(f(4,)).

On peut en déduire quelques intéressants corollaires dont le premier
théoréme de Newburgh, Dans la deuxidme partie, par un proeédd rela-
tivement simple, on démontre le

TeEOREME. 87 A est une algébre de Bamach avec unité munie dune
semi-norme sous-mulliplicative non identiquement nulle || telle que o(x)
< || quel que soit & € A et si, pour a > 0, on désigne par A, Vensemble des »
tels que o((w—A)7") = all@—2)~ 1| pour tout A ¢ Spz, alors pour aed,

etbed onaSpb < Spa+B(0 —[b— ai), done en pmtwulwr sta,bed,

~on a 4(8pa, Sph) < ;—]b—a{.

Comme corollaire immédiat on déduit que le spectre est uniformément
continu sur @. Vers la fin, on applique cela aux algébres involutives;
le spectre est uniformément continu sur Pensemble des éléments normaux
d’une algébre symétrique, d'une aigébre stellaire, d’une algdbre dont le
rayon spectral est sous-multiplicatif sur ’ensemble des éléments normaux.

Pour les notations, A désigne une algébre de Banach complexe pour
lanorme || ||, Sp est le spectre de «, o (x) est le specire plein de @, c’est-4-dire
Spmu(UT) ol les T; sont les trous.de Spw, g(x) est le rayon spectral
de z, 4 est l’a.lgébre obtenue par ad]onetlon d’une unité, si 4 n’en a pas,
munie de la norme [|A+%| = |4+ ||, et c’est 4 si celle-ci a une unité,
B(0, 7) est ensemble des 4 complexes tels que [4| < r, B(0, ) est l’ensemble
des 2 tels que |4] < 7, pour K compact dans C, K+ B(0, ) est ensemble
des 2 pour lesquels il existe € K tel que [z —u| < 7, 0K est la frontiere de K.

Introduisons quelques définitions qui nous serons utiles pour définir
la continuité et I'uniforme continuité du spectre.

8i K (¢) est une famille de compacts de €, dépendant d’un paramatre ?
appartenant & un espace métrique, on pose:

31131 K (t) = {2| pour tout voisinage V de # et pour tout » > 0 il existe
el

ttel que d(¢, ) <r et K(HnV = 0))},
lim K (f) = {¢| pour tout voisinage V de 2z il existe r >0 tel que
=

d(t, ) <7 implique E(5)nV + @).
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Evidemment, on a lim K(f) < le_nK (): Lorsqu’ils sont égaux on
ey

dit que la famille K (i) 2 une limite qua,nd t—>1, et on la note lim K (%).
i—»to

Dans l'algébre A la fonction z—Spw sera dite continue en ¢ si
Spe = lim Spz. )
. >0

Cette définition, utilisée par Newburgh, est malcommode et surtout
incapable d’extension & I'uniforme continuité, ¢’est pourquoi sur les com-
pacts de C on va introduire la distance de Hausdorff définie par
A(K,, K,) = Max (Supd(z, K,), Supd(z K,;) ou d(z, K) =Inf}z—'u,i.

2eKp

Il n’est pas dlfflcﬂe de voir que K = lim K(3) équivaut & dlre que

ity
lim4(K, K {t)) = 0. Cest pourquoi nous pouvons poser la
ity 3 ) .
DiriNiTION. La fonetion z->Spx est dite continue (respectivement
uniformément continue) sur un ensemble si elle continue (respectivement
wniformément continue) pour la distance 4 sur cet ensemble.

1. Théorémes de continuité spectrale. Soit D un domaine de C, ¢:
D-~Ru{—oco} est dite sous-harmonique si:
(a) @ est semi-continue supérieurement sur D, ce qui équivaut i dire quie

llmsv(i) <o(h);

quel que 80it Ay € D.
(b) @ posséde la propriéié d’méga.hté de moyenne, c’est-d-dire que

o) < f pUa+r6")d0,

pour tout A, € D et r > 0 tel que B(AO, r) < D.

Rappelons quelques propriétés classiques de ces fonctions:

1° Toute somme finie de fonctions gous-harmoniques est sous-harmo-
nique.

2° Si f est convexe et croissante et ¢ sous-harmonique alors fog
est gous-harmonique.

3° 8 >@,>...2> ¢, = ... esb une suite décroigsante de fonctions
sous-harmoniques alors g(1) = limg, (%) est sous-harmonique.

4° Si @ est sous-harmonique, ¢ > 0, telle que le*| (1) est sous-harmo-
mque pour tout a e C alors loge est sous-harmonique.

5° Si ¢ est sous-harmonique sur D alors @ (4) = hm @(A) pour 4, € D.

A;ezo
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On pourra trouver les démonstrations de ces résultats dans Vladimirov

[13]. L '

Commengons par donner un lemme de semi-continuité supérieure qui
est bien connu.

Levvs 1. 8t ac A et st U est un ouvert contenant Spa alors il existe
7> 0 tel que b —all < r implique Spb < U.

Démonstration. Voir Rickart [10], théoréme 1.6.16, pp. 35-36
ou Bonsall and Dunecan [5], proposition 17, p. 26.

Enongons maintenant le résultat fondamenta.l qui est & la base de
toute cette partie.

Lemve 2 (Vesentini [11] et [12]). S A->f(A) est une fonction analy-
tigue dun domaine D de C dans A dalors A—g(f(4) et A—logo(f(4)) somt
sous-harmoniques. ‘

Démonstration. (a) Montrons d’abord que A->log|f(4)] est sous-
harmonique. Il est clair qu’elle est continue. D’aprés la formule de Cauchy
pour les fonctions analytiques on a

. . g
1 2n o
$00) = o= [ 10 tre) a0
T 0
done

» 1 2m '
Il < 5= f (B -+ ey 6.

D’aprés la propriété 4° il suffit de prouver que A-»|e*| || F(A)]| est sous-
harmonique, mais c’est évident car |6 ||f(A)]l = lle™*f(A)] et A=»e“*f(4)
est analytique.

(b) Pour # € A on sait que la suite |[z*"|*2" est décroissante et tend
vers ¢ (), donc d’aprés la propriété 3°, A—logo(f(1) ) est sous—ha.rmomque,
.puisque

log o{f(4)] = lima 5_-log (4™,

ol A—F(A)" est a.na.lquue

(e) La fonction t—¢' est convexe ot croissante, done, d’aprds la, pro-
DPriété 2°, A-o(f(1)) est sous-harmonique.
: G‘OROLLAIR.:D 1 (Kleinecke-Shirocov). 8% a,b e 4 vérifient [a, [a, b]]
—0 o [2,y] = ay—ya, alors ¢([a,b]) = 0.

Démonstration. Plagons-nous dans A, alors

oy - 22 a8
¢*be™™ = b+ Ala, b1+ 7 [0, [, bI)+2= [, [a, o, 1)1+ ...

= b+4[a, b].
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Done
o(ub+1[a,b]) = |ulo(6”"be™"") = |ulg(b)
pour u 7 0. D’aprés la propriété 5° il résulte que

e(la, b]) = limo(ub+[a, b]) =
s

COROLLAIRE 2. 8i A—f(A) est une. fonction analytique de D dans A
alors ou bien {1 o(f(A)) = 0} est de capacité extérieure nulle ou bien g( £(4))
= 0 pour tout A.

Démonsfration. D’aprés le théoréme de Cartan Iensemble
{Mlogg( ) = —-oo} est polaire, done de capacité extérieure nulle, ou
bien loge(f(1)) = — oco.

Comme conséquence immédiate de ce résultat il résulte que l’ensembIe
des éléments quasi-nilpotents ne peut contenir un ensemble absorbant
en un point, donc en particulier n’a pas de point intérieur, sauf si 4 est
radicale. En effet si {z| ¢() = 0} contient ’ensemble U absorbant alors
quel que soit b e 4 il existe r > 0 tel que a+21(b—a)e U pour |1 < 7,
mais alors la capacité extérieure de {i| loge{a+Ai(b—a)) = —oo} est
supérieure & la capacité de B(0,r), qui est strictement positive, donec

o{@a+A(b—a)) =0, done pour 1 =1, p(b) = 0.

En fait, dans [4], nous avons obtecnu des résultats bien plus intéres-
sants; on pourra y trouver tous les renseignements nécessaires sur la
capacité appliquée au spectre des éléments d’une algébre de Banach.

Lemme 3 (Oka-Rothstein). Si ¢ est une fonction sous-harmonigque sur
un domaine D contenant 0 et si I' est un are de Jordan d’emtrémité 0 contenu
dans D alors:

@(0) = limg(4).
A—0

Ael A
A#0

Démonstration. Elle est difficile, voir Vladimirov [13], pp. 71-72.
Disons qu’en gros elle utilise le théoréme de Schonflies sur I’accessibilité
de la frontiére d’un domaine limité par une courbe de Jordan, le théoréme
de transformation conforme de Riemann, le théoréme de Carathéodory
et le théoréeme de Koebe ([13], p. 47).

COROLLAIRE 1. 8t ala,b] = 0 ou [a, bla= 0 et si O est sur la frontiére
extérieure du spectre de a alors ¢([a, b]) = 0.

Démonstration. Supposons que [, bla = 0, Pautre cas se faisant
de la méme facon. Pour |2 > ] on a )

(@—2)b(a—2)"" (1—7) (1+ + + )=b——i—[a,b]
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qui par prolongement analytique est aussi vrai sur la composante connexe
. 1
non bornée du complémentaire du spectre de a. Aussi o(b) = g(b -7 [a, b])

d'ott Ao (b) = o(4b —[a, b]) pour A dans cette composante. Alors en faisant
tendre A vers 0 sur un arc de Jordan non contenu dans le spectre et
Qextrémité 0 alors d’aprés le lemme 3 on a o([a, b]) = 0.

Oe corollaire s’applique en particulier si @ a son spectre dénombrable
ou de capacité nulle, auquel cas d’ailleurs ou bien 0 ¢ Spa et [a,d] = 0,
ou bien 0 est sur la fronfiére extérieure de Spa done o([a, b]) = 0.

Dans le cas commutatif on sait que:

lo(a)—1A10(®)] < o(a+b) < o(a)+14] (b)
done que o(a) = o(a-+b) si b est quasi-nilpotent. Ce résultat est fanx
si I’algébre n'est pas commutative, mais on peu‘n donner une caractéri-
sation voisine:
COROLLAIRE 2. Pour qu'un élément b de A soit quasi-nilpotent il faut
ét il suffit que pour tout élément a de A on ast

Lim ~—~g(a—|—zb

Iy oo |A]
leR

Démonstration. Sion prend pour I'le deml arc réel positif. on ob-
twnt d’aprés le lemme 3
o(b) =limg(ua-+b).
her
) n0 .

LEMME 4. 8% @1, @sy oy @ SONE SOUS-harmoniques sur un domaine D
contenant O et 51 I" est un arc de Jordan &’extrémité 0 contenw dans D alors
il existe une swite (4,) tendant vers 0, ol\A, € I', A, 5 0, telle que @;(0) =
Lim @;(4,) quel que soit 4+ =1,2,...,k
N=-»00

k .
+Démonstration. Soit ¢(2) = > @;(4), d’aprés la propriété 1°,
te=1
est sous-harmonique, done, d’aprés le théoréme d’Oka-Rothstein, on a

»(0) = limyp(4).

11 existe donc une suite (u,) tendant vers 0 telle que w, ¢ I, u, 5 0 ot

lim v (u,) = v (0). Montrons par récurrence que (u,) contient une sous-suite

N—>00 M- .

(j“"z) telle -que @;(u,,) tend vers ¢;(0) quand ! tend' vers linfini, pour

t=1,...,k 8i k =1 cest évident; supposons la propriété vraie pour

une somme de k—1 fonctions. Si lim ¢, (u,) = @, (0) alors (u,) admet une
Nn—+0co
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sous-suite qu’on peut noter de la méme facon telle que ]im o1 (i) = @, (0)

mais alors th‘(,un ) tend vers 2 @;(0) done, d’aprés la propriété de ré-
i=! =2
eurrence, il ex1ste une sous-suite (z,,) telle que

}im%(ﬂn,) = (0) b }im‘pi(/"nz) = ¢;(0)

pour ¢ =2, ..., k et c’est terminé. Si limp, (1,) = L'< ,(0) il existe (z,)
k
une sous-suite de (u,) telle que limg; (4,)) = L mais alors 2> @i{uy,) tend
=2 A

vers p(0)— L = ¢, (0) — L+, (0)+ ... +¢5(0) >, (0)+ ... +(0) ce qui
est absurde d’aprés la définition de la semi-continuité supérieure puisque

k k
im Y ;(u) < D 9:(0)
® f;;g i=2 i=2

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat fondamental.
THEOREME 1. 8% A—>f(A) est une fonction analytique du domaine D
contenant 0 dans A et si I' est un arc de Jordam d’ewtrémité 0 contenw dams D,
alors il ewiste une suite (A,) tendant vers 0, avec A, eI, A, # 0, telle que
( o(f(0 ) Z,,))) tend vers 0, ce qui implique en particulier que

o(f(0) = 1&136( ).

Ael’
270

Démonstration. D'aprés le lemme 1, si e >0 est donné il existe
a> 0 tel que || < a implique Spf() = Spf(0)+ B(0, &), done en parti-
culier o(f(1)) = o(f(0))+B(0, &). Soit un reconvrement fini de ISpsf(0)
par des boules centrées en &,..., & de rayon /2 et soient 7, ..., 7
n’appartenant pas & Spf(0) tels que [£;—#;l<e/8 pour ¢ =1,...,k
Toujours d’aprés le lemmie 1, il existe § > 0 tel que |A] < f§ implique f (A
inversible pour 4 = 1,..., % Posons ¢;(1) = ,g((f(l 7)Y pour 1Al < /3
D’apres le lemme 4, il exis‘ne une suite (u,,) tendant vers 0 telle que u, & r
nB(0,f) et ¢,(0) = hm 9;(u,) pour 4 =1,..., % Donc en particulier

il existe u(e) e I' tel que |u(e)[< Min (@, §) et qai(,u( )) = »;(0)/2 > 0 pour
i=1,...,k car )
2:(0) = o((f(0) =) ™) = @(m:, Spf(0))7* > 0.

Dans ce cas
1 < 2 <i
o(Flute) =) ~ el(f@—n)" g4
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Aussi toutes les boules B(7;, ¢/4) contiennent un point de 98pf(u(e),
done il en est de méme des boules B(&;; ¢/2). Si £ e dSpf(0), alors il existe
& tel que |6—&]<<e/2 et il existe £, e OSpflule)) tel que |&—¢,] << &/2
done [£—,| < & autrement dit .

dSpf(0) = 8pf(u(e)+B(0,¢)
done

a(f(0) <= a(f(u(e)))+B(0, ¢)
o(f(u(2) = o(f(0)+B(0, &)

qui avec

implique que
A[s(f(0), o(flu(e))] < e,
il suffit alors de prendre la suite 4, = u (1/n).

Remarque 1. On a en fait prouvé beaucoup plus. Si o, ( F(4) désigne
le spectre de f(1) dans léquel on a «bouché» les trous qui ne rencontrent
Pas un trow de Spf(0) alors il existe (1,) tendant vers 0,4, an;é 0,
telle que 4 (Sp (£(0)), o (f(4,))) 0.

Remarque 2. Il est faux en général que Spf(0) = Tim Spf(A)

" A0

A0
Ael
comme on peut s’en convaincre avee exemple qui suit. ‘
Soit 'espace de Hilbert H = 12(Z), muni de la base canonique ortho-

normale (£,),.z; on définit les deux opérateurs swivants:

at, = 0 sT"n=—1, be, — & Siom= -1,
. T 0 si mo —1.
Pour 1€, on a:
A s omo= -1,

(a-+1b) €, = { .
S N T

¢’est donc un opérateur de décalage pondérs. Si 4 s 0, a+ Ab est inversible

et d’apras le probléme 85 du livre de Halmos [6], son spectre est {1] |2] = 1},

par contre Spa = {A] [A] < 1}. Il sutfit de prendre pour I" la demi-droite
réelle positive.

Remarque 3. 8i Spf(0) est sans point intérieur, en reprenant la
remarque 1, on voit sang difficulté qu'il existe une guite (4,) tendant
vers 0, 4, eI 1, 0 telle que 4 (Spr(0), Spf(4,))—0. Car sinon il existe
¢ >0 et u eSpf(0) tel que d(u, Spf(4,) > &, quel que soit #. Alors néees-
Salrement 4 appartient & un trou de Spf(4,) qui ne rencontre pas les
trous de Spf(0), mais ce trou contient B(y, €) qui comme y est frontidre
rencontre des trous de Spf(0), d’ot absurdité. Oette remarque s'applique

en particulier si 8pf(0) est contenu dans une courbe, ainsi par exemple si
Spf(0) est réel. J p ple

icm®
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COROLLATRE 1. Supposons que Spf(2) est sans trou pom AeI tel que
0<< |A| < 7 alors Spf(0) est sans trou et il existe (4,), 4, 7= 0, A, € I' telle que
4(8pf(0), Spf(2,))—>0. : V

Démonsgtration. Si S8pf(0) avait un trou, d’aprés le lemme 1, pour 1
agsez petit Spf(A) aurait un trou. Donc

a(f(0)) = Bpf(0) = limo(f(4,) = LimSp(f(4,))

pour une certaine (4,).

COROLLAIRE 2. Supposons que Spf(d) a auw plus n points pour Ael
tel que 0 < |A| < 7 alors Spf(0) a au plus n poinis.

Démonstration. Supposons que &, &, ..., &, €Spf(0) alors en
prenant des disques disjoints D,, ..., D,,, centrés en ces points ils ren-
contrent toms Spf(A) pour 1 assez petit d’aprés le corollaire précédent,
ce qui est absurde. . :

COROLLAIRE 3. 8¢ Spf(A) < R powr Ael tel que 0<|A| <7 alors
Spf(0) < R.

Démonstration. D’aprés le corollaire 1, Spf(0) = limSpf(4,) = R
pour une certaine suite (1,). '

COROLLATRE 4. Soit a € 4, si O est un ouvert-fermé non vide du spectre
de a et U un ouvert tel que C < U alors il existe a > 0 tel que ja—bl <a
implique SpbN U # B.

Démonstration. ¢ et Spa\C sont donc deux fermés disjoints de
Spa, done,de C; comme C est normal il existe deux ouverts disjoints U,
et T, tels que ¢ <= U, et Spa\C < U,. Prenons U' = U;n T, alors U’
et U, sont disjoints et ¢ < U'. D’aprés le lemme 1 il existe « tel que b — all
< a implique Spb < T UTU,. Soit uw e 4 queleconque tel que [uf =1 eb
raisonnons sur la demi-droite réelle {a + Au| 2> 0}. Sionn’a pas Sp(a-+Aiu)n
NT' #@pour 0 < A< ailexiste 4, tel que 0 << 4y < aet Sp(a+Ayu) < Us.
Congidérons alors B = {A| 0 < 1< a tels que Spla+iu) < U,} qui est
supposé non vide d’aprés ce qui précéde. D’aprés le lemme 1, c’est un
ouvert de la demi-droite. Soit 7, 1a borne supérieure des p tels que [4,, £l
< F et r, la borne inférieure des y tels que [y, 4] = E. Il est clair que
7y > A €t 75 < Ay; comme B est ouvert Sp(a+r,u) & U, done il existe
EedSpla+ru)nU’ si r,< a. Si on prend I' = [4, ry[ et si on applique
le théoréme on déduit que & e U, ce qui est absurde, aingi 7, = a. Par un
raisonnement identique on conclut que 7, =0 d’ot E = 10, a[, mais
en appliguant 3 nouveau le théoréme on aurait Spa < U, ce qui est contra-
dietoire. On a donec prouvé que Sp(a+ Au)NT #@ pour |A| < a. Si on

) b—a
b —al

prend bed tel que |pb—al<a alors b_=a+|]b—a]l
SpbnU #G.
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COROLLARE '§ (Newburgh [9]). Si Spa est totalement discontinu
alors x—Spw est continue en a.
Démonstration. Soit £e8pa et ¥V un voisinage ouvert de &, alors
il existe un ouvert-fermé .U de Spa tel que £ U < V. D’aprés le corol-
laire 4 il existe a > 0 tel que |a—b| < a implique SpbNV =@ ainsi
Spa < limSpb d'ott Spa = limSpb.
>0, b—a
Ce bcorollaare s’applique en pa.rtlcuher si @ est quasi-algébrique au
sens de Halmos [7], c'est-a-dire 8'il existe une suite (p,) de polynémes &

plus haut coefficient 1, de degré d(n), tels que
lim||p,, (a)/*" = 0.

Halmos a montré que cela équivalait & dire que le spectre de a est de
capacité nulle; donc le corollaire s’applique si Sp a est démontrable, ’ensem-
. ble de Cantor, ete.

Remarque 4. 8i le spectre est continu sur une partie de A alors
#—Sp((z—2)7") est continu pour 1 ¢ Spx, done aussi les z—>g((@—2A)7Y.
On peut se demander si réciproquement la continuité des fonctions z—
—o((w—21)"") rend 2--Spa continue. C'est vrai lorsque les éléments de
cette partie ont leur spectre sans point intérieur comme on peut s’en con-
vaincre en reprenant la démonstration du théordme fondamental. Comme
conséquence de cettie remarque il résulte que si .4 est symétrique, le spectre
est continu sur l'ensemble des éléments hermitiens. Bn fait nous allons
fortement améliorer ce résultat dans la 2° partie. Pour terminer, il serait
intéressant de savoir si pour une algébre la continuité du rayen spectral
implique celle du spectre.

2. Théorémes d’uniforme ‘continuité spectrale. Dans [9] Newburgh .

a démontré que le spectre est continu sur I'ensemble des e A tels que
((m ) ) all(z—2)"1 quel que soit A ¢ Spx, pour a >0 donné, ce
quil appligue pour prouver la continuité du spectre sur l'ensemble des
éléments normaux d'une algebre stellaire. D’autre part si A = M,(C)
on sait que le spectre est uniformément continu sur I’ensemble des 616-
ments normaux, plus exactement que Spb < Spa--B(0, [b—~al) si est
normal et b quelconque. Ce sont ces deux résultats qui nous onb amend
& prouver les
TeorBME 2. Soit 4 une algébre de Banach avee wnité munie d'une
semi-norme sous-multiplicative | | non identiquement nulle, alors, si pour
acd et a>0 on ag((6—A)7")=alla—N)7"| pour tout A ¢Spa et si

“Supo((b—w)7)/I(b—p) M < oo lorsque u ¢Sph, on a o(b)< a(a)_|-fg(0,

-1—]b—a,[ .
a
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Démonstration. Si ¢(b) ¢ o(a) il existe & ¢ 3Spbd tel que & ¢ o(a).
Soit (&,) une suite tendant vers & avec &, ¢ Spb. Posons z, = (b— E)7Y
/I(b—&,)7Y| ce qui a un sens car |(b—§,)”'| =0 implique [1] = 0, donc
#| = 0, quel que soit z e 4. ’ ‘

Soit &> 0 tel que @((b—‘u)_l) L k|(b— )™ pour tout u ¢ Spb alors

1 1
[6— &) d(l‘m Spb)

= o{(b—&)7) <EIB—&)7

 dolt |(b— &)Y —oco quand n->co.

En écmvant (b — &), = (b— &) %, — (§— &,) @, on déduit que

10— &)a,| < - +1E— &l

SEEE
o— &7

done |(b— &)x,|—0 quand n—-oco.
Posons ¥, = ax,— &z, = (a—Db)z,+ (b— &), alors

2, = (a—87'y,
done, )
1= lz,| < (&= &7 |yl
s0it,
ad(¢, Spa) = E@%ﬁ:ﬁg,}—féw <la—b]
d’ot,

o(b) = o(a)+ (0 Zla— bl)

o(d—mw™)
1(b—m)™

= 1
Démongtration. En faisant @ = 0, on obtient ¢(d) = B(O,;|b|),

’ 1
‘COROLLAIRE. Si pourb e A on a Sup < oo alors g(b) << bl

donc
% <t
of )\-;l [-
e((b—m“)

16— )7
alors o(b) < |bl. En effet d’aprés ce qui précéde on a o(b)" = e(d™) <

< oo quel que soit b e 4,

" De cela il résulte que, si Sup

e 15" < -.1—‘[b1" quel que soit n, d’oiL le résultat.
a a

Cela nous améne & démontrer le:
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THEOREME 3. Soit 4 une algébre de Banach avec unité mumie dune
semi-norme sous-multiplicative | | telle que o(w) << |w| quel que soil zeAd,
alors siacd,={a| o (82— 1)) = al(®w— )| powr tout A ¢Spw}etbed ona:

' = 1
Spb = Spa+B(0,~|b-a|).
a
En particulier si o, b € A, alors A(Spa,Spb) < X la—b].
a
Démongtration. Supposons que Spd ¢ Spa--B (0, —Jllb--al), alors
a

. . ) 01
il existe 1 e Spb tel que d(4, Spa) > — |b —a|, mais
s .a

1 1

W) = = S aa— A

puisque a € A, done
(B—a){a—)7 < |b—all(a—2)7" < 1.
Mais A—b = (1—a) [1+(A—a)™!(a—b)] est inversible puisque o((b—a)x
x(a—2)7") <1, ce qui est contradictoire. |
CoROLLATRE 1. 8 A, = {#| o((w— 1)} = ajl(w—A)"Y|| pour A ¢ Spa}

alors pour acd, et becA on a Spb = Spa+B (O, L ]lb——a]{) done en parti-
. a

5 1., .
culier A(Spa, Spb) g;lib——a,ll 8t a,bed,, ce qui prowve Puwiforme con-
tinuité du spectre sur A.,.

Une algébre stellaire, ou (™-algébre, -vérifie [o*z|| = || quel que
soit z. Alors:

COROLLATRE 2. Si A ‘est une algébre stellaire alors pour a,b normaux
on & A(Spa, Spb) < la— b, donc le spectre est uniformément continu sur
Vensemble des éléments normaus.

Démonstl:a,tion. A est une algébre stellaire avee unité, alors pour &
normal dans 4 et A¢Spz on a (A—x)"! normal donc e{m—2a)"1)
= [z~ 27 ’

Les algébres symétriques sont les algébres involutives telles que
Sph < R pour % hermitien. Ptdk a démontré (voir [5], p. 225) que &i on
pose Jz| = g(x*x)* alors c’est une semi-norme sous-multiplicative sur 4,
telle que ¢ (x) < |#| pour w € 4 ot || = o(z) pour » normal. Aingi:

COROLLATRE 3. 87 A est une algébre symétrique, alors pour a normal
etbed on a8Spb<Spa+B(0,b—al), done en particulier A(Spa, Spb)
< [b—a| sur Vensemble des fléments normauz et le spectre est uniformément
continu, sur cet ensemble.
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Démonstration. A est symétrique et avec unité done, d’aprés le
théoréme 3 et le résultat de Ptik, il reste & prouver I'uniforme continuité
sur N 'ensemble des éléments normaux. Soit A’ = A/Radd, A’ est involu-
tive et sans radical, done d’aprés le théordme de Johnson (voir [5], p. 130),
Tinvolution de A’ est continue, c’est-i-dire qu’il existe k>1 tel que
NiZ*H| < k||jz]|] ot # désigne la classe de x et |||@|]| est égal & Inf|ly| pour
y—x cRadAd. Aingi ' E :

A(Spa, Spb) = A(Spa,Spb) < [§ —a| < VE||f —alll < VE [b—all.

COROLLAIRE 4. Si A est une algébre involutive telle que o(h) = allh|
quel que soit k. hermitien, alors pour a normal et b €4 on a Spb < Spa-+-
+B(0, yb—al), donc en particulier A(Spa, Spb) < y|b—all si a,b sont
normauz, ot y < 2/a 8t A est avec unité et y < 6/a sinon.

Démonstration. Si zeN alors # = h+ik ot h = (x-+2%)/2 et

1 2
k= (#—3")/2i commutent, done 2] < A+ Il < — (e (h) + o (%)) < — o ().

8i A est sans unité il suffit de remarquer que pour Ac R, hed on a:
1 3
B+ 21 < Il 4 14 < — (e (B) + 141) < — o(h+2).

De ce corollaire découle immédiatement le résultat de Yood [14].
Nous allons voir un peu plus loin que ces corollaires peuvent étre fortement
généralizés, mais avant, prouvons par des moyens un peu plus techniques
le théoréme suivant ol Pépaisseur du trou T, dans le spectre, désigne
3 IntSup [i—pl.

AT puedT

THHEOREME 4. Soit A wne algébre de Banach avec unité munie dune
semi-norme sous-multiplicative, B un sous-espace vectoriel réel de A tel que,
pour tout z € B, on ait Supe (& — p) "} /|(®—p) | < oo, pour p ¢ Spw, alors
si acB, ={s|wveh, of(x—p) ") > allw—p) |, pour p ¢Spa} et be B

= 1
on a Spb < Spa+B (0,— ]b—-a]). En  particulier si a,be H, alors
a

. 1
A(Spa,Spb) < — |b—al.
a . .
Démongtration. Supposons d’abord que [b —a] > 0;soient T, ..., T,
1
les trous de Spae dont épaisseur est strictement plug grande que - b—al.

Appelons o, (a), le spectre de ¢ dans lequel on a bouché les trous autres
que Ty,...,T,, et pour # # a, appelons o, () le spectre de # dans lequel
on a bouché les trous qui ne rencontrent pas ’un-des T, ..., T,.


GUEST


112 : ’ B. Aupetit

~ D’aprés le lemme 1 il existe 7, >0 fel que 0<< A< 7, implique
Sple+Ai(d—a)) < o,(a)+B (0, - ]b—a]). Soit y la blorne supérienre des g
B<1 et si 0<A<p alors Sp(a+i(b—a)) < o,(a)+

{1 ,
+B (0, . = a'y). Supposons que y << 1, en appliquant les théordmes let 2,

tels que 0<

avee f(A) = a—l—l(b—a) et [' =

Spla+y(b—a) < an(a—}-y —a)) —-hm crn(zH— (b —a))

[0, y[, on obtient:

< o0 '—|‘—j§(o', ?[ |b‘—~af).
n ex1ste aussi 7, > 0 tel que 0 < & < 7, implique
S (a+(r+e)b—a) = a7l(a+y(bva))4—ﬁ(0,i§—’i !b-—al),
mais alors d’aprés ce qui précéde ‘
Sp(a-+(y+e)(d—a)) = on(a)s#F(O,% |b~al)
ce qui est absurde d’aprés la définition de y. Aingi y =1, d’ol
Spb c an(a) +B (0 — b - a,]) = Spa--B (0, —|b — a,])

- 8i [b—a] =0, étant donné n trous T,
de la méme fagon que Spb < o, (a) d’oh

Spb < ﬂa (@) ==Spa

Tn de Spa, on peut déduu‘e« :

Remarque 5. Tous les théorémes que nous venons de démontrer
pour 4 avec unité, s’étendent, sans difficultés, .au cas sans unité, Si on
désigne par o l’a.d.verse de g, c'est-a-dire Iélément de 4 tel que a--a* 4
+ae* =g +a¥fatg = 0, - Ia . condition

e((a—u) : .
T

doit &tre remplacée par
a\¥
C)
o \F
12
A est a;l;):rs défini comme étant Vengemble tes acA tols que Q((-al‘)#)}
>a(%) si u¢Spa. m

Bup

< oo pour i ¢Spa,

icm®
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En utilisant le fait que } (|24 o(2) <o(@+2) si w4 ot ie(,

on obtient alors que Spb < Spa-+B (0, 3 |b— a|) pouraed, et 4(Spa,Spb)
. a

<—z—|b—a| sia,bed,. ‘

Dans [1] nous avions généralisé un résultat de B. Yood ([14]) en
prouvmnt que, i o est sous;multiplicatif sur I’ensemble H des éléments
hermitiens d’une algdbre involutive, alors #—Sp# est continu sur ’ensemble
N des éléments normaux.

Nous avions aussi posé la question de savoir si, avec cette condition,
»—>Spw est uniformément continu. Tout cela est étudié dans [2]; en par-
ticulier, nous y avons démontré le

TrEoREME 5. Soit A dnvolutive et y > 1 tel que o(ab) < vo(a)o(d)
quels que soient a, b € N, alors il ewiste 6 > 0 tel que

A(Bpa,Spb) <

dlla—bll pour - a,belN.

En particulier, le spectre est uniformément continu sur N. On peut méme
dire que si DVinvolution sur A est isoméirique alors § < < 4p3( (1+72), si A
a une unité, et 6<4(9'y)2(1+1/2)3 sinon.

Nous ne donnerons pas les détails de cette démonstration; on les
trouvera dang le travail cité.- Contentons-nous d’mdxquer les idées gé-
néraleg, au moing dans le cas olt 4 a une unité.

On commence par remplacer 4 par 4/Rad. A ce qui ne change pas
le spectre et, d’aprés le théoréme de Johnson, rend l'involution continue
(voir par exemple [5]). On définit une semi-norme sous-multiplicative
sur A par :

lo| = yInt >[40 (u)

pour toute les décompositions —Zliuﬂrv, 011 2; € C, w; unitaire,

d=1
v & Rad.4; on montre alors que |2 < 27(1—1-1/2)9 ), quel que soit » e N,
et o (1) < ]m], quel que soit » € 4. Ainsi, d’aprés le théoréme 3, 4(Spa,Spbd)
< 29( J—{-1/2 Yla—b| pour a,belN, qui avee [»|< y(1 —1—1/2) ilw]—l-l]w ]
pour # € 4 permot d’obtenn' le résultat
Toute la difficulté de la démonstration est dans inégalité o(z) < |#[.
En fait, il suffit de prouver que ¢ (k) < |h| pour » € H et ce dernier point
s'obtient aisément si on introduit sur H la fonction

bl =y Inf 3 o(hy)

i=1
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) 72
pour toutes les décompositions h = 3 by, h; € H et si 'on remarque que

=1
(] = [M'?;@(h)-

Additif. Pour plus de détails concernant les résultats,de cet article, voir notre
livre & paraitre Propridtés specirales des algdbres de Banach. A propos de la remarque
4, C. Apostol nous & signalé un exemple d’algdbre de Banach ol le rayon spectral
est continu mais le spectre discontinu.
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Decompositions of set functions with values im a topolegical semigroup

by

'

R. URBANSKI (Poznan)

Abstract. This paper containg a generalization of Theorem 3.11 of L. Drew-
nowski [1], concerning generalized Hewitt—Yosida and Lebesgue decompositions, to
the case of Hausdorff topological semigroups.

0. Preliminaries. Throughout this paper,

8 is an abstract space,

# is a G-ring of subsets of 8,

H is comutative, Hausdorff, completely regular topologmal semi-
group with identity O under the operation -+ and topology = such
that the families {#-+ U}, where # runs through all elements of H and U
rung through all elements of % (% an open basis of O) are open basis for H.

0.1. DEFINITIONS. )
(1) Let I be any index get;

F(I) ={j:j = and j is finite}.
(2) For any J directed by < and »: J—H, y e H, "

limeg; =
1

“iff for every neighborhood U, of y there exists j, € J such that for every

jeJ with j > j, we have @, ¢ U,.
(8) Let I be any index set and »: I-~H, y € H; then

2 Py P

and J = f(I) directed by<.

ZM =y llm 8; =y where §; =

(4) YLebt w: I-H. The family (u;: ¢ € I) is summable in H iff there
exists y € A such that Y o, =y.
iel '
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