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Une remarque sur l’allure des solutions
d’une équations différentielle

par Z. MikorAJSKA (Krakow)

Dans les notes [1], [2], [3] A. M. Tezin a étudié I'allure des solutions
de 1’équation '

' Yy
(ol u(w) est une fonction positive et continue pour = > 0, #(0) = 0) dans
le voisinage de # = 0, ¥ = 0. Dans la présente note mous envisageons
le probléme analogue pour 1’équation de la forme plus générale

(1) Y (v) = v(w)F(w; Y, u(m))

ol les fonctions v(z), F(x, y, 4), u(x) satisfont aux hypothéses suivantes.

Hyroratses H;. 10 F (o, y, ) est une fonotion continue pour > 0,
%> 0,

20 p(u, k) est une fonction de classe O' par rapport & (u, k),
30 u(w) est ume fonction de classe O pour = > 0,

(2) limu(x) =0, u(®)>0 pour x>0,
a0 ‘
40 la Linvite
(3) m 28 _ 4 o
20 V(@)
ewisie,

bo la limite

F(m’ o (u(@), k), u(m))

0 ‘pu(’“’ (m) s 75) - F(k)

(4)

existe.
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Nous étudions le probléme suiv'ant: quelles hypothéses faut-il faire
sur % (@), v(y), ¢ (u, k) et F (k) pour qu’il existe une solution de I'équation. (1)
telle que

(5) limy(e) =0, et Im—L2P 19

20 @0 ‘P(u(“’)a k)

1. Hyrorai:sES H,. Supposons Vunicité des solutions de Véquation (1)
avee la condition y(&) = n pour chaque £ > 0, 7

(L.1) 9(0,k) =0,
(1.2) p(u, k) 0  pour uw> 0,
(1:3) Doty koHm) >0 pour u> 0, |7] < &,
-(1 4) Pu(ty bo+n) >0 pour u> 0, |y <g (g > 0),
(1.6)  ow T, est la solution de l’équation F(h)—4A = 0,
(1.6) i P40 ) 1,
; 20 o (u(@), s}
(1.7) w'(®) #0  pour @.> 0, |
(1.8) v(z) >0 pour x>0,

THEORIME 1. Les hypothéses H,, H, étant admises, il résulte de la
relation ' - .

(1.9) “ im—3®

que le nombre k satisfait & 1équation

(1.10) F(k)—4 = 0.

Démonsgtration.

1 =1im—3® y (@)

avo @ (u(2), k) a0 Py (4 (@), k) u' ()
i Y@ Fe, plu@), k), u (@) _ F)
20 U’ (@) Pu (U (), ) 4 7

et par suite

Le théoréme est ainsi démontré.
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2. HyroTmiSES Hy. Supposons que X
10 %, est une solution isolée de Véquation (1.10),
2° 4l existe un ey > 0 tel que
(2.1) F(hy+e)—A <0 pour 0<e< e,
(2.2) Fly—e)—A >0 pour 0<e< ¢,.

THEOREME 2. Les hypothéses H,, H, et H, étant admises, il existe aw
moing une solution y(v) de Péguation (1) telle que

y (@)
z=0 @ ('u' (2), ko)

Démongtration, Envisageons l’ensemble

(w,,o) ={( y Y) 2 > 05‘?’(’“’ ko—so) ?/<(P('“ m)yko‘l‘so)]
ol g,> 0 est tel que dans lintervalle ky—z, < k < ko + &, il n’existe pas
de solutions de I’équation (1.10) autres que la solutmn k=T, Déslgnons
par E, et B, les ensembles suivants:.
B, = | (@, y)l m,> 0, ¥ =‘P(“(m)"ko‘_50)}a
B, = {(@,9)| 5> 0, y = ¢(u(a), ko+ )}

Pour chaque point (£, n) de I'intégrale y (=) (quelconque) tel que (&, n) € B,
on-a

Y (8) = (u(8), ko— o) w' (£) = v(E)F (£, @(u(8), ko—e2o), u(&)) —
— Py (’w(f)’ i'f"o—t‘?o)'“"('f)
T (&, p(u(8), ko—e), u(£)) fu’.(E)}

(2.3) =1.

— (&) pu(ule), Bo—a)|

Pulu()y ho—s) - w(E)]
De ’hypothése (3), (4) et (2.2) il résulte qu’il existe un J, > 0 tel que
(2.4) {v (@) —p(u(@), ko—eo)}zme > O

pour chaque &< 8, tel que y(£&) = ¢(u(£), ky—&).
Sur F, on obtient d’une fagon analogue

(2.5) [v(@) — o (w(®), T+ &q)]paz < O
pour chaque £ < &, tel que (&) = p(u(E), ko= &q).
De I'inégalité (2.5) il résulte que pour chaque & € (0, d) la solution

y(z; & "7) telle que y(&; &n) =n, (& 7)€ By, satisfait & y(w; &)
< p(u(x), kg — &) POUr 0 < & < £ Clest-a-dire que y(w; & u) sort de w,
pour @ déclolssa.nt D’une fagon analogue on obtient de (2.5) pour chaque

(%, %) € B,
Yy (2; ?’ﬁ)>¢(u(m)’ko+3o) pour 0 < @< &
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pour chaque 0 < £ < 6; par suite y(z; £, %) sort de ,, pour ¥ décroissant
(pour 2 = E). Les points de l’ensemble ¥, + E, sont des points de sortie

stricte (ef. [3]) de w, pour @ décroigsant et par suite, en vertu du théordme
de T. Wazewski [4], il existe sur I’ensemble

Z (&) = {(w y)l @ = 6(s 7?’( (8( (¢0)) 5 ‘700—30)<y<"?(’“(6(30))1ko+30)}

a1 moins un point p, = (8(s0), 7o) tel que lintégrale y (w; 6(e,), 7o) PaTcourt
dans Pensemble w, pour 0 < 2 < 6(e). D’une fagon analogue on obtient
pour chaque suite {¢,}, &,—0, & < g une suite p, = (4(,), #,) telle que
pour chaque » l'intégrale y(m d(e ,77,) parcourt dans l’ensemble

CD(E,) = {(m) y)l v > 07 (p(ﬁp(m), ko_ev) < y< fp(’!b(ﬂ?), k0+ev)}
pour 0 < 2 < 4(e,) < d(ep).
De I'inégalité (2.4) et (2.5) il vient
@ (u(@), ko—so) < Y (@5 8(s,)y m) < g (w(®), kot &o)
pour 0 < < d(e).

Posons M, = y(a(eo), e,,), 7). De la suite {7,} on peut extraire une suite
7.} convergente vers 7%, 7, —>". Envisageons la suite de solutions
y(”’ 80)) na,,) =Y w)?

limy, (@) = y(2; 8(e), n*) =" (#) pour chaque &[0, &(z,)],
p(w(@), bo—&,) < 9, () < @(u(@), ko +5,) pour 0 << b(s,), a=n,
Qo | |
9’(“@): ko"'sn) y* () < 9’(“(‘”), 7Go‘|"3n)
p(u(@), k)  pluw@), k) = o(u(@), k)
pour 0 < 2 < 8(s,).

En vertu de (1.6) on a donc

y* (x)

o pula), k)

Le théoréme 2 est aingi démontré.

3. HyporHESES H,. Supposons que:

1° %y est une solution isolée de 1'équation (1.10),
2° il ewiste un ¢y > 0 tel que

13.1) Flky+e)—A>0 pour 0 < e< ¢,
(3.2) Pg—e)—A <0 pour 0<s< g
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THEOREME 3. Les hypothéses H,, H,, H, étant admises il existe une
vonstanie 6 > 0 telle que y(m, 60, 970) pa,roourt dans l’msemble Wy POUT

o (u(w ),ko"so) <y(z; 50,7)0 <¢p(u(w),ko+ao) pour 0 <2< 8
el par suite imy(x; d,, n,) = 0.
w0

Démonstration. On vérifie facilement que dans le cas envisagé
d
-5 [y(a’i S, ’70)"9’(’“(“’)! ko“eo)] < 0]

pour chaque z e (0, 8] tel que (z,y(z; by, 7,) € By. O'est-d-dire que
chaque point (&, n) € B, tel que 0 < £ < §, 6st un point d’entrée dans W,y
pour x decroissant. Sur F, on a

d
=7 1Y@ 80,10~ (w(); kot eg)] >0 pour 0 <z <4,

tels que (w, y(; &, 7)) € By et, par suite, les points de ¥, sont aussi
des points d’entrée stricte dans @, pour z décroissant. On a done
o (u(@), ko— o) < y(m; S0, 70) < @ (U (), Ko+ ¢q)
pour 0 < z < &, pour chaque 7, € [p(uw(8y), ko~ &), @ (4 (8o)y Ko+ &o}]-
4. Remarque 1. On vérifie facilement que dans le cas ot I’hypothése
(1.4) est remplacée par l'inégalité
(4.1) ¢u(u, ko) < 0.

1° Dans le cas ol H; est satisfaite il existe une constante d,> 0
telle que l'intégrale y (w; 6,,, 770) parcourt dans l’ensemble o, pour chaque
Mo € [‘P ('“(50)7 30) @ ('”' ko'l‘so)], '

2¢0 dans le cas ot H, est satisfaite il existe au moins une solution ¥ ()
de Péquation (1) telle que

, y (@)
(4.2) lim ———— =
z-»0 9’('”’(‘”)5 ko)

Remarque 2. Dans le cas oit d(¢) > 0 peut étre choisi en sorte que
la fonction &(¢) soit. croissante, et g (%, ky+%) > 0 pour 5| < &, chaque
solution ¥ (») telle que
(43) (@), ky—e) <Y < p(u(@), ko+e) DOUr 0 <& < 5co)
satisfait & (4.2). '

Démonstration. Envisageons le cas ol H,, H,, H, sont satisfaites.
Supposons que y(x) est une solution de 1’équation (1) satisfaisant & (4.3).
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Pour démontrer (4.2) il suffit de démontrer que pour chaque g 0 <&<
il existe un 6( ) tel que k

(4.4)  ou@), by—e) <y(@) < p(u(@), ke+e) pour 0 <z < 6(w)

Supposons qu’il existe un é > 0, 0 < &< ¢, pour le quel il n’existe pas
de 8> 0 tel que

p(0(0), T —8) < y/(@) < plu(a), Ty +5)

dans tout P'intervalle (0, d). O’est-A-dire que pour chaque J, 6 > 0 il existe
un 7 € (0, §) tel que

(a) Yy (%) > p(u(T), &+ &)
ou
(b) ¥ (F) < ¢ (u(%), ko—8).

Envisageons, par exemple, le cas (a). En vertu de.(4.3) on a done
o (u(x), Too+ o) > Y(F) = o (u(Z), ko +&).
Sur l'ensemble H,(&) = {(#,9) 0 < r< 8(8), y= o (u(x), %o+ &)} on -
y' (@) —@y(u(e), ko+E)u'(@) < 0 powr 0< a < &)
et par suite |
(4;5) @ (u (@), b+ &) > y(@) > p(u(®), ke +&)  pour 0 <z < Z.
Envisageons la fonction k(w) telle que
y(z) = qo(u y & a;))

L'existence d’une telle k(x) résulte de la contl.muté de p(u, It). et de I'inéa
galité (4.5) et I'unicité découle de (1.4). On a

o+ & < k() < ko+ &g,
B (@) = g7’ (4(2), k(@) [o(2) Flz, plu(2), k(2), (9) — g, (u(2), b(@))w (@)}

" Pz, ¢ (u(@), k(@)}, u(2) /
="”’:1(“(”")’"(”),)“Pu(“(m),7°(w))-v($){ ( z((m) Io(m))) )"1;((;;)}’

d(e) étant croissante, on a en vertu de (4.5)

(4.6) K@) <0 |pour 0< < F< 8(8) < 8(e) < 8(s)
pour & < & < &,
od & = k(@)—,.
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Comme % () est bornée, (4.6) entraine 'existence de hmk(m) Posons
limk(x) = k. On a donc

Y@ o Y@ elu@), k@) _
-0 (p(u(m), 70) x>0 f)’(u(m); k(w)) tp(u(iv) k)

et par suite, en vertu du théoréme 1, % est une solution de I’équation
(1.10), Mais; dans lintervalle ky—e < k< ky+e, k, est la’ solution
unique de l'équation (1.10). D’une facon analogue on démontre (4.2)
dans le cas o § (%) < @ (u(E), ke — &) et dans le cas envisagé dans le théoréme
3 ou dans la remarque 1.

Remarque 3. Pour obtenir le cas envisagé dans la remarque 2 il
suffit do supposer que la fonction 4 (z, k) définie par la relation suivante:

Flo,p(u(@), k) o ()

(4.7) Afw, k) =1 ) pour >0,
‘ F(k)—A pour ¥ =0
est continue par rapport & (%, ) dans l’engemble
() = {(@, k)| 0 < @ < 8(a0), Ty— 80 < b < Fig+ 65}
Démonstration. Choisissons k € (k,, ko4 &)
(4.8) F(k)—A4 <0 pour k< k< Fy+eg.

De la continuité de A(x, k) il découle que F (k) — A est continue et par
suite de (4.8) il résulte qu’il existe un a < 0 tel que

ﬁ(k)—A<a<O pour k< k<< ky+5pe

Une fonction continue dans I’ensemble I7 y est uniformément continue
et par suite il existe un 6* > 0 tel que

A, W)~ F(k)+ A< |a/2]  pour 0< o< 8% FE< k< ot e
d’ou
Alz, k)< a/2< 0 pour 0<w <0 B kgt 5.

On peut prendre la suite &,—k,, k, < k,_, et définir 8, > 0 tel que 0 < o,
< 8, et tel que

Alz, k) <0 pour 0K o< oy, kb, < k<< hp+g
la fonetion
o(e) =8¢ pour k,—k<e<k,_,—k

ainsi définie est croissante.
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Remarque 4. Dans le cas envisagé dans le théoréme 3, 4 et dans
la remarque 1 il peut arriver qu'il existe une solution y(z) telle que il
n’existe pas de limy (#) /g (u(2), k) finie, mais que la solution envisagée

ne soit pas contmue dans @, POUT 0 < < 6(g). Nous allong donner
un tel exemple.

ExemMpLE 1. Envisageons 1’équation suivante:
¥ 1
(%) Y=o T3

On a F(xz,y,u) = y2u+3 |

~ ' y o= 1 1
p(u, ) =kuw, w=e, v=1, A=1, Fk) = _2_7?-'—?’
1 1 :
F(’b) .A. —g"ﬁg et! ’Go——'-l.

ff‘(k)—A egt decroissant. Nous sommes dang le cas du théoréeme 2. On
vérifie facilement que y = « est une solution de () satisfaisant & (2.3).
Les autres solutions sont données par y = az*” + x ot imy /kr = limaz— 2 +

1 >0 g0
-I-I = 00,
5. Envisageons le cas ol
[F(ho+e)—A] [F(ky—e)—A]1>0 pour 0 < & < &

Par exemple F(k,—e)—A < 0 et I'(k,+e) — A < 0. Désignons par 8(e)
un nombre positif tel que

Flo, gplu(a), bote), u(@)  w'(2)

5.1 3 :

( ) PDae (’u' (m)’ 700‘+ 8) ’D(m) < 0’
Pz, plu(@), ko—e), u(@)  u'(a)

(6.2) (pu(u(m)’ ko—e) - (@) <0

pour 0 < w< d(e).
On peut facilement vérifier que le cas ol d(s) est croissante par rapport

A & (¢> 0) Ia limite lim —2&)

———— - =1 exigte pour chaque solution
20 P{U(@), o) PotE. ot

y(x) telle que
(5.3) o (u(@), ko — &0) < (%) < @ (w(), o+ 2,)

mais il peut arriver qu’il n’existe pas de. y(z) sa,tlsfalsa,nt 4 (b.3) dans
tout l'intervalle (0, 8(s,)).
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11 suffit de supposer que
Pz, plu(@), k), w(@) (o)
o (@), ko) v ()
pour 0 < & < &, 0% 0 < 8, << 8(e) pour 0 < &< ¢

(8.4)

et que

Flo, , k), »

pu(u(a), ) - o(a)
<hiz, k) pour ki—e<k<ky

o h(xz, k) est telle que chaque solution y(x) de 1’équation

(5.6) v =h(z, p)

satisfait & 1’inégalité

(5.7) w(®) >k, powr z suffisamment petit.

Dansg le cas envisagé les inégalités (6.1) et (5.2) sont satisfaites dans l’inter-
valle 0 < 2 < J, pour chaque & £>0, ¢<<g. Supposons que y(x) est
une solution de (1) satisfaisant & (5.3). De 'inégalité (5.1), (5.2) et (5.4),
il vient '

E(z) <0 pour 0 < o< g

(dans le cas out g, > 0 et ¢, > 0).
En vertu de (5.3) il vient

ko —eo < k() < Kyt 5

et par suite il existe lim k() = ZE, ke (Fog— &g by + 20). En vertu du théor_éme.

x>0

1, % est une solution de (1.10) et par suite k= k,. Nous allons démontrer-
que

(5.8) Y (@) > q:(u(mj, ko+&) pour 0 < <.
Supposons que (5.8) n’ait pas lien. On a done, en vertu de (5.4),
p(u(w), ky—&o) < ¥ (@) < plu(@), k) pOUr 0 < < b,
En vertu de (5.5) il vient
zc'(eé) < bz, k(x)) pour 0 < o< 4
et par suite

k(x) = w(z) pour 0 << d,
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ol (2) est une solution de (5.6) telle que

p(8o) = K(5y)-
Mais en vertu de (5.7)

730; k(z) >k, pour z suffisamment petit.

Ainsi nous avons démontré que y () > ¢ (w(z), ky+ g,) pour z suffisamment.
petit. La démonstration est ainsi terminée.

Nous avons démontré le théoréme suivant:

Hyeorubses H;. Fz, p(u(2), k), (@), g.(w(@),k) e w(2)p@)
satisfont & (5.1), (5.2), (5.4) et (5.5).

THEOREME 4. Dans le cas ol sont- satisfaites les hypothéses H,, H,
ot H; il n'existe pas de solution y(x) telle que soit satisfait (5.3), 6t par suite
il n’existe pas de solutions y(x) telle que

Y ()

omo p{u (@), o)

Remarque 5. Dans le cas ol ne sont pas satisfaites les inégalités
{B.4) et (6.5) il peut arriver qu’il existe une solution y(z) satisfaisant &
(2.3). 11 suffit d’envisager.l’exemple suivant:

, N FAN KA Y
Iz, y,u) = (u)+( )7
p(u, k) = kw, u(z) =1}z, v@) =1.

On a .
Pz, pluf), k), (@)  o'(a)
pulu(®), k) v(2)

les inégalités (5.1) et (5.2) sont donc satisfaites, mais on vérifie facilement
que y(z) = kyu(x) = }k,x est une solution de I’équation

49 \3 4y \*
v=— (2] (2
x @

et par suite y = }@ est une solution de I’équation (x) satisfaisant & (2.3).

= —(k—3)2<0 pour k £}, k ?%'
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