icm°®

STUDIA MATHEMATICA, T. LXII. (1978)

Bestimmungsflichen fiir das Randwachstum helomorpher
Funktionen auf analytischen Polyedern* ‘

von

PETER PFLUG (Kaiserslautern, B.R.D.)

Zusammenfassung. Sei @ < C* ein Holomorphiegebiet mit dem Silov-Rand .
8 = 8(G, A(®) beziiglich der Algebra A(G) der auf @ stetigen, in @ holomorphen
Funktionen. Folgende Frage wird untersucht: ist das Randwachstum einer auf @
holomorphen Funktion bereits durch ihr Verhalten in der Nihe von S bestimmt?
Dieses Problem wird fiir polynomiale Funktionen aunf analytischen Polyedern geldst,
wenn man deren Wachstum in einer Umgebung von § auf & kennt; zudem wird gezeigt,
wie man den Begriff “in der Nihe von §” prézisieren kann.

1. In [1], [2] wurde fiir analytische Polyeder P festgestellt, daB der
Silov-Rand 8 = §(P, A(P)) stets im Bergman-Rand 9"P von P enthal-
ten ist; gleichzeitig wurden Bedingungen angegeben, unter denen beide
Rénder iibereinstimmen. Ersetzt man also den Silov-Rand durch den
Bergman-Rand, so ergibt sich folgender Satz:

Sarz 1. Bei U < C* ein Gebiet; seien fr, ..., , (g=n>2) auf U
nicht konstante, paarweise verschiedene holomorphe Funktionen mit gradf;(z)
#0 auf LeU: |f;(2) =1}, s0o daf P: = {zeU: |fi{e)l <1 fir 1<j
< q} ein in U relativ kompaktes Qebiet ist; V = V(0*P) sei eine Umgebung
des Bergman-Randes 0*P: = {z € 0P: |f;(2)] = 1 fiir mindestens n Indizes j}
von P.

Dann existiert eine Zahl = > 1, so dap jede auf P holomorphe Funktion
f: P=>C mit [f(2)] < Adist(z, 6P)”N (4>0 .NEN) auf PNV folgender
globalen Abschitzung auf P geniigi:

If(2)] < A»Y dist(z, OP)~ V.
Beweis. (a) Setzt man fiir 1 <j<<g: Ny: = {ze U: |f;(?)] =1} und
N;: = N;nP, so existiert eine positive Zahl 0 < &;; 80 dafl die “Schlinche”

U(ﬁj;zel):z {z e C*: dist(z, ﬁj)< 2¢,} relativ kompakt in U liegen.
Fir die auf U plurisuperharmonischen (®-Funktionen u;:=1~|f;]

* Diese Note basiert auf einem Teil der unveréffentlichten Dissertation [4]
des Verfassers.


GUEST


40 : P. Pflug

folgt damn mit geeigneten Konstanten a, > 0 auf U(ﬁ/’j; &)NP:

[ (2)] < adist(z, Z\%) wegen des Mittelwertsatzes
und '

ly; ()l = pdist(z, N;) = pdist(z, 0P) wegen[5].

(b) Fiir positive Zahlen yy,...,», mit y <1 bezeichne P(y)i

=P(y, ..., 7, folgendes analytisches Polyeder:
P() ={zeP: |f;(x)l <1—y fir 1<j< g} EP.

Offenbar gilt bei geeignetem s,<s, fiir y = (P1y oeryyy) mit g < gyt
P(n<V.
(¢) Behauptet wird nun die Existenz einer positiven Zahl g, < ¢,, 50
" daB fiir alle 1<j<g, 0<e<e, und e P(y) mib y; < ey (8 #7),
=¢ und |f;(#)) =1—¢ Dbei geeignetem »x = %(y,2) und y, ¢, gilt:
dist(e, OP) = dist (2, N,) << s,. -

Denn: Offenbar kann man bei geeigneter Wahl von & annehmen,
daB stets dist(z, 0P)< g;. O.B.d.A. setze man j=lund y,=... =y
= & Tiir ein I mit 2 <7< ¢. Bs geniigt ein &, 50 zu finden, daB fir alle
Vg1 < Ezy ey V2 8, p1 = £ < 53 und Punkte 2 € a*P(Y) mit Ifl(f) =1-
—e fiir ein geeignetes » ¢ {2, ..., 1} gilt: dist(z, 0P) = dist(z, NV,). Wire
dies nicht maglich, gibe es eine Nullfolge §,, Zahlenfolgen 0 < ¢, < &,
fir 1+1 < p< ¢, eine Punktfolge 2* € 0*P(3,, e, ..., 8, Vir1ye--; ¥e) Mit
#'->2° und |f;(s")] = 1—6, und eine Zahl x e {2,..., 1} mit dist(z*, OP)
= dist (2", ¥,) < mindist(¢’, Z(T,,). Obwohl ) <1—e< 1 gilt, folgh

ok
dist(2®, N,) = 0, was obige Annahme widerlegt. .

(d) Leicht findet. man 0 < e, < &5, 50 daB fiir alle z € 9P° mit 0 < ¢
< ¢ fir geeignetes j = j(z, &) gilt: 1 — [7;(2)| < &5; dabei bezeichne P°:
= {z e P: dist(z, 0P) > ¢} die e-Schrumpfung von P.

(e) Sei jetzt ein Punkt 20 € P — P% beliebig gewihlt. Mit einem geeig-
neten & < ¢g; liegt 20 auf 9P°; also gilt mit(d) fiir ein j: 1— {f;(2%)] =: y;
< 6g. Setzt man fir 1<i<g, ¢ %jund 6>1

y(a).= &2 alls ]fi(zo)[<1‘—82
T =i e = 1 —e,

so folgt nach dem Maximumprinzip fir holomorphe Funktionen auf
analytischen Mengen: ‘

e < sp{If@): 1) =1—7; wd 2 e Ply(s)))
. < Asup(dist(z, aP)™: |f;(z)] = 1—yp,; und # e 0*Py(4)}.

@ ©
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Nach () gilt fiir solehe s, fiber die das Supremum gebildet wird :
dist(z, OP) = dist(s, ¥,) mit einem x,
fiir das [f,(2°) > 1—e, gilt.
Mit (a) fortfahrend erhilt man:

dist(z, F) > = (1= (=) > (L (17, o)

Q=

(18" 1£u(=r)

1—&If, ()
T e 1-|f ()

B .. . 1—8|f()P
> £ dist (9, 9P) min —— o SN
Z ‘ld]s (&5 2 )lslgq 1—{fi)

1
@
£

dist(2?, P)

Also gilt, da é > 1 beliebig war:
ﬁ —-N
f)I<4 (—) - dist(e?, OP)N.
24

Diese Ungleichung gilt also anf P auBerhalb P*, woraus sofort die Behaup-
tung des Satzes hergeleitet werden kann.

Bemerkung. Laft man die Bedingung gradf; # 0 auf N; fallen,
50 bleibt eine abgeschwichte Aussage [4] richtig, indem man die Unglei-
chung von X.ojasiewicz benutzt. .

2. Bezeichnet ,@(@) den Banachraum )
~0(@) := {f: G—C holomorph: sup]| f(é)[djst(z, I < oo}
2eG

s0 ergibt sich folgendes Korollar:

FoLGERUNG 1. Seien P und V wie in Satz 1; sei G ein Teilgebiot von -
P mit ¢ > PNV und Holomorphichiille (¢) = P. Dann gilt: Die Restrik-
tionsabbildung r: yO(P)->x0(G) ist ein topologischer Isomorphismus.

AuBerdem 148t sich ein Resultat von Siu-Narasimhan [3], [6] wie
folgt verschirfen:

FoLeERUNG 2. Seien P, V wie in Satz 1, und sei A eine (p, q)-Mairic
von auf P holomorphen Funktionen. Dann gibt es eine Zahl x =
#(4), so dap jedes p-Tupel holomorpher Funktionen F={.f)e

A-I'(P, 0) mit sup |f(2) | dist(z, 0Py < oo bereits Bild eines g-Tupels g =
z2ePAV

(Grs ooy gq)t€N+x@ (P)? ist.
3. Wahrend Satz 1 Wachstumsabschitzungen in einer vollen Umge-
bung des Bergman-Randes verlangt, gelingt; es z. B. fiir analytische Poly-

~
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eder im €2, die Bedingung “in der Nahe” von 8§ von (0) wie folgt zu pri-
zisieren:
SATz 2 Gegeben sei im C? das beschrinkte analytische Polyedergebwt

={eUP): (LD <1,|fs(2) <1} mit in U(P) nicht Ico%stomtfm
holomorphen Flmktwnen fl, fo fiir die gradf;(z) = 0 auf {#z € U(P): |f;(2)
= 1} gilt. @ < P sei ein Teilgebiet folgender Gestalt: G = {z € P: ¢, (2) < 0
@q(2) < 0}, wobet die in U definierten C-Funktionen ¢, @q folgende D'Lgen-
schaften erfillen:

o) fir Pﬁmkig zelU gilt:
¢1(2) = @y(2) = 032 O*P
“@y(2) =0 und [fo(z) =1
> pa(2) =0 und |fp(2)l = 1;

(B) fiir Punkte z € 0P~ 0P mit |fi(2)] = L gilt: ¢;(2) > 0;
“(y) fur keinen Punkt zeP —G gilt: ¢;(z) =0 fm‘ i =1, 2;
(3) fW Punkte z € 0*P hat man:

r (grade, (2 )) —r (grad%(z)) —9
(gra,d pa(2) grad g (2)

fir i =1, 2 und yp,:=1—|f.
Dann ewistiere eine Zahl x> 1, so daB fir jede in P holomorphe
Funktion f: P-C mit |f(s)] < Adist(z, 0™ auf G gilt:
" Pir alle Punkie 2 ¢ P ist folgende Abschitzung richtig:

1f(2)]

Bemerkung. Man sieht sofort, daB die Bedingungen(a)—(y) natiirli-
che geometrische BEigenschaften beschreiben. (3) dagegen fordert das
" transversale Schneiden der berandenden Hyperflichen.
Beweis. (a) O.Bid.A. sei vorausgesetzt: |grade;(2)| <

wd 1 =1, 2. -

(b) Analog zum Beweis von Satz 1 findet man Konsta.nten az>1,
f>0 und 0<e <1, so daB fiir alle Punkte 2e U(0*P;e)nP g11t
pdist(z, OP) <1 1f:(2) < adist(z, g BE N bezeichne wieder {z eP:
fil2)l =1},

(e) Beha.uptung Es gibt endlich- viele Punkte 2, ...,2*c 8P und
Umgebungen U, =U;(e") 3 U; = Uy(#) fir 1<j< und eine Kon-
stante % € [0, 1], so daB gilt:

(1) yu,s a8*p; '
A=}

< AN dist(z, 0P)Y

1 fiir z € U(P)
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(2) Auf ganz D ist eme Koordinatentransformation x; ausfihrbar;
(3) Fiir alle zePn(U U;) mit ;(2) = 0 gilt:

lp;(2)] = #dist(z, 6*P) fir  {&,5} = {1, 2}.

Den_n Da 8*P kompakt ist, braucht (2) und (3) nur lokal gezeigh
zu werden. O.B.d.A. sei j=1und 4=2. 22¢0*P sei dann ein be-
liebiger Punkt des Bergman-Randes. Da sich nach (3) die Hyperflichen
[ = 0] und [ps = 0] in 20 transversal .schnelden, findet man 0.B.d.A.
Umgebungen U = U (2% < U(P) und W = W) = & ey Mb 20, =
% +49; und einen Diffeomorphismus y: T—W mit: 2(2%) =0, 7(GnU)
cfweW: u,< 0,0, <0}, ((Tnd*P) = fweW: w, =0} und g0y
pr, fir ¢ = 1,u7 dabei bezeichne pr; die Pro;ek’mon (wyy W) —>u,. Se1
W = W(0)EW eine Vollkugel und U: = 3z (W), so gilt fiir z € UnP

mit ga(e) = 0: lpy(2)] = a0y~ (w)] = [uy] = [w—(0,w5)] = jw—10'] mit
x(f) =w =*(ul+i(),w2) wnd w = (0,w,) e Wny(d*PAU). Mit 2 :=
¥ (w)edP  folgb: |p(2) = w—w'| = |y(z)—y(¢) = Ciz-z{ >

Cdist(z, 8* P), wobei € = C(2°) > 0 gilt. Somit ist (c) verifiziert.
(d) Man wihle jetzt eine positive Zahl &, < &; mit:

*

<ur,
p

=1

U (0" P; &) und  dist(z, F)) > |g;(2)] fir z € U(0*P; &))" P,

i =12 und Fp= {geP: ¢2) = 0)}.
(e) Offenbar gilt dann fiir eine geeignete Zahl 0 < 5. ¢, mit (B):

fEeP: (@) =1—¢ gi(2) <O, gu() < 0} U(a* 2)

) Pa(?
fiir 0< 6 <e; und § =1, 2.
(f) Fiir 6 € (1 —e,, 1) setze man:

Ni(0): = {ZEP: ()] = 6, () <0, 0> g5(2) > -—”—(1—"2)};
2aD
dabei seien '
D:=2 max |grady;;(w)]+1
A=l %

wel
r=1,...,4

mit den nach (¢) zu U, gehdrenden Nullumgebungen W, und 15, die
vte Komponentenfunktion von y7* Es gilt:

Ni(8) € U(6*P; ) 0 P.
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Behauptung: Fiir alle 2z e N;(d) mit L —e;< §<<1 gilb mit einer
geeigneten positiven Zahl L < #: ¢;(2) < —L-dist(z, 0*P). Denn:
0.B.d.A. sei ¢ =1 und j = 2.

Offenbar braucht man diese Abschitzung jeweils nur fiir d1e Schnitit-
mengen N;(d)n U, zu zeigen; es sei 0.B.d.A. 1 = 1. Man hat also wieder
die lokale Situation:

U,5 U,~>W, €W,
w w
2t —0
Dann gilt fiir Punkte z€ UynNy(8) wegen |fi(e)] =1—8: dist(z, 8*P)

> dish(z, Na)> =1 —|fi(@)}) = i (1—6%; d.h. fiir Punkte ' € 6*P gilt

l-lg]

stets: [e—2'| 2 — (1—0%). Damit folgt fiir w = g, (¢) und w’ = g (¢'):

R

o] = e =l > 5 e > 5 (= 8.

Also erhélt man:

lp1(2)] = Ipe0 21 (w)] = uy| und

Fiir w* = (0, w,) € 4, (0* P U;) folgt dann:

lp2(2)] = fs] > cos % 1o —w*|

1 1
> cos.._. —_ * ——— 5 * 3 L Lk .
]z ¥ = o5 — 5 dist(z, 0" P) mit 2% = g7 (w*)

(g) Wegen ({3 ) findet man 0 << g, < g5, 50 daB fiir alle 2 P—@ mit
dist (2, 0P) <&, und @(2) >0 und ¢;() < 0 gilt: |fi(e)l > 1—s,.

(h) Sei jetzt 2° € P— @ mit d : = dist (29, 3P) < &. 0.B.d.A. gelte o, (2°)
20 und @,(2%) < 0. Mit (g) gilt: [fi(2?)] =: 6 > 1 —s¢,.

Man ‘betrachte nun die rein-1-dimensionale analytische - Menge
4,(2°) In P: A4;(2%:={zeP: fi(z) =f (")} und setze B:={zeP:
1(2) > 7(d) /2, p2(2) << 0} mit

~n(d):= min L-dist(s, *P)> 0, da
FeN1(d) .
Es gilb: 2° € Bn4,(2") € P. Mit dem Maximumprinzip folgt dann: |f(2?)}
< Wflomraye0)-
Aug(e) erhilt man:

N.(8) # 0.

A,(2)n0B < 4,(2%) {z €P: () = "—(;—), Pa(2) < o} 6.

icm°®

Bestimmungsflichen far des Randwachsium holomorpher Funkiionen 45

Fiir ze 4,(2°)n0B gilt:
1f(2)] < Adist(2, @)Y < Amax(dist(z, Fy) Y, dist(e, Fo)~Y)
< Ama’x(!%(z) -, ]‘Pz(z)[‘NL
Weiter folgh:
[n(d@)

lpy (2)] = —5 = —g—-dist(z', 9*P) (fiir ein 2" e Ny (5)
L _ .., = L N L )
Z5 dist(2', Nl))?;.(l—]fl(z ) =E‘;'(1~If1(z°)lz)
;—li-ﬁ-dist(z% o0P).
2 a
Wegen (f) gilt:
. 1-#)< — i dist(z®, 0P)
‘Pz(z)<—2ap(— S 75D ’ .

Also folgt zusammenfassend:

g \™% . _ N 3 _
1 (2% <A(2a—’;) dist (2°, 8P)~Y = AB~Vdist(2°, 4P)" ¥

(i) Analog wie in (c) folgert man fiir geeignete Zahlen 0 <g; < &,
0 < r< L, daB fiir alle Punkte 2 € 8¢nPn U(9*P; z) gilt:
—1f2(AF = pa(2) > rdist(z, 9* P).
(j) Offenbar gilt mit geeignetem 0 g<s; fiir alle Punkfe

2eGAT (0" P; &):

G A (%) © (P—PYn T (0*P; ¢,).

Damit gilt:
[f(zo “f”»Al(Bo)naG’ < AB_J\
Fiir diese z berechnet man:

—1f1(R)) = — dist (2°, OP),

sup  dist(z, BP)
2ed ()G

™

(1) dist(z, Na)=>— L 1

5]

> dist(z, *P) >

L aist(z, Ny
a a

(2) dist(z, Ng) > —(1 1F:(a)F)

> R (", 8P).
a a

Also ergibt sich: Y
| e < 4B~ (L) " ater, oy

woraus sofort die Behauptung des Satzes folgt.
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Bemerkungen. (a) Wie man dem Beweis von Satz 2 entnimmst,
gentigh es, sdmtliche Voraussetzungen nur lokal um 9*P zu fordern.,

(b} Ebenso gilt, daB die Voraussetzung, daB das analytische Polyeder
durch zwel Funktionen gegeben ist, vollkommen unwichtig ist. Solch
fain (S).?’ﬁz gilt also in analoger Form fiir jedes analytische Polyedergebiet
im C*%

(e) Einen analogen Satz erhalt man dureh Induktion auch in beliebiger
Dimension, wenn'das Teilgebiet @ durch “polynomiales Eindriicken” nur
der (2n—1)-dimensionalen offenen Berandungsflichen {zeP: |f;(2)] =1
wnd |f;(#)] < 1 fiir alle j == i} entsteht.

(d) Es gelten wieder die entsprechenden Aussagen zu den Folge-

rungen von (2), ebenso die Bemerkung von (1) beziiglich der Rojasiewicg-
Ungleichung.

4. Die hier behandelte Frage ist ein Spezialfall des
meinen Problems:

Sei @ ein Gebiet im €™ mit Holomorphiehiille H (@) = C". Unter
welchen Voraussetzungen gilt dann, da8 die Restruktionsabbildung
NO(H (@) -y0(@) (¥ € R.,) surjektiv ist. DaB diese Abbildung i.A. nicht
surjektiv ist, wurde an einem Beispiel in [4] gezeigt. Fiir schone geometri-

sche Gebiete, z.B. sternférmige Gebiete, dagegen ist diese Frage in [4]
positiv beantwortet. ) -

folgenden alige-
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IP-Struktur in Banachriumen IT
von

EHRHARD BEHRENDS (Berlin)

Abstract. Let X be a real Banach space, 1 < p< co. A linear continuous pro-
jection B: XX is called LP-projection, if llzi? = |ExP+ o — Exz? for x ¢ X. We
consider complete Boolean algebras B, of LP-projections (e.g. if p = 2, the set of
all L#-projections on X), in particular, the properties of the operators in the Banach
algebra generated by By, Oy (B,). After summarizing the results which are consequences
of theorems of Bade and Cohen—Sullivan we study the spectral properties of operators
in Oy (Bp)- It is shown that they behave like normal operators on Hilbert spaces (though
in this case the scalars are real). As an application we prove some results concerning
the existence of certain projections, general properties of operators .in Cp(By), and
theorems describing the strueture of the bi-commutator of subsets of Op(By). As an
example we mention the following result which for p = 2 includes a elassical theorem
of Riesz and von Neumann: If T € Oy (B,,), X is a separable Banach space, then every
operator in the bi-commutator of T is a bounded Borel function of 7.

Die vorliegende Arbeit setzt die Untersuchungen iiber LP-Struktur
in Banachriumen fort. In [3] wurde w.a. gezeigt, daB fiir p == 2 je zwei
IP-Projektionen kommutieren (eine Projektion E: X—X heiBt LP-Pro-
jektion, falls |lz|? = {|Ball® + v — Ex|® fir alle € X ; dabei ist X ein reeller
Banachraum und 1 < p < ). Hier sollen zuniehst in Kapitel 1 einige
unmittelbare Folgerungen gezogen werden, die sich mit Hilfe der Resul-
tate in {2], [4] und [7] leicht direkt ergeben. Gleichzeitig sollen einige
fiir die Arbeit wichtige Vorbereitungen und Begriffsbildungen bereit-
gestellt ‘werden. Eigentlicher Inhalt der Arbeit ist die Untersuchung der
in der von den LP-Projektionen erzeugten Banachalgebra liegenden Ope-
ratoren (sog. Cunningham-p-Operatoren). Inshesondere wird eine Spekiral-
theorie dieser Operatoren entwickelt. Bs zeigt sich, da8 Cunningham-p-
Operatoren Spektraloperatoren vom skalaren Typ im Sinne der Dunford-
schen Theorie sind (vgl. Band IIT von [5]). Allerdings sind die Ergebnisse
und Beweismethoden dieser Theorie im allgemeinen nicht iibertragbar,
da dort an wesentlichen Stellen ausgenutzt wird, daf die Skalare komplex
sind. .

Als Anwendung werden zwei Ergebnisse von Evans bewiesen, die
in [6] mit anderen Methoden erzielt wurden. Diese Resultate dienen
dann dazu, weitere Ergebnisse iber Cunningham-p-Operatoren herzuleiten.
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