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Bemerkungen. (a) Wie man dem Beweis von Satz 2 entnimmst,
gentigh es, sdmtliche Voraussetzungen nur lokal um 9*P zu fordern.,

(b} Ebenso gilt, daB die Voraussetzung, daB das analytische Polyeder
durch zwel Funktionen gegeben ist, vollkommen unwichtig ist. Solch
fain (S).?’ﬁz gilt also in analoger Form fiir jedes analytische Polyedergebiet
im C*%

(e) Einen analogen Satz erhalt man dureh Induktion auch in beliebiger
Dimension, wenn'das Teilgebiet @ durch “polynomiales Eindriicken” nur
der (2n—1)-dimensionalen offenen Berandungsflichen {zeP: |f;(2)] =1
wnd |f;(#)] < 1 fiir alle j == i} entsteht.

(d) Es gelten wieder die entsprechenden Aussagen zu den Folge-

rungen von (2), ebenso die Bemerkung von (1) beziiglich der Rojasiewicg-
Ungleichung.

4. Die hier behandelte Frage ist ein Spezialfall des
meinen Problems:

Sei @ ein Gebiet im €™ mit Holomorphiehiille H (@) = C". Unter
welchen Voraussetzungen gilt dann, da8 die Restruktionsabbildung
NO(H (@) -y0(@) (¥ € R.,) surjektiv ist. DaB diese Abbildung i.A. nicht
surjektiv ist, wurde an einem Beispiel in [4] gezeigt. Fiir schone geometri-

sche Gebiete, z.B. sternférmige Gebiete, dagegen ist diese Frage in [4]
positiv beantwortet. ) -

folgenden alige-
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IP-Struktur in Banachriumen IT
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EHRHARD BEHRENDS (Berlin)

Abstract. Let X be a real Banach space, 1 < p< co. A linear continuous pro-
jection B: XX is called LP-projection, if llzi? = |ExP+ o — Exz? for x ¢ X. We
consider complete Boolean algebras B, of LP-projections (e.g. if p = 2, the set of
all L#-projections on X), in particular, the properties of the operators in the Banach
algebra generated by By, Oy (B,). After summarizing the results which are consequences
of theorems of Bade and Cohen—Sullivan we study the spectral properties of operators
in Oy (Bp)- It is shown that they behave like normal operators on Hilbert spaces (though
in this case the scalars are real). As an application we prove some results concerning
the existence of certain projections, general properties of operators .in Cp(By), and
theorems describing the strueture of the bi-commutator of subsets of Op(By). As an
example we mention the following result which for p = 2 includes a elassical theorem
of Riesz and von Neumann: If T € Oy (B,,), X is a separable Banach space, then every
operator in the bi-commutator of T is a bounded Borel function of 7.

Die vorliegende Arbeit setzt die Untersuchungen iiber LP-Struktur
in Banachriumen fort. In [3] wurde w.a. gezeigt, daB fiir p == 2 je zwei
IP-Projektionen kommutieren (eine Projektion E: X—X heiBt LP-Pro-
jektion, falls |lz|? = {|Ball® + v — Ex|® fir alle € X ; dabei ist X ein reeller
Banachraum und 1 < p < ). Hier sollen zuniehst in Kapitel 1 einige
unmittelbare Folgerungen gezogen werden, die sich mit Hilfe der Resul-
tate in {2], [4] und [7] leicht direkt ergeben. Gleichzeitig sollen einige
fiir die Arbeit wichtige Vorbereitungen und Begriffsbildungen bereit-
gestellt ‘werden. Eigentlicher Inhalt der Arbeit ist die Untersuchung der
in der von den LP-Projektionen erzeugten Banachalgebra liegenden Ope-
ratoren (sog. Cunningham-p-Operatoren). Inshesondere wird eine Spekiral-
theorie dieser Operatoren entwickelt. Bs zeigt sich, da8 Cunningham-p-
Operatoren Spektraloperatoren vom skalaren Typ im Sinne der Dunford-
schen Theorie sind (vgl. Band IIT von [5]). Allerdings sind die Ergebnisse
und Beweismethoden dieser Theorie im allgemeinen nicht iibertragbar,
da dort an wesentlichen Stellen ausgenutzt wird, daf die Skalare komplex
sind. .

Als Anwendung werden zwei Ergebnisse von Evans bewiesen, die
in [6] mit anderen Methoden erzielt wurden. Diese Resultate dienen
dann dazu, weitere Ergebnisse iber Cunningham-p-Operatoren herzuleiten.
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Ingbesondere wird der Bikommutator der Gesamtheit aller Cunningham-
-Operatoren bzw. eines einzelnen Cunningham-p-Operatores niher unter-
sucht.

Die wesentliche Eigenschaft der .Gesamtheit aller LP-Projektionen
besteht darin, daB sie — im Falle p 22 — eine vollstdndige Boolesche
Algebra von Projeltionen bildet. Da in allen Sitzen nur von dieser Bigen-
schaft Gebrauch gemacht wird, werden wir allgemein von vollsténdigen
Booleschen Algebren von LP-Projektionen ausgehen. Dadurch wird der
Fall p =2 nicht ausgeschlossen, obwohl die Resultate dann natiirlich
nicht auf die Gesamtheit aller I*-Projektionen angewendet werden kénnen.

1. Vorbereitungen. Tm folgenden sei X ein reeller Banachraum
{X #0) und 1< p < . Unter einer Projektion auf X verstehen wir
eine lineare stetige Abbildung B: X—X mit B* = F. Inshesondere sind
I”-Projektionen E (Definition s. Einleitung) stetig mit [B] < 1. Bilder
von ILP-Projektionen heiBen IP-Summanden, I?-Projektionen wnd I*-
Summanden entsprechen sich eineindeutig ([3], 2.1). Wir iibernetimen
bzgl. ‘der I*-Summanden die Bezeichnungsweise aus [3]. Insbesondere
wird der zum L”-Summanden J gehorige komplementire LP-Summand
mit J* bezeichnet. Ist J = Bild B, so gilt J+ = BildId _— B, so daB
wir fiir Id —% auch Bt schreiben werden. :

Unter einer Booleschen Algebra B, von LP-Projektionen verstehen

wir eine Menge von kommutierenden IP-Projektionen (die Vertauschbar- -

keit ist nach [3]1im Falle p s 2 stets sichergestellt), die 0 und Id enthilt
und mit F, ¥ anch die Operatoren EF, E-+F—EF und Id—F. Aus der

Kommutativitit folgt leicht, daB HF und E + ¥ — EF wieder L?-Projektio-_

nen sind; s. [4] (man beachte, daB L?-Projektionen spezielle Beispiele fiir
Z-Projektionen sind). Insbesondere ist die Gesamtheit aller LP-Projektio-
nen im Falle p + 2 eine Boolesche Algebra; wir bezeichnen sie mit B,(X).
B, heiBt vollstindig (bzw. o-vollstindig), wenn fiir jedes wachsende oder
fallende Netz (B;),; (jede wachsende oder fallende Folge (B,),.x in B,)
ein F e B, existiert, 50 da8 H;—~F (F,—E) in der starken Operatortopologie.
In diesem Sinne vollstéindige Boolesche Algebren sind auch als abstrakte
Boolesche Algebren vollstindig, doch werden wir Vollstindigkeit stets nur
in dem stirkeren Sinn gebravchen. B,(X) ist, wieder als Folgerung aus
den Ergebnissen von [4], eine vollsténdige Boolesche Algebra von LP-Pro-
jektionen im Falle p = 2. ‘

Bs folgt weiter, daB Summen und Schnitte von Bildern kommutieren-
der LP-Projektionen wieder L?-Summanden sind (wegen. Bild EF = Bild B
NBidF, BildZ+F — EF = Bild B+ Bild F), und fir jede kommutierende
Familie (B;);; sind (mit J;:= BildE,) MJ; wd (£IUJ,)” ebenfalls

. iel el

IP-Summanden (das ist fiir endliche Familien klar, so daB die J; 0.B.d.A.
als anfwérts bzw. abwirts filtrierend angenommen werden k(“)nneni Dann
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ist aber (M) J; = Bildinf{E;| i e I} und (UJT)y =(UJy = Bild sup {&,|
iel iel iel
iel}). Aus (infB)' =supB} folgt noch X — NT@ (ZU ).
iel il

Damit ist insbesondere bewiesen, daB vollstdndige Boolesche Algebren von
LP-Projektionen auch vollstindig im Sinne von [2], 2.1, sind, so daB

- im folgenden alle Ergebnisse aus [2] tbernommen werden konnen. Sei

im folgenden B, eine feste vollstindige Boolesche Algebra von LP-Pro-
jektionen auf X. Fiir die elementaren Eigensehaften derartiger Boolescher
Algebren von Projektionen verweisen wir auf die einfithrenden Kapitel
in [2]. Wir bemerken nur, daB sich B, durch B F < EF = E ordnen
148t, und daB in dieser Ordnung EF = BA F und ELF—EF =EvF.
E und F sollen disjunkt heifen, wenn EF — 0. Wir werden hiufig von
der Tatsache Gebrauch machen, daf fiir paarweise disjunkte B,..., B

n

n
und # e X die Ungleichung DB zP < (wP gilt.
i=1

Nach dem Satz von Stone gibt es zu B, einen kompakten extrem
unzusammenhingenden Raum Q(B,), so daB B, isomorph zur Booleschen
Algebra der offen-abgesehlossenen Teilmengen von 2(B,) ist. Fir B B,
sei . Ap die entsprechende offen-abgeschlossene Menge, und fiir offen-abge-
schlossenes 4 in Q(B,) sei B, dio zugehorige Projektion in B,. Wir erin-
nern daran, daB jede Borelsche Menge C = Q(B,) eindeutig dargestell
werden kann als ¢ = A°4AK® (4 = symmetrische Differenz), wo A°
offen-abgeschlossen und K® von erster Kategorie. Fiix den Ubergang
von O zu A gelten die folgenden leicht zu verifizierenden ‘Rechenregeln:

(i) A°Fp) — Q(B,), 4% = @;
(if) ADY% = 41U 4%;
(if) A°ENT = 0(B,)\N4%;
(iv) AY% = (UA%)" = sup{4°neN};
=1
(V) OinCy =@ =>A%10A% = @.
Folglich induziert jede Abbildung m: B,— Y (Y ein R-Banachraum)

o

mit m (B +F) = m(E)+m(F), m{{J B,) = limm(H,) (B, F disjunkt in
~ n=1

B,, By, ... Folge in B,) durch m(C):= m (¥ o) ein o-additives Y-werti-
ges Mafl auf den Borelschen Teilmengen von Q(B,).

n
Sei Ya; %4;(%4 = charalteristische Funktion der Menge A) eine
i=1
stetige Treppenfunktion auf 2(B,) mit 0.B.d.A. disjunkten 4,, 4, offen-

- abgeschlossen und nicht leer. Wir definieren o g,y )= 0, B, e [X].

Da die 4; und damit die B ,, disjunks sind, folgt leicht || Y'a, B 4,l| = max |ay,
d. h. ¢ ist eine Tsometrie anf der Menge aller stetigen Treppen-Funktio-

4 — Studia Mathematica LXII.1
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nen auf Q(B,), die sich (da £(B,) extrem unzusammenhingend ist)
zu einer Isometrie von 4 ( Q (Bz,)) nach [X7 fortsetzen 148t. Die Fortsetzung
werde ebenfalls mit ¢ bezeichnet. Unter C,(B,) verstehen wir die von
B, in [X] erzeugte Banachalgebra. Offensichtlich igt C,(B,) = Bildg,
und ¢ vermittelt einen isometrischen Algebrenisomorphismus zwischen
%(2(B,)) und C,(B,). Im Falle p # 2 und B, = B,(X) heiBt Cp(B,) die
Cunningham-p-Algebra (in Analogie zu der im Falle » =1 von [1] vorge-
schlagenen Bezeichnungsweise), und die Operatoren in C,(B,) werden
Cunningham-p-Operatoren genannt.

Fir f e 4(Q(B,)) und T e 0,(B,) vereinbaren wir noch die Bezeich-
nungsweise T := ¢ (T), f: = o (f). _

Aus den Untersuchungen von [2] folgen sofort zahlreiche Eigen-
schaften von 0, (B,). Wir bemerken hier nur, daB C,(B,) in der schwachen
(und damit in der starken) Operatortopologie abgeschlossen ist ([21,
4.5) und die T € C,(B,) genau diejenigen Operatoren in [X] sind, die alle
von B, invariant gelassenen abgeschlossenen Unterriume von X ebenfalls
invariant lassen. Wir weisen darauf hin, daB fir diese Folgerungen die
Vollstéindigkeit von B, wesentlich ist, o-Vollstéindigkeit also mnicht hin-
reichend ist (auch fir o-vollstindige B, werden wir mit C,(B,) die von
By, erzeugte Banachalgebra bezeichnen). ’

Die folgende Definition ist fundamental fiir die Untersuchung der
Operatoren in €, (B,). Durch sie kénnen globale Aussagen lokal untersucht
werden. Sei wieder B, vollstindige Boolesche Algebra von LP-Projektionen
und # € X. Unter §(w; B,) verstehen wir den von {Ez| E e B,} erzeugten
linearen abschlossenen Unterraum. §(z; B,) heiBt der von & erzeugte
B,-Zykel. Bs ist klar, das alle §(x; B,) unter allen ¥ e B, invariant ist.
Es ist weiter leicht einzusehen, daB ein abgeschlossener Unterraum Y
genau dann unter allen E e B, invariant ist, wenn § (#; B,) = ¥ fiir
alle x €Y. Aus der vorstehenden Charakterisierung der Operatoren in
Cp(B,) folgt damit: T e 0,(B,) d.un.d., wenn fir alle » e X T(8(=; B,))
<= S(z; By).

2. Spekiraltheorie fiir Cunningham-p-Operatoren. In diesem Abschnitt
soll gezeigt werden, daB sich fiir die Operatoren in Cp(B,) eine Spektral-
theorie entwickeln 148t, die derjenigen von normalen Operatoren in Hil-
bertrdumen entspricht, es sich also inshesondere um Spektraloperatoren
vom skalaren Typ im Sinne der Dunfordschen Theorie handelt. Die Kon-
struktionen des SpektralmaBes entspricht dem Hilbertraumfall, wobei
zu beachten ist, daB in der Hilbertraumtheorie stets von komplexen
Réumen ausgegangen wird, wiihrend hier alle Réume reell sind.

Mit Hilfe der Spektraltheorie werden einige lokale und globale Folge-
rungen fiir die LP-Struktur erzielt.
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2.A. B,-wertige MaBe. Sei (8, X) ein MeBraum, d. h. X eine o-Algebra
auf der Menge 8. Unter einem B,-wertigen MaB auf (8, X) verstehen wir
eine Abbildung ¢: X—+B, mit den folgenden Bigenschaften:

L. o(@) =0, ¢(8) = I4;

2. e(4UB) = o(4)+o(B) fir disjunkte 4,BeX (dann sind auch
o(4) und o(B) digjunks; inshesondere gilt o(SNA) =Id—p(4) = g(A)L).

¢ heibt o-odditiv, wenn fiir disjunkte 4., A,,... in 5 stets e(U4,)
nel
= Z{‘vg (4,) gilt. Dabei ist Y o(4,) (= sup 0(4,)) in der starken Opera-
ne neN neN .
tortopologie zu verstehen. Nach einem Theorem von Pettis ([6], Iv.10.2)
ist ¢ genau dann ¢-additiv, wenn es sechwach o-additiv ist, wenn also fiir
jedes weX und jedes o'eX’ die Abbildung Ao’ (0(4)) o-additiv
ist. Wir werden im folgenden stets von einem o-additiven ¢ ausgehen.
Sei f: §—~R Linearkombination von charakteristischen Funktionen

mebbarer Mengen, d.h. f= Ya,y 4; it 0.B.d.A. paarweise disjunkten
i=1 n
4; (e X). Wir bezeichnen mit [7(s)0(ds) den Operator 2 a;0(4)) (e C,(B,)).
. =1
Es ist leicht einzusehen, daB diese Definition unabhiingig von der speziel-
len Darstellung von f ist und eine lineare Abbildung guf der Menge Tr(S, X)
aller reellwertigen meBbaren Treppenfunktionen definiert.

Al LemMA. Sei Tr(S, ) wersehen mit der Maximumsnorm. Damm
ist f: Tr(8, Z)=0, (Byp) eine lineare stetige Abbildung mit Norm < 1.

n

Beweis. Sei f = Y a5, €Tr(8, Z) mit 0.B.d.A. disjunkten nicht-
=1
leeren 4;, d. h. |ifi = sup |a;]. Mit den A; sind auch die E;:= p(4,)
i=1,.,n
disjunkt. Bs folgt fiir beliehiges © e X

”é; o, Bz

Damiti st || ﬁ'a,;E’i” < lifll, 4. h. [ ist stetig mit]][]] < 1. Wegen [1(s)o(ds)
i=1

= Id gilt sogar ||f|| = 1; beachte X == 0.
Wir bemerken noch, da8 wegen |H,| = 1 fiir B; # 0 die Norm von
Jf(8)e(ds) den Wert max {ja;f] ie {1, ..oy M}, g(4;) # 0} hat. Damit ist
linear und stetig fortsetzbar auf den Raum M,(8, %) aller reelwertigen
beschrinkten meBbaren Funktionen auf S (Supremumsnorm). Fir f
€ M, (8, Z) bezeichnen wir das Bild dieser Abbildung wieder mit [1(s)o(ds).
Dureh ¢ werden weitere vektor — bzw. skalarwertige MaBe induziert,
und zwar definieren wir fiir s e X, 2" € X':

0rt Z=X, g, (A):=(o(4A)(#),

<( by I Bl < 1171 ¥ B3l < if -
Coi=1 i=1
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0% TR, oB(4):= |(o(4)) (@), ‘
Oz, -\:_>R: Qa:,a,’(A) = m’(g(A)m)

Die o-Additivitiit von ¢ in der starken Operatortopologie hat unmittelbar
zur Folge, dab die g,, 0}, 0, c-additive Mafe auf (8, X) sind, die — wie
im projektionswertigen Fall — zur Definition von Integralen iiber Funktio-
nen aus M, (8, &) AnlaB geben. Wir fassen einige der Eigenschaften dieser
Integrale ohne Beweis im folgenden Satz zusammen.
A‘> SATZ.

) Fiir fe My(8,2) ist ff Op(Bp). [ M(8, 2)—>C,(B,)

ist ein Algebwmhomomorphwmus mit || f 1.
(il Fiir fe My(8,2) und e X, 2’ e X ist

([7)0(8) (@) = [£(5) ea(as),

o(f£() 0(@8)) (@) = [£(5) 0 a(ds).

Inshesondere ist [f(s)o,(ds) € S(z; B,)
(iil) Fiirf e My(8, X) und z € X gilt

19 ectas)|” = [is)Pezias).

Der Hauptgrund fiir die Betrachtung der vor Satz A2 eingefiihrten
MaBe g, besteht datrin, daB sich mit Hilfe der Theorie vektorwertiger
MaBe ([5], Kapitel IIL und IV) in Verbindung mit A2 (ii) Folgerungen
fiir projektionswertige MaBe ziehen lassen. Insbesondere sind bei festem
@ alle Funktionen in My (8, X) integrierbar bzgl. g, im Sinne von [5],
IvV.10.7, so daB wir als Folgerung aus IV.10.10 in [5] ein dominated-
convergence-Theorem fiir B,-vertige MaBe erhalten:

A3 Ba17. Sei o: T—-B, ¢in o-additives B ,-wertiges Maf. Ist damn
(Fadnen €ime beschrimlte Folgs in My(8,X), die punkiweise o-fasi dberall
gegen eine Funktion f e M, (S, Z) konvergiert, so konvergieren die Operatoren
[ Fu(s).0(ds) gegen [ f(s)o(ds) in der starken Operatortopologie.

2.B. Imtegration beschrinkter Borelfunktionen anf (B,). Mit den
Methoden aus Abschnitt A soll hier der Isomorphismus O o (Bp) == €(2(By,))
als Inbegral iiber ein B,-wertiges MaB dargestellt Werden Um die Schreib-
weise zu vereinfachen, bezeichne  im folgenden stets den’ Raum Q(B,)
und M,(L2) den Raum aller beschrinkten reellwertigen borelmeBbaren
Funktionen auf Q.

Sei G = Q eine Borelmenge, d.h. ¢ = A° AK®, wo A% offen-abgeschlos-
sen und K° von erster Kategorie. Durch 0(0): =R  ,o Wird dann eine
Abbildung ¢ von der ¢-Algebra der Borelmengen von Q in B, definiert,
wobei wir die Bezeichnungsweise aus Kapitel 1 zugrunde leven -Die dort
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angegebenen - Eigenschaften der Zuordnung O+ A® implizieren sofort,
daB g ein o-additives B,-wertiges MaB ist. Die gemaB Abschnitt A definierte
Zuordnung fi [f(w) o(dw) von. M, (Q) nach O,(B,) ist folglich ein Alge-
brenhomomorphismus, und fir jede beschrinkte Folge (f,),.n In Mp(RQ),
die bis auf eine Menge von erster Kategorie (offensichtlich sind das genaun
die o-Nullmengen) punktweise gegen ein f e M,(Q) konvergiert, konver-
gieren die Operatoren [ f,(w)e(dw) stark gegen [f(w)o(dw).

Da £ exirem unzusammenhingend ist, ist jedes fe M,(RQ) bis auf
eine Menge von erster Kategorie gleich einer stetigen Funktion (die zu
f eindeutig bestimmt ist). Folglich ist das Integral iiber f gleich dem Inte-
gral iiber die entsprechende stetige Funktion, d.h. die Einschrinkung des
Integrationsprozesses auf ¢(Q) hat den gleichen Bildbereich. Auf %(R2)
ist [ eine Isometrie. Sei dazu g € (Q) und &> 0. Wihle eine nicht-leere
offen-abgeschlossene Menge 4 mit |g| > llgl| — & auf A. Sei noch z e Bild B,
mit |j2]] = 1. Dann ist

([ gt e@)) @] = [ 19(e) 17 e2(de)
> (lgl— )72 (4) = (gl—#)7,

d. h. ||fg(e)e(dw)]| > lgll und folglich ||fg(w)e(dw)||} = llgi. Beachtet man
noch, dafl jedes F e B, Integral iiber eine geeignete stetige charakteri~
stische Funktion ist, so folgh zusammenfassend, daB [ einen isometrischen
Algebrenisomorphismus zwisechen #(Q) und C,(B,) vermittelb. Dieser
Isomorphismus entspricht dem auns Kapitel 1, doch erweist sich im folgenden
die integrationstheoretische Interpretation als niitzlicher.

Das folgende Ergebnis von Sullivan zeigt, daB jedes « vermoge der
Wirkung von C,(B,) einen LP-Raum erzeugt:

B1 Sarz. 8(x; B,) == L7(8, of) fir jedes x e X.

Beweis. Die Abbildung @: M,(2)-8(z; B,), definiert durch fr
[ f(®) g(dw), ist nach A2 (i) wohldefiniert und, falls man M,(£2) mit
der durch p? induzierten LP-Halbnorm versieht, wegen A2 (iii) eine
Isometrie mit dichtemn Bild. Folglich ist @ als Isometrie zwischen den
beschrinkten Funktionen in L?(Q2, of) und {T=| T € C,(B,)} aufzufassen,
woraus die Behauptung durch Fortsetzung von @ auf I?(Q, o?) folgt.

2.C. Spektraltheorie fiir Operatoren in C,(B,). ITn diesem Abschnitt
soll gezeigt werden, wie sich aus dem projektionswertigen MaB auf Q
aus 2.B fiiv jedes T e (,(B,) eine Zerlegung der Eins fir T gewinnen
14Bt. Das entspricht dem Vorgehen in der Hilbertraumtheorie, wo aus
dem Satz von Gelfand eine Zerlegung der Eins fiir normale Operatoren
konstruiert werden kann.

Die Eigenschaften von T werden zu den Eigenschaften der zugehdrigen
Zerlegung der Eins in Beziehung gesetzt. Als leichte Folgernng ergibt
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sich, daB sich T' als Stieltjesintegral iiber eine monoton wachsende Familie
von LP-Projektionen aus B, darstellen lit, aus der sich auf einfache Weise
das spektrale Verhalten von 7T ablesen 1a8t.

Wir untersuchen zunichst einen Funktionalkalkiil fiir Operatoren
T aus Oy(B,), und zwar definieren wir f(T) als [foT (w)oe(dw) fir jedes
fe Mb(Bildj’) (unter M, (L), L ein topologischer Raum, werden wir von
nun an die beschriinkten reelwertigen borelmeSbaren Funktionen auf
L verstehen). Als Vorbereitung fiir das weitere Vorgehen zeigen wir im
folgenden Lemma, daB BildT gerade das Spekfrum von T ist:

C1L LemmA. Sei T € Oy(B,).

(i) Aquivalent sind (a) T ist in [X] invertiebar,

(b) T st in C,(B,) invertierbar,
(c) 0 ¢ BildT.

({i) o(T) = og o T) = BlldT dabei ist oy ) (L) 1= {A] AId-T' nichi
in Gy (B )'mwsmgrbar}

Beweis. (i) (b) = (a) und (b) < (¢) (wegen 0, (B,) = %(2)) sind
klar.

(a) = (c): Bei 0 e BildT. Fiir jedes ¢ > 0 gibt es dann eine nicht-leere
offen-abgeschlossene Menge 4, in Q mJtITI <ein A4,. ‘Wiihle z, € Bild F 4,
mibfiz,)| = 1. Wegen suppel < 4, ist [|Tw,|? = |Hf.’l’(co)g(dw ))@ ||1’
= [T () P g8 (d0) < P 02(4,) = &?, d. h. |Ta,| < e. T kann damit nicht
stetig invertierbar sein.

(ii) Durch Anwendung der Aquivalenz aus (i) auf A,Id — T erhilt
man:

Ay £ 0(T) < 2, ¢ BIlAT < A, ¢ ooym (1)
Wegen Lemma CL ist es sinnvoll, f(7) fiir jedes f & M, ol o(T)) zu definieren.

C2 Satz. Sei Tel o (By) -

(i) Die Zuordnung f > f(T) dst ein stetiger Algebrenhomomorphismus
mit Norm <1 von My(o(T)) (Supremums-Norm) nach C, o (By). Fiir- jede
beschramlte, in My (o(T)) punkiweise konvergente Folge ( f,,),uN ist imf, (T)

= (Umf, }(T) in der starken Operatortopologie.

© (ii) Die Einschrinkung der Zuordnung ous (i) auf @| o-(T)) ist ein
isometrischer Algebrenisomophismus von #(c(T)) auf A(T), dic von Id
und T erzeugte Bamachalgebra in C,(B, o). Hs gilt Idyy (T) =T und
IT) =I4.

(iil) Fiir f e €(o(T)) ist ol f(T)) = f(o(T)) (spekiraler Abbildungssatz).

Beweis. (i) ff( F(T) ist Komposﬂ:lon der stetigen Algebrenhomo-
morphismen (mit Norm < 1) f s foT' (von My (o(T)) nach M,(£)) und 5

= [g{w)o(dw) (von M, (L) nach C '»(By)). Der Zusatz ist eine unmittelbare
Folgerung aus Satz A3.
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(il) Von den Abbildungen aus dem Beweis von (i) ist die erste stets
isometrisch, die zweite im Fall stetiger Funktionen (vgl. auch Abschnitt
A). Die Beziehungen Id,p(T) = T uwnd 1(T) = Id sind eine direkte Fol-
gerung aus der Konstruktion der Isomorphie #(Q) = (,(B,). Daraus
ergibt sich, daB % (o (1)} aut 4 (T) abgebildet wird, denn dle Polynome in
T (bzw. Id,y) liegen dichtin A(T) (bzw. %( a(D))).

(ili) Fir fe #{o(T)) ist (F(1))" = foT, denn {f| fe®(e(T), (f(1)
= fo T} ist ein abgeschlossenel Unterraum von ¢ (o(T)), der alle Polynome
enthalt. Bs folgt o(f(T)) = Bild(f(T))" = Bild foi’ =f,(a(_’l’)).

Bevor wir die Menge aller f(T) genauer untersuchen, definieren
wir ein von T induziertes B,-wertiges MaB auf den Borelmengen von ¢ (T)
{Zerlegung der Eins), und zwar sei g5 (B) := y5(T) fiir B < ¢(T), B Borel-
menge.

C3 SATz. (') B > gp(B) ist ein o-additives B,-wertiges Map;

(ii) B,(T):= {op(B)| B < o(T), B Borelmenge} ist eine o-vollstin-
dige Boolesche Unteralgebra wvon B, (o-Vollstindigheit im Sinne von
Kapitel 1); 7

(i) Fir fe My(o(T)) ist f(T) = [f(A)er(d2) (insbesondere dlso
T = [lor(dr).

Beweis. (i) Aufgrund der Isomorphie % () = C,(B,) liegen alle
stetigen Projektionen in C,(B,) schon in B, (vgl. auch [2], 2.8). Damit
gehoren alle y5(T) zu B Die Add1t1v1ta.t von pp Sowie die Bezie-
hungen oz (o(T)) = Id, gm(ﬁ) = 0 folgen aus 02. Sei schlieBlich B, Bg, e

eine Folge disjunkter Borelmengen in ¢(T). Dann geht (mit4,, ZB“
,‘ n . i=1

ZA ) a,, of punktwelse gegen y 4 o und damit %4, (T) = ZQT B;)
gegen AN(T = gT( ZB ) in der starken Operatortopologie.

(ii) folgt unmittelbar aus (i).

(ilf) Sei M := {f] fe M,{c(T)), f(T) = [f(A)or(dA)}. M ist ein abge-
schlossener Unterraum von M,,( (T)) del alle meBbaren Tleppenfunktlonen
enthilt. Folglich gilt M = M, (o(T)).

Der folgende Sabtz beschreibt den Zusammenhang zwischen den
Punkten von o(T) und der Algebra B,(T):

C4 Sarz. Sei T e C,(B,).

(i) (a) B < o(T) offen und nicht leer = op(B) # 0,

(b) Ay ec(T) Bigenwert < on({A;}) # 0,
In diesem Fall ist Bild o5 ({A,}) der Higenraniam 2u g,
(¢) Das Residualspeltrum von T ist leer.

(i) Fir jede Borelmenge B in o(T) ist o(T'p) = B~. Dabei ist Ty die
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Binschrinkung von T auf den Unierrawm Bild op(B) (der von T imvariant
gelassen wird, denn T und op(B) kommutieren). .

Beweis. (i) (a) Sei B offen und nicht leer. Wiihle eine stetige Funktion
Fmit 0 #f, 0< < 5. Also ist (in dei auf 0, (B,) durech %(2) induzier-
ten Ordnung) 0 # f(T) < x5(T) = or(B).

(b) =: Bel # # 0 wnd T = A2 Fiir jedes Polynom P ist dann
P(I)o = P(})o. Wihlt man noch eine beschrinkte Folge (P,),.x Von

Polynomen, die punktweise auf o(7) gegen Zng konvergiert, so folgt -

or({Ao})2 = ImP, (T)a = HmP, (l)s = .

<10 ={A—2g)2uy, dh. 0 = (T—2Id)or({As}), dh. Tw = Ayz fiir
alle @ € Bild o5 ({4,}).

Der Zusatz folgt direlt ans dem Beweis der Aquivalenz.

(c) Beweis 3. u., Abschnitt D.

(i) Sei 1, ¢ B~. Wiahle fe%(o(B)) mit f(1)(A,—A) =1 fiir AecB.
Aus f(A){ho—2)2z(3) = 2p(2) (aut o(T)) folgt dann f(T)(4Id—T)op(B)
= or(B), d. h. f(T) lBﬂqu(B) ist invers zu (ZOIcZ—-T)[BﬂdgT(B).

05 KOROLLAR. dJeder isolierte Punkt von o(T) ist ein Eigenwert.

06 KoroLLA®. Fir jedes T eC,(B, (X)) und jeden LP-Summanden
J ist T7(J) ebenfalls ein LP-Summand. Inshesondere ist Kern T stets ein
LP-Summand. .

Beweis. T7'(J) ist: gerade der Bigenraum zum Rigenwert 0 von
E;T— By, wo B; die L*-Projektion auf J bezeichnet.

Bemerkung. In Verschirfung von C6 geht aus dem Beweis noch
hervor: Ist B, eine vollstindige Boolesche Algebra von LP-Projektionen,
T' € 0y(B,), J ein IP-Summand, dessen zugehbrige Projektion in B, liegt,
80 ist T7*(J) ebenfalls ein LP-Summand, dessen zugehorige Projektion zu
B, gehort.

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen den bisher ein-
gefiihrten Begriffen. Tnshesondere soll gezeigt werden, daB die Operatoren
der Form f(T') genau die Operatoren in der von B,(T) erzeugten Banach-
algebra 0, (B,(T)) sind.

07 Sarz. Sei T eC,(B,). Fir f e My(o(T)) bezeichnen wir mit
I ==vin{Iif'xBIH B < o(T) Borelmenge, pp(B) = Id}
das “wesentliche Supremum” von f. Dann ist
@) 1A = i, ‘

(i) || II* ést eine Halbnorm auf My(o(T)). M, (0(T)) | kermy o » versehen
mit der durch || |* induzierten N orm, ist ein Bamachrauwm,

(i) {F(mf € My{o(T))) ist eine abgeschlossene Unteralgebra von G, (B,).
Beweis. (i) Sei B < ¢(T) Borelmenge mit ¢,(B) = Id. Dann. ist
F(T). = (Fxe)(T) wnd folglich (|f(T)| = ||(fyz)(T)I < If-¥zll. Damit gilt
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n
4 ”. Beinune > 0 und Y, 1B, eine meBbare Treppenfunktion mit disjunk-
n i=1 n
ten B; wnd (JB; = o(T), so daB ][f—Za,.xBi”g e. Die Numerierung sei
=1 i=1

s0 vorgenorumen, dafB on(B;) % 0 fir ¢ =1,..., % und ‘or(B;) = 0 fir

i="Fk4+1,...,n. Sei nun B eine Borelmenge mit or(B) = Id. Dann ist
er(BnBy) 50 fiir i =1, ..., k und folglich (vgl. den Beweis zu A1)

”(%E(wznl a’ixBi)) (T)“ = Hé %Xzn5, (T) ” =max{a; ] i =1,...,%}.
Es folgt

= max{la]| i =1,..., k).

“é & %8,

P
Setzen wir noch B, := (J B;, 5o folgt (wegen oy (B,) = Id)
=1

e < [fap ) < max{lafl i =1,...,%k}+e
und damit

IF(T)] > HZ s (D) | —e = max o] ¢ =1, ..., m}— s> |F* —26.
i=1

Mit ¢—0 ist damit “>” bewiesen.

- (i) Die Halbnormeigenschaften von || |* sind leicht einzusehen
(bzw. eine direkbte Folgerung aus (i)). Die Vollstéandigkeit ergibt sich wie
im Fall skalarwertiger MaBe beim Nachweis der Vollstandigkeit des L*.
Man beachte nur, daB das Infimum in der Definition von | I angenommen
wird und daB bei der Betrachtung von Cauchy-Folgen ( Fadnew vOD giner
tir alle f, gemeinsamen Menge B ausgegangen werden daxf (beides Fol-
gerungen aus der o-Additivitdt von o).

(iii) ist eine direkte Folgerung aus (i) und (ii).

C8 LemmA. Sei A (T) der starke Abschlup von A (T) (zur Definition
siehe 02 (ii)), d. h. die kleinste stark abgeschlossene Unieralgebra von Cp(By)
die Id und T enthdlt.

Tiir jedes f e Mb(cr(T)) ist damn f(T) € Ay(T). Insbesondere gilt B, (T)
< A (T).

Beweis. Sei M: = {f| feM,,(c(T)),f(T) e 4,(T)}. Der Raum M
enthélt nach C2 (ii) die stetigen Funktionen auf ¢(T) und ist wegen C2
(i) abgeschlossen gegen punktweise Limites beschrinkter Folgen. Damit
gitt M = M, (o (T)).

€9 Sarz. Sei T eC(,(B,). Dann ist

?

A(T) = {f(T)] f & My(o(T))} = Cp(By(T)) = A(T).
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Beweis. Die erste Inklusion folgt aus C2 (ii), die lefzte aus €8 und
der Tatsache, daB A,(T) insbesondere mniform abgeschlossen ist. Zeige
daher noch “=". Die Algebra {f(T)| fe My(o(T))} ist wegen C7 abge-
schlossen, und B,(T) ist eine Teilmenge. Folglich gilt “5”. Umgekehrt
enthélt CZ,(BP(T)) alle x5 (T) und damit alle f(T') fiir Treppenfunktionen f.
Da alle fe M, b( o(T)) durch Treppenfunktionen approximiert werden kénnen,
fOlgﬁ e, E

(10 KOROLLAR.

(i) Sei 4 = C,(B,(X)) eine stark abgeschlossene Unteralgebra mit
Id e A. Dann gibt es eine vollstindige Boolesche Unteralgebra B, von B,(X),
so dof A = Oy(B,). Dabei ist gerade B, = AnB,(X).

(i) Die stark abgeschlossenen. Unteralgebren A von 0, B, (X)), A #0,
enisprechen eineindeutty den vollstindigen Booleschén Unteralgebren von
B,(X).

(iii) Jede stark abgeschlossene Unteralgebra von GP{BP(X)) st auch
sohwach abgeschlossen (d. h. abgesohlossen. in der schwachen Operatortopologic).

Beweis. (i) Sel B,:=AnB,(X). B, ist' Boolesche Algebra, und
Suprema (bzw. Infima) aufwirts (bzw. abwirts) filtrierender Netze gehoren
zu B, (da sie Limes in der starken Topologie sind). Folglich ist B, vollstén-
dige Boolesche Algebra. B, = A und damit C,(B,) = A sind trivialerweise
richtig. Tst umgekehrt 7' e 4, so gilt wegen 9 B,(T) = A,(T) < A und
folglich T e 0, (B,).

(ii) XKlar. )

© (i) Wegen (i) und Bade 4,5.

‘Wir bemerken noch, da8 o bzw. B,(T) durch die Eigenschaft
03 (iii) eindeutig zu T bestimmt ist, da sich alle o5 (B) durch einen Funktio-
nalkalkill aus T gewinnen lassen. Eine Integraldarstellung von T durch
Stieltjesintegrale 148t sich — wie im Fall beschrinkter selbstadjungierter
Operatoren — leicht aus der Zerlegung der Eing von T herleiten. Definiert
man fir AleR B;:= gT(G(T)n]—oo, l]), 850 ist die Familie (%,),.p eine
monoton steigende rechtsseitis stark stetige Schar von IP-Projektionen
mit beschrinktem Tréger. Es gilt dann fiir stetige Funktionen fo (I
= [ f(2)am, (Stieltjes-Integral), und die Bigenschaften von o(T) spiegeln
sich in denen von (H,);.r gerade so wieder, daB A ¢0(T) d.un.d., wenn
(E)aer 1n einer Umgebung von 1, konstant ist und die Eigenwerte von
T gerade die Sprungstellen von (E,);.r sind (wobei die Bigenrdume sich
als die “Sprunghéhe”, d. h. Bild (1«],10—1511 ) ergeben).

7 )

Es kann nicht Aufgabe dieser Arbeit sein, nun nach Entwicklung
der Spektraltheorie alle diejenigen Ergebnisse fiir normale Operatoren
oder Speltraloperatoren zu iibertragen, bei denen die Hilbertraumstruk-
tur nicht wesentlich eingeht oder die Skalare nicht notwendig komplex

icm
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sein miissen. Wir erwihnen als Beispiel fiir ein derartiges Resultat den
folgenden Satz, der ein Gegenstiick zu C2 (i) darstellt:

O11 Barz. Sei (T;);.; ein beschrankies Nete von Operatoren in C,(B,),
das stark gegen T e C,(B,) konvergiert. Ist dann f: R—>R eine beschrinkie
Borelmefibare Funiktion, fir die der Abschluf der Unstetigkeitsstellen,
geschnitten mit o(T), eine op-Nullmenge ist, so konvergieren die f(T;) stark
gegen f(T).

Beweis. Wie im Fall spelctraler Operatoren, vgl. [5], XVIL. 4.3.
Die Voraussetzung iiber die Unstetigkeitsstellen von f ist wesentlich:
(1/n)Id—0, aber fir f = y, ist f((1/n)Id) = 0, f(0) = Id.

2.D. Anwendungen. Wir beweisen zunichst mit Hilfe der Integra-
tionstheorie B,-wertiger Mafle zwei Sitze von Evans, die in [6] unter
Verwendung der Theorie der Integralmoduln erzielt wurden. Als direkte
Anwendung zeigen wir, daB jedes T €C,(B,) eine kanonische Zerlegung
von X in L”-Summanden induziert. Nach weiteren Vorbereitungen iiber
Boolesche Algebren von LP-Projektionen werden anschlieBend zwei
Bikommutatortheoreme bewiesen.

D1 Sarz (Evans). Sei B, eine wvollstindige Boolesche Algebra von
LP-Projektionen auf X und » € X. Dann gibt es eine stetige Projektion P mit
Norm <1 in (B,), ( fir A = [X] bezeichne A;, den Kommutator von A in
[X1), so daf P(X) = 8(z; B,). :

Beweis. Sei H, e B, die Trigerprojektion zu %, d.h. B, = inf{H|
B € B, Bx = x}. Wir konnen 0.B.d.A. E, = Id annehmen, da wir an-
dernfalls die nachstehende Konstruktion in Bild B, durchfiilhren und an-
schlieBend zu Po E, ibergehen. Weiter sei 0.B.d.A. ||| = 1, so daB of ein
WahrscheinlichkeitsmaB auf Qist und alle MaBe 0y, absolutstetig bezliglich
of sind. Wihle zundchst ein o' € X' mit |lv']| =1 und »' B = |Bo|? fir
alle ¥ e B,, z. B. eine Hahn-Banach-Fortsetzung von fis[ f(w) of (dw),
definiert anf L? (R, of) = 8(2; B,) (wobei die Stetigkeit von fi>[ f(w) 0% (w)
beziiglich der L?-Norm leicht aus der Holderschen Ungleichung folgt).
Mit der Existenz eines derartigen ' wird — fiir den Fall vollstdndiger Boo-
lescher Algebren von L*-Projektionen — ein allgemeines Krgebnis von
[2] (Th. 3.1) verschirft, das bei vorgegebenem x die Existenz eines #’' € X'
garantiert, fiir das o' x> 0 im Falle Bz = 0 (F € B, B eine vollstindige
Boolesehe Algebra von Projektionen).

Wir definieren nun P: X—X. Fiir y € X ist (da g, ,, ¢} absolutstetig
bzgl. of sind) g, . = Iy, o sowie g = (f,)? o2 tiir geeignete, 0.B.d.A. stetige

numerischwertige Funktionen #,,f,. Fir T eC,(B,) ist offensichilich

hgy = Thy, fry = |TIf,, wnd fiir f,() =0 gilt auch h,(w) =0 (man
beachte, da8 g, absolutstetig bzgl. ¢f ist, und mit o, = gel, g stetig,
notwendig ¢(f,)* = h, gilb). Wir behaupten, daB || < f,. Wére da nicht
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der Fall, so gibe es ein y, ¢ X, eine nicht-leere, offen-abgeschlossene
Teilmenge D von 2 mit hﬂo(‘”) >fvu(‘°) =1 auf D, hyo(co) =f1,0(w) =0
auf ON\D (ist etwa Jy(w)> f,(») fir ein o € 2, so wihle eine offen-
abgeschlossene Umgebung D von w, auf der fy endlich und von Null
verschieden ist und fiir die h, (k) > fy(k) fir alle ke D gilt. Setze dann
Yo: = 8y, wo 8 € Cy(B,) so gewihlt ist, dab § = 2o(1/f). Fir y, :=
(Id—Ep)z-+1y, gilt dann

Wil = [ ef(de)+ [f, eb(do) =l =1,
oD D

@'(y2) = ' (1e—Bp) @)+ (9) = [ e2(dw)+ [ By (0)2(da)
) D

> [ob(dw) =1,
d.h. es ergibt sich ein Widerspruch zu o'l < 1. Es folgt
J 2 e2(@0) < [Feb(do) =yl < 005 dh. b, eL7(2, g7).
Definiere P durch Py := by, e LP(2, ¢3) = 8(2 ; B). P ist offensichtlich

linear und stetig mit |[P||<1. Fir B €B, ist gpy . = ZLdgCyos AN Tig,
= Ydghy, Ah. PBy = EPy. Weiter ist b, =1, d.h. Pr — 2. Fir & €eB,
folgt PHe = By wnd damit aus Stetigkeitsgrinden Tz — ¢ fir alle 2
e 8(z; B,). )

D2 Lemma. Sei J < X ein abgeschlossener Unterraum, der unter allen
8 e (B,), invariant ist. Fir jedes © e J ist dann BildE, < J (B, = Triger-
projektion von ; vgl. den Beweis von D1).

Beweis. Sel 2 ed und J,:= BildE, (J, ist gerade der kleingte
LP-Summand, der & enthilt und dessen rugehdrige LP-Projektion zu B,
gehort). Fir jedes y e J,, ist dann o2 absolutstetig bzgl. o2, d. h. oy = fok
fir ein f>0, fe L'(Q, o2), f = 0 auBerlialb des Trigers von of. Wir
nehmen weiter an, daB fir jedes # e N die Menge B.:= {w| f(o)<n}
offen-abgeschlossen in 2 ist (andernfalls ist £ auf einer Menge erster Ka-
tegorie, d. h. ein ¢f-Nullmenge, abzusindern). Sei E, die zu B, gehorige
Projektion in B,, d. h. B, = %5, Dann ist (x5 )l = 0F,y- Wir definie-
ren T,.: B,(2)~B,(y) durch Bz — BE,y. Da aus Bx = 0 stets EE,y =0
folgt, ist T, wohldefiniert tnd durch 2 0:B,5 > Yo, B,F,y linear auf
ZB,(z) fortsetzbar. T, ist auch stetig auf ZB, (»), denn

| Sammylf = S 18891 = Yiared,,4s)
= Zlafl”A J o) e@o) <n 3 ja7 o2 () *
LB .

= SlalIBale = X

&
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(dabei wurden die F; als disjunkt vorausgesetzt). Damit ist T, linear
und stetig auf S(x; B,) fortsetzbar. Wir bezeichnen die Fortsetzung,
deren Bilder offensichtlich in S(#,y; B,) liegen, wieder mit T,. Da T,
nach Konstruktion mit allen ¥ e B, kommutiert, gehtrt T,0P zu (B,),
wo P die Projektion auf 8(x; B,) aus Satz D1 ist. Nach™ Voraussetzung
ist J invariant unter T,0P, d. h. wegen wed ist T,0Pz = H,yed.
Beachtet man schlieBlich noch supF, = F, und folglich IimE,y =y
(da y € Bild E,), so ergibt sich y e J. )

D3 Sarz (Bvans). Sei J ein abgeschlossener Unterraum von X, B,
eine vollsidndige Boolesche Algebra von LP-Projektionen auf X. J ist genaw
dann LP-Summand, dessen zugehérige Projekiton zu B, gehort, wenn J inve-
riant unter allen T € (B,), ist.

Beweis. Die eine Richtung ist leicht einzusehen. Sei umgekehrt
J invariant unter allen T e (B,),. Wegen D2 ist dann BildB, < J fir
jedes 2 € J und damit J = Bildsup {B,| v eJ} =L JJ,)".

zed

D4 Sarz. Sei T'eC,(B,) und J ein LP-Summand, dessen zugehorige
LP-Projektion zu B, gehort. Dann sind auch T~ (J) und (T (J))™ LP-Sum-

manden mit zu B, gehorigen Projektionen, und
X =T @,(TT) .

Beweis. Der erste Teil der Behauptung ist schon gezeigt (Bemer-
kung nach C6) bzw. eine direkte Folgerung aus D3 (T(JL) und damit
(T(J+))" sind unter (B,), invariant). Zeige noch T YN (T =0
sowie T7HJ)+4 (T(JY)” = X. Bel Jy:= T Y(J), wegen J < T (J)
also J, = J*. Weiter gilt T(J1) = T(J,), da die Blemente aus T (J)n J*
auf 0 abgebildet werden. Folglich ist (T/(JY))~ = (T(J,))” < Jy, d. L.
(Z(I4)~ nT(J) =0. Sei schlieBlich J : = ((T(JF)) @, T7(J))*. Wegen
J = T7(J) ist J = J*. Andererseits ist T(J) < J und folglich (da JnT(J)
=0)T(J) =0, d. h. J = KernT = T-1(J). Mit A T-*(J) = 0 folgt J =0,

D5 Kororrawr. Fir alle T e 0,(B,) ist

X = KernT @, (BildT)~,

und die LP-Projektionen zu diesen LP-Summanden gehiren zu B,.

D6 KoroLLAR. T € C,(B,) ist genaw dann injektiv, wenn BildT
dicht liegt.

D7 Kororrar. Fir jedes T e C,(B,) ist das Residualspekirum wvon
T leer (zur Definition siche [5], X. 3).

Wir untersuchen nun den Bikommutator fiir Teilmengen 4 von €, (B,).
Bs zeigt sich, daB fiir 4 = C,(B,) und einelementige A dieser Bikommuta-
tor explizit bestimmt werden kann.
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D8 8a1z. (0, (By)). = 0(B,). Der Suts besagt gerade, dafs sich O, (B,)
wie eine W*-Algebra verhdlt.

Beweis. “>” gilt trivialerweise. Sei umgekehrt T e (Op(Bp)),ﬁ,b.. Wir
zeigen, daf T jeden Zykel 8(x; B,) in sich iiberfiihit (was dann 7T e Oy (By)
impliziert; vgl. Kapitel 1). Sei also z € X und P die Projektion in (B,),
gemdfB DI1. Nach Voraussetzung gilt ToP = PoT, womit T(;S‘(m;Bp))
< S8(x; B,) schon bewiesen ist.

X heiBe. lokal B,-vollsténdig, wenn jede o-vollstandige Boolesche
Unteralgebra bereits vollstindig ist. Hinreichend dafir ist nach [5],
XVIL3.21, daB es eine Folge (m,),.y in X gibt, so daB (& {Bw,| n e N,
EeB,})” = Xist(*). Wir bemerken noeh, daB eine o-vollstéindige Boolesche
Unteralgebra genau dann vollstéindig ist, wenn sie stark ageschlossen
ist ([2], 4.7).

DY Sarz. 8ei T € 0,(B,). Dann gilt
AD)= DN feMy(o(D)} = 0p(B,(T)) < C,(B,(T)*) = A(T) = (D),

(A7° Dezeichnet den starken Abschluf einer Operatorenmenge A). Ist also
X lokal B,-vollstimdig, so hat jedes R € (I die Form B = f(T) fir ein
I aus Mb(o-(T))).

Beweis. Fiir die erste Inklusion und das erste Gleichheitszeichen
vergleiche (9. '

Wegen B,(T) < A,(T) ist auch B,(T)™* = 4,(T), und BF(T)‘S ist
eine vollsténdige Boolesche Algebra ({21, 2.7). Folglich ist OP(BI,(T)“")
stark abgeschlossene Unteralgebra von A(T) ([2], 4.5). Mit A(T)<

< G, (B, (T)*) folgt daraus 0, (B, (T)™%) = A,(T). Da offensichtlich AJT) <
& (T) s bleibt nur noch (7)), = Cp(B, ()"} zu zeigen. Sei dazu R & (1) Wir
haben nur zu zeigen (vgl. wieder Kapitel 1), daB R alle Zykeln 8 (z; B,(T)™*)
invariant 1aBt. Sei also e X und P die Projektion- aus (Bp (1)), aut
8(z; B,(T)™®} gemii DL. Da ingbesondere P e (T);, (beachte: T e
€0y (B, (T)7%), gilt RoP =PoR und damit R(8(a; B,(T)*)) < 8(w;
B,(1)"%). .

‘Wir bemerken, daB D9 einem Satz von F. Riesz und von Neumann
aus der Hilbertraumtheorie entspricht (vgl. [2], 4.4)

Bemerkung. Im allgemeinen gilt in Satz D9 nicht die Gleichheit.
Insbesondere gibt es Banachrdume, die nicht lokal B,-vollstandig -sind.
Betrachte dazu den MaBraum ([0,1], Potenzmenge, zihlendes MaB).
X sel der L? iiber diesem MaBraum. Die Menge aller charakteristischen
Projektionen (d. h. Projektionen der Form F=Fae G<[0,1] fest)
werde mit B, bezeichnet. B, ist eine vollstéindige Boolesche Algebra von
LP-Projektionen auf X (es 148t sich leicht zeigen, daB sogar B, = B, (X),

(*) Das ist bei separablem X fiir alle By, erfiillt.
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d.h. daB jede LP-Projektion charakteristisch ist fiir p s£2). Dann ist
B, == 2([0, 1)), C,(B,) == m([0,1], R) (= Menge der beschrinkten Funk-
tionen von [0, 1] nach R), Q =~ ([0, 1], diskrete Topologie).

Sei weiter T em([0,1], R) = C,(B,) durch Ti:= 1 definiert. Es
ist o(T) =BildT = [0,1], wnd fir fe M,(o(T) ist (F(T)) (1) = f(A).
TFolglich ist B, (T) isomorph zur Menge aller Borelmengen in [0, 1] und
0, (By,(T)) entspricht der Menge aller borelmeBbaren Funktionen in
m([0,1], R). Damit ist B, (7)™ = 2([0, 1]) 2 B,(T), und jede beschrinkte
nicht borelmeBbare Funktion liegt in m ([0, 1], R) =~ 0, (B (T)™0) = A (T,
aber nicht in €, (B, (T)).

Als Folgerung (die natiirlich aunch direkt verifiziert werden kann)
erhalten wir noch, da #[0, 1] (=2 A(T)) dicht liegt in m([0, 1], R) bezii-
glich der durch X induzierten starken Topologie.
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