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UBER BESTIMMTE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
IN DER THEORIE DER STOCHASTISCHEN PROZESSE

1. Einleitung. In der Theorie der stochastischen Prozesse, und
besonders in der Theorie der Massenbedienung, erhilt man endliche oder
unendliche Differentialgleichungssysteme in der Form

(1) P;,(t) = Up_1 Ppy (8) + W, Py () + 0511 Ppyr (2),

wo u,,w,,?, gegebene Funktionen mit diskretem Argument und P, (1)
eine endliche oder unendliche unbekannte Folge realwertiger Funktionen,
fiir ¢ € {0, o0) bestimmt, sind. Man verlangt, dass die Funktion P, () — als
Wahrscheinlichkeit dessen, dass sich im Moment ¢ das System in be-
stimmten Bedingungen im Zustand n befindet — die Bedingung

(2) P, =1

und die Anfangsbedingungen

1 (n =1,

0 (n 1)

erfiillle. Ausserdem wirft man bestimmte zusitzliche Bedingungen auf, die
8ich aus der Spezifik des gestellten Problems ergeben.

Die Gleichungstheorie der Form (1) ist ziemlich kompliziert und
8ogar im Falle linearer Funktionen u,, w, und v, (und mit solchen haben
Wir es in der Praxis meistens zu tun) bedient sie sich eines sehr ausge-
bauten mathematischen Apparats.

Wir demonstrieren, gestiitzt auf stationire Losungen, elementare
Methoden von Gleichungslosungen des Typs (1) mit linearen Koeffizien-
ten gegen n. Wir werden also das — endliche oder unendliche — Glei-
Chungssystem priifen

@) PL(t) = (an+b)P,_;(t) — (en+d) P, (t) + (fn+ 9) Ppia (1),

W0 a, b, ¢, d, f und g bestimmte Konstanten sind ; dabei erfiillen die Funk-

tionen P,(t) die Bedingungen (2) und (3) und bestimmte Zusatzbedin-
gungen,

(3) P,(0) =

6 — Zastosow. Matem. 16.2
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In vielen stochastischen Prozessen trifft eine sehr wichtige Eigen-
schaft auf, die darauf beruht, dass P, (¢)bei { - oo nach endlichen Grenzen p,,
streben, wo p, feste Zahlen sind, unabhingig vom Anfangszustande,
in dem sich das System befand. Die Zahlen p, haben die Bezeichnung
stationdre [1] oder Grenzlosungen des Systems (4). Eine Konsequenz der
Existenz von stationdren Loésungen

(5) . =lmP,(1) (n=0,1,2,..)

ist

(6) mP,(t) =0 (n=0,1,2,...).
t—>o00

Es ergibt sich aus den Bedingungen (5) und (6), dass die diskreten
Funktionen p, die Differenzengleichung

(7) (an+b)p,_ —(en+ad)p,+(fo+9)ppy =0

erfiillen.

Die Losungsmethoden der Differenzengleichung (7) sind in der Fach-
literatur umfangreich beschrieben. Deshalb werden wir die fertigen Losun-
gen der Gleichung -(7) benutzen.

SATZ 1. Wenn die Gesamtlosung p, der linearen Differenzengleichung

(8) (@0 +b)pp_y—(en+A) P, +(fr+9)Ppy =0 (n>0)
die Bedingung

erfullt, wo a, b, ¢, 4, f, g, F und G bestimmte Konstanten sind, so besteht die
Gesamtlosung der Differential-Differenzengleichung

(10)  Pi(t) = (an+b)Py_y(t)— (en+ )Py () + (fr+9)Ppin(t)  (n>0)
aus Funktionen der Form
(11) P, (t) = ppu(®) [2())]",
wo
(12)
B[L4(F —c)Aexp ((2F —0)t)]S~ V=9 [1— AFexp ( (2F —e)t)] "
(F(2F —c)(F—¢) + 0),
B(Ft—A—1)4@F (g A)~%F (¢ =2F + 0),
wit) — B[1— Aexp(Ft)] %Fexp[(Ge— Fd) AF2e]
(F =¢ #0),
B|(1+exp(—ct))exp(et)] 4V 4%xp [(AG —d)t + AGc™ exp( —ct)]
(F =0),
Bexp (4G —d+(d—@G) A7) (F =¢=0),
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13)  =(1)
[L+(F —c) Aexp((2F —o)t)][L —AFexp (2F —o)i)] (¢ # 2F),
=11+(4—Ft)™* (¢ =2F #0),
A (£ =¢ =0);

4 und B sind belichige Konstanten.

Beweis. Wir suchen die Losung des Systems (10) in der Form des
Produkts (11), wo p,, die Losung der Gleichung (8) ist, die die Bedingung (9)
G‘I'fﬁllt, dagegen sind % (¢) und x(f) unbekannte von n unabhingige Funk-
tionen der Veranderliche t. Indem wir die Funktion (11) in die Gleichung
(10) einsetzen, erhalten wir die Abhingigkeit

Pana’ (£)u (1) + P (t)u’ (2)
= (a1 + D) Py, u(t) — (0 + @) P (8) % (8) + (1 + §) Pur (#(8) 00 (2).
Nach Beriicksichtigung der Voraussetzungen (8) und (9) wird die
letzte Gleichung die folgende Gestalt annehmen: ‘
(14) o’ (8)— (6 — F)+ on(t) — F (v(2))] + @ (2)w’ (2) (w(2))
= d—G—dz(t)+G(z(1)).
Aus der Gleichung (14) folgt, dass die Funktion (11) die Lésung des

Y8tems (10) dann und nur dann sein kann, wenn % (¢) und #(t) die Losungen
€8 Differentialgleichungssystems

(15) &' () = F(5(t))*—ez(t)+¢—F,
(16) sy’ (¢) (u(t) ! = @ (0(t))—do(t) +d—G
8ing,

Ist ¢ # 2P, dann nimmt die Gleichung (15) die Form
[(z—1)"'—F(Fx +iﬂ —e¢) ]dz = (2F —c)dt
0. Daraus erhalten wir die allgemeine Losung der Gleichung als
#(t) = [L+(F—oc)Adexp((2F —e¢)t)][L — AFexp ((2F —e)t)],
A = konstant.
Fiir ¢ = 2F ist die allgemeine Losung der Gleichung (15) die Funktion
2(t) = 1+ (A —Ft)".

i kAus dem Gleichungssystem (15) und (16) erhalten wir die Abhéin-
18keit

Fu'(t) (w(t))™! = G’ (1) (2 (1))~ + (Ge— Fad) [L — ((2)) 7] .
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Da fir F +# ¢ gilt
[[L—(a@) "] = (F—0)"'In|1+ A(F —c)exp (2F —c)t]],
daher ist
Fin|u(t)] = G|z (t)|+(Ge—Fd)(F —c¢) 'In |1 + A(F —o)exp ((2F —¢)t)| +
+FIn|B|, B = konstant.

Daraus ergibt sich (12) fir F # 0, ¢, 0.
Ist ¢ = 2F +# 0, dann gilt
u(t) = B(Ft—A—1)@-"9F (py__ 4)=CIF,
Fir F =¢ #0ist L—2z7! _ Aexp(Ft) und
Fu'u~! = Ga's~ '+ (Ge — Fd) A exp (Ft).
Daraus folgt )
u(t) = B[L— Aexp(Ft)]"%Fexp[A(Ge—Fd)F2exp(Ft)].
Es ist leicht zu priifen, dass fir ' = 0, ¢ # 0 gilt
u(t) = B[1+exp(—ect)exp(ct)]@ DV 4exp[(AG —d)t — AGe exp(—et)],
dagegen fir F =¢ = 0 gilt
u(t) = Bexp[(AG —d+(d—e) A7),

was den Beweis schliesst.

Die Funktion (11) ist nur die allgemeine Losung der Gleichung (10).
In konkreten Problemen wihlen wir die in der Konstruktion der Funktio-
nen (12) und (13) figurierenden Konstanten A und B derart, dass die
aufgeworfenen Bedingungen, die aus der Spezifik der gestellten Probleme
hervorgehen, erfiillt sind. Wir gehen zur Betrachtung von konkreten
Problemen aus der Theorie stochastischer Prozesse iiber.

2. System mit unbegrenzter Linienzahl. Wenn zum Massenbedienungs-
system, das aus einer unbegrenzten Linienzahl besteht, der einfachste,
unbeschrinkte Strom von Meldungen mit der Intensitit b herankommt,
dagegen die Bedienungszeit einer Meldung der Poissonschen Verteilung
mit der Intensitidt ¢ unterliegt, dann erfiillt die Funktion P, (t), die die
Wahrscheinlichkeit dessen ausdriickt, dass sich im Augenblick ¢ im System
genau n besetzte Linien befinden, die Differential-Differenzen-Gleichung

(L7)  Pu(t) = bP,_,(t)—(en+D)Py(t) +o(n+1)P,yy() (0> 0)
mit der Anfangsbedingung
(18) Py(0) =1, P,(0)=0 (n>0)
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und den Bedingungen
(19) Py(t) = —bPy(t)+cP,y(1),

(20) Z”‘P”(t) =1.

n=0

_ Wir werden die Losung der Gleichung (17) angeben. Die stationire
LGSllIlg der Gleichung (17) driickt sich durch die Formel ([1], S. 182)

(21) pn=ni!(—f:-)nelm(—§) (n=0,1,2,...)

aus und erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 1 (Zusammenhang mit (9)),

(22) 0(n+1)pn+l - bpn’

Wobei man setzt F:=0, G:=b, d:=>b und ¢:=¢. Aus (12) und (13)
erhalten wir die Formeln '

z(t) =1—Aexp(—et),
u(t) = Bexp[b(A —1)t+ Abc 'exp(—et)].

Die Anfangsbedingung (18) wird fiir A = 1 und B = 1 erfiillt sein.
Daraus folgt auf Grund der Formel (11), dass

Po(1) = palL—exp(—onTexp | exp(—at)| (0>

Es ist leicht zu priifen, dass die aus der letzten Formel bestimmte
ktion P,(t) auch die Bedingung (19) und die letzte der Bedingungen (18)
ertills. Bedingung (20) ist auch erfiillt.
Zusammenstellend kénnen wir die Behauptung aussagen:
. Satz 2. Die Losung des Differentialgleichungssystems (17) und (19),
die die Bedingungen (18) und (20) erfillt, ist die Funktion

P, (¢) = p,[1—exp(—ct)]"exp [—z— exp(—ot)] (n =0,1,2,...),

w0 p,, eine durch die Formel (21) bestimmte diskrete Funktion ist.

; 3. System mit begrenzter Linienzahl. Wenn zum Massenbedienungs-

vyStem, das aus % Linien besteht, der einfachste unbegrenzte Strom
9D Meldungen mit der Intensitit b herankommt, dagegen die Bedie-

Jungszeit; einer Meldung der Exponentialverteilung mit der Intensitit o

:ﬁ:gilfegt, so erfiillt die Funktion P, (t), die die Wahrscheinlichkeit d(‘asgen
bef; uckt, dass sich im Moment ¢ im System genau s besetzte Linien
linden, das endliche Gleichungssystem
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(23)  P,(t) = bP, (1) —(en+b)P(t) +o(n+1)P, (1) (1<n<k),
(24)  Py(t) = —bPy(t)+cPa(?),

(25)  Py(t) = bP;_,(t) —okPy(t)

mit der Anfangsbedingung

(26) P,(0) =1, P,0)=0 (n>0).
Ausserdem soll P, () als Wahrscheinlichkeit die Bedingung
k
(27) P, =1
n=0
erfiillen.

Die stationdre Losung benutzend, geben wir die Integrale der Glei-
chungen (23)-(25) an.
Die stationire Losung
P = hmPn(t)v
{—>00

d. h. die Losung der Differenzengleichung

(28) bpp_1—(en+b)p,+e(n+1)p,., =0 (A<n<k),
mit den Randbedingungen
(29) Do = 6b7'p,,
(30) P = bek™'py_,,
driickt sich durch die Formel ([1], S. 162)
1 /b\"

(31) pnzm? P (n=0,1,2,...,k)
aus, wo

k

1 (b\"]!

2 == — - .

(32) Po [2{ m!(c)]

m=0

Die diskrete Funktion p,, erfiillt die Voraussetzungen (22) des Satzes 1.
Ausserdem ist das System (23) fiir 1 < » < k mit dem System (17) identisch.
Daraus folgt der Schluss: die Losung des Systems (23) ist eine Funktion
der Form

b
(33)  P,(t) = p,[1—exp(—at)I"exp [; exp( —ct)] (1<n<k),
wo p, durch die Formeln (31) und (32) bestimmt ist.
Die Funktion (33) erfilllt die zweite von den Bedingungen (26):
P,(0) =0 wund lmP,(¢) =p, (n>0).

t—o00
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- Die erhaltene Funktion (33) in die Gleichung (24) einsetzend, erhalten
Wir die Differentialgleichung

(B4)  P)(t) = —bPy(t)+0ops[L—exp(—ct)lexp [% exp( —ot)]

die Py(t) ermitteln lisst. Das singulire Integral der Gleichung (34), das
die erste von den Bedingungen (26) erfiillt, ist die Funktion

(35)

t
Py(t) = exp(— bt) =1+bpof [1—exp(—ct)] exp [—Z— exp( —ot)] exp(bt)dt}.

Die Funktion P,(t) bestimmen wir aus der Bedingung (25) die zur
folgenden linearen Differentialgleichung fiihrt:

P(t) = —ckPy(t)+bp,_,[1 —exp(—ect)]Ftexp [%exp(—ot)].

Das singuldre Integral dieser Gleichung, das die Bedingungen
im Py (t) = pg, Pr(0) =0

=00
ertiillt, ist die Funktion
(36)

t i
Py(t) =p,ckexp(— ckt)f [1— exp(—et)JFlexp [%exp( — ot)J exp (ckt)dt.

b .Ma.n beweist noch, dass die durch die Formeln (35), (33) und (36)
estimmten Funktionen die Bedingung (27) erfiillen. Tatsachlich, aus (23),
(24) und (25) folgt, dass die Funktion

k
F(t) = ) Pult)

m=0

€ine Ableitung identisch gleich Null hat, dabei F(0) = 1. Daher ist

k \
D'P,(t) = F(1) =1.

Unsere Betrachtungen konnen wir mit der folgenden Behauptung
Schlieggen

SATz 3. Die Losung des Gleichungssystems (23), (24) wund (25), die

te Bedingungen (26) und (27) erfullt, sind die Funktionen
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t .
exp(— bt) {1 +bp, f [1—exp(—ect)]exp [% exp(— ct)] exp (bt) dt}
(n = 0),
P,(t) = yPu[1—exp(—a)]" GXP[% exp ( —ct)] 1<n<k),

t
Prck exp( — ckt) f [1—exp(—ect)]F! exp[% exp(— ot)] exp (ckt)dt

(n = k),
wo p,, durch die Formeln (31) und (32) bestimmt ist; dabei gilt die Gleichheit
p, =limP,(t) (n=0,1,2,...,k).

t—>00

4. Wartezeitsystem. Wenn zum System, das aus ¥ Bedienungslinien
besteht, ein begrenzter Strom von Meldungen herankommt (d.h. im System
konnen sich gleichzeitig hochstens m Meldungen befinden), unterliegt
die Bedienungszeit einer Meldung der Exponentialverteilung mit der
Intensitdt ¢ und betrigt die Intensitit des Meldungsstromes b, dann
erfilllt die Funktion P, (), die die Wahrscheinlichkeit dessen ausdriickt,
dass sich im Moment ¢ im System genau n» Meldungen befinden, die Diffe-
rentialgleichungen

(37)  Pp(t) = (m—n+1)b P, ,(t)—[(m—n)b+ne]P,(t)+ (n+1)cP,,,(t)

0<n<k),
(38)  P,(t) = (m—n+1)bP,_,(t)—[(m—n)b+ck]P,(t) + kP, ()
(E<n<m),
(39) Pé(t) = —bmP(t)+ePy(t),
(40) P (t) = bP,,_,(t)—ckP,(1);
dabei sollen die Bedingungen
(41) Py(0) =1, P,(0)=0 (n>0),
(42) ZPn(t) =1
erfiilllt sein.

Mit Hilfe stationirer Losungen geben wir Integrale des Differential-
gleichungssystems (37)-(40) an.
Die stationidren Loisungen
P, = limP (1)

{—o00
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der Differentialgleichungen (37)-(40) driicken sich durch die folgenden
Formeln ([1], 8. 206) aus:

1 n
—L E Do (1<n<k)7
nlim—n)t\e
(43) Pn = ' n
m! (b
FF K (m— )l (?) Po (b <m),
Wwo
k m
3 m! b\" m! b\"1!
Po = [n% nz(m_n_)z(Z) +n§1 K" * %! (m —mn)! (?)] '

Die Funktion (43) erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 1 (Formel (9)):
(n+1)ePpi, = (m—n)bp, (0<n<k),
¢kpyyy = (M—n)bp, (k<n<m);
dabei st F:= — b, G: = bm,

c—b (0<n<k),
—b  (k<n<m),

d:e bm o<n<Ek),
T lek+Hbm (< n< m).

Aus (12) und (13) erhalten wir die Formeln

_ |[L—Acexp(—(b+o)t)] [1+ Abexp(— (b +o))]TF  (0<n<k),
|11 — dexp(—bt)]* (k< n< m),

@ (t)

u(t) = B[1+4Abexp(—(b+0)t)]" 0 < n<k),
7 |B[L—Adexp(—bt)"exp[Ackb~lexp(—bl)] (k< n<m).

Indem wir annehmen 4 — ¢~!, B = 1, erhalten wir

m-—n

P.(t) = Dol —exp(—(b+0)t)]" [1 +—z—exp(—(b+a)t)] 0< n<k)

Wobej

P,(0) =0 (n>0), LmP,(t) =p

{—>00

n-°

Indem wir die Differentialgleichung (39) losen, in welcher ist

-1

Py(t)= p,J1 —exp(—(b +c)t)][1 +% exp(—(b —I—o)t)]
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mit der Anfangsbedingung P,(0) = 1, erhalten wir

) t
P,(t) = exp(— bmt) {1—|—bmp0fexp(bmt)[1—exp(—(b—l—c)t)] [1+

- —I;—exp( —(b+ o)t}]m—ldt} .

Damit die Bedingung
P,(0) =0 (n>k), lmP,t)=p, (k<n<m)

t—>o00

erfiillt sei, nehme man 4 =1 und B = 1. Demnach ist
P,(t) = p,[1 —exp(—bt)" "exp[ckb lexp(—bt)] (k<< m).
Aus der Bedingung (40) bestimmen wir die Funktion

t
P, (t) = pmckexp(—ckt)fexp(ckt)[l—exp(—bt)]exp [ckb~'exp( —bt)]dt.

Schliesslich fiihrt die Bedingung (38) fiir » = k zur Differentialglei-
chung

P (t) = —[(m—k)b+ck]1P,(t)+
b m—k+1
+ pk{ck |1 —exp(—(b+c)t)]*! [1 + —O—exp(—(b +0)t)] +
+(m—Ek)b[1—exp(—bt)]" *lexp [ckb‘lexp('—bt)]}’

deren Losung, die die Bedingungen
Pr(0) =0, limP.(t) = p,

t—o00

erfiillen soll, die folgende Funktion ist:

t
P.(t) =pkexp[—((m—k)b+ck)t]fexp[(m—k)bﬁrck]t x

‘ b m—k+1
X ok[l—exp(—(b—l—c)t)]"‘l[1—\—;exp(—(b—|—c)t)] +
+(m —k)b[1 —exp(—bt)" ¥ lexp[ckb  exp(— bt)]} dt.
Der Beweis, dass die Funktionen P,(t) die Bedingung (42) erfiillen,

verlauft identisch wie fiir Satz 3.
_ Unsere Betrachtungen summieren wir mit-der folgenden Behauptung:
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SATZ 4. Die Losung des Gleichungssystems (37)-(40), die die Bedingun-
gen (41) und (42) erfullt, sind die Funktionen

4
exp( — bmt) {l + bmp, f exp (bmt) [L —exp (— (b+¢)?)] X

0

X [1-1— % exp(—(b—l—c)t)]m_ldt} (n = 0),

m—n

n b
pa[L—exp(—(b+0)1)] [l—l—?exp(—(b—l—c)t)]

0<n<k),

t
pkexﬁl—((m—k)b—{—ck)t]fexp[(m—k)b—l—ck]t{ck[l_
(44) P, (1) C

I

m—k+1

—exp(—(b—{—c)t)]k—l[l—{—%exp(—(b+o)t)] +

+(m—k)b[1 —exp(—bt)" % exp[ckblexp(— bt)]} dat
(n = k),
P [1L—exp(—bt) " "exp[ckb 'exp(—bt)] (k< n<m),

t
ckpméxp(—ckt)f exp(ckt)[1—exp(—bt)] x

x exp[ekb~lexp(—bt)]dt (n = m),
wo p,, durch die Formel (43) bestimmt ist.

5. Telefonisches Wartezeitsystem bei umbeschrinktem Strom von
eldungen (Typ I). Wenn zum Massenbedienungssystem, das aus k¥ Linien
esteht, der einfachste unbeschrinkte Strom von Meldungen mit der

Intensitst b herankommt, dagegen die Bedienungszeit einer Meldung
d?*l' Exponentialverteilung mit der Intensitdt ¢ unterliegt, dann erfiillt
d}@ Funktion P,(t), die die Wahrscheinlichkeit dessen ausdriickt, dass
Sich im Moment ¢ in der Bedienung und im Warteraum zusammen n ~
Meldungen befinden, die Differenzen-Differential-Gleichung

48)  PL(t) = bP,_, (1) — (o +D)Pp(t) + (n+1)6 Pppy () (L<n < F),
46)  Pr(t) = bP,_y(t) — (0 +B) Py (1) + 0k P, (1) (n 3> K)

Mit den Bedingungen

) Py(t) = —bPy(t)+ePy (1),
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(48) D@ =1,
n=>0

(49) Py0) =1, P,0)=0 (n>0).

Wir geben die Losungen der Gleichungssysteme (45), (46) und (47)
unter Benutzung der bekannten ([1], S. 233) stationdren Lésungen dieser
Systeme an:

1 /{b\"

?(F)Po 1<n<Lk),
50 n=1{
(50) P 1 "

1 \o Po (n=k),
wo

[Zﬂ'() (k—1) <ok b)(b)k]_l. (b < ok).

Die Funktion (50) erfiillt die Voraussetzungen des Satzes 1 (Formel (9)):
(n+1)ep,y =bp, (0<n<E),
CkPpyr = bp, (02> k);
dabei ist F:=0, G:=0b,

¢c (1<n<k),
’ =‘o (n> ),
i ‘b (1< n<k),
b+ck (n=k).

Fir 1 < n <k ist das System (45) dem System (17) gleich, deshalb
gilt

(51) P,(t) = p,[1 —exp(—ct)]"exp [b exp(—ct)] A<n<k).

Die Funktion P,(f) ermitteln wir aus der Gleichung (47), die zur
folgenden Differentialgleichung fiihrt:

P,(t) = —bP,(t) +bpo[1—exp(——ct)]exp[b exp(—ct)]

Thre Losung, die die Bedingungen
Py(0) =1, LmPy(t) = p,

t—o00
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erfiillt, ist die Funktion
t

Py(t) = exp(—bt) {1 —I-bpofexp(bt) [1—exp(—ect)]exp [% exp( —ct)] dt} .

Fiir # > k kann man mit Hilfe der Formeln (12) und (13) die nicht-
triviale Losung der Gleichung (46), die die Bedingungen P, (0) = 0 erfiillt,
icht ermitteln. Bs zeigt sich, dass sich die Losung durch eine mehr kom-
Dlizierte Formel als die Formel (11) ausdriickt. In diesem Fall handeln
Wir folgenderweise. Aus (45), fiir n =k —1, erhalten wir die Funktion

b
Py (t) = py[L—exp(—ei)]* exp[; exp(— ct)]

und aus der Gleichung (46) die Funktion

b
Pea(t) = Prsn [L—exp( —ot) ]+ exp [—c— exp(— ct)].

Wenn wir in (46) an Stelle von # den Wert & -+ 1 einsetzen, erhalten wir

b b
Ppia(t) = ppyo[1 —exp(—of)+2exp [? exp(— ct)] + P, (1) Eexp( —at).
Die erhaltenen Funktionen erfiillen die Bedingung
]jmpk+i(t) =Prti (0 =0,1,2).

Allgemein, fiir n > &+ 2, bestimmen wir das Integral aus der diskre-
ten Formel

Pops(t) = — (P40 + 0k + BB () — P, (0] (> 4 1).

So haben wir den folgenden Satz bewiesen:

'SATZ 5. Die Losung des Qleichungssystems (45), (46) und (47), die die
Bedingungen (48) und (49) erfillt, sind die Funktionen
t

exp( — bt) {1 + bpofexp(bt) [1—exp(—ect)]exp [ b exp( —ct)] dt}
(n = 0),

P, (1) = b
|2, [1—exp( —ct)]"exp[ exp ( —ot)] 1<n<k+1),

Pn[1—exp( —ct)]"eXP[b exp(— )] +P,_,(t)exp(—at)be™ k™"
(n =Ek+2),
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Pot) = [Phs () (G E D) Py () DP, (0] (0> 43),

wo p, (n =0,1,...,k+2) durch die Formel (20) bestimmt ist.

6. Telefonisches Wartezeitsystem bei unbeschrinktem Strom von
Meldungen (Typ II). Wenn zum System, das aus &k Linien und m Warte-
raumplitzen besteht, der einfachste Strom mit der Intensitat b herankommt
und die Bedienungszeit einer Meldung der Exponentialverteilung mit der
Intensitit ¢ unterliegt, dann erfillt die Funktion P,(?), die die Wahr-
scheinlichkeit dessen ausdrickt, dass sich im Moment ¢ im System genau
n Meldungen befinden, die Differentialgleichungen

P(’)(t) = —bP,(t) 4 cP,(t),
(52) P,(t) = bP,_,(t)—(en+b)P,(1)+(n+1)eP, 1 () (1<n<k),
P,(t) = bP,_,(t)—(ck+D)P,(t) + kP, (1) (k<n<k+m),

P;c+m(t) = bPk+m—1(t) —OkPk-i-m(t)

mit den Bedingungen
(53) Po(0) =1, P,(0) =0 (n>0), D'P,(t)=1.
n=0

Da die erste, zweite und dritte Gleichung des Systems (52) mit den
Gleichungen (47), (45) und (46) identisch sind, werden ihre Losungen
durch dieselben Formeln ausgedriickt (mit Ausnahme der Konstanten p,),
die diesmal die folgende Form hat:

54 _ lkz—: 1 b n+ 1 (b)k[l b )m+1J(1 b )-—l -1
(54) Polg mr Ve Tt e (ck, T ek } '
Unter Beachtung, dass die Differentialgleichung

-P;c+m(t) + 0kPk+m (t) = bPk+m—1 (t)

mit der Anfangsbedingung P,.,(0) = 0, mit
t
Pyym(t) = bexp(—ckt) [ exp(okt) Py (1) dt
0
gleichwertig ist, konnen wir den folgenden Satz formulieren:

SATZ 6. Die Lisung des Qleichungssystems (52), die die Bedingungen (53)
erfullt, sind die Funktionen
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¢
exp( — bt) {1 + bp, f exp (bt)[1 —exp(—ct)]exp [% exp(— ct)] dt}

0

(n=0),
PalLl—exp(—ot)"exp [%exp( —ot)] (1<n<k+1),

Pn[1—exp(—ect)]"exp [_bc— exp(— ct)] +P,_,(t)exp(—ct)be k?
(n = k+2),
&)+ (ck+b)P,_(t)—=bP,_,(t) (k+m>n>k+2),

1,
;EI%—I

t
Prym(t)= bexp(—okt) [ exp(ckt) Pyym—, (1) d2,
0

wo p, (n =0,1,...,k+2) durch die Formel (50) und (54) bestimmi ist.
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0 PEWNYCH ROWNANIACH ROZNICZKOWYCH
WYSTEPUJACYCH W TEORII PROCESOW STOCHASTYCZNYCH

STRESZCZENIE

W teorii proceséw stochastycznych, a w szczegélnosci w teorii masowej obshugi,
Otrzymuje si¢ skorczone i nieskoriczone uklady réwnan rézniczkowych postaci (4)
0 wspélezynnikach liniowych wzgledem » z warunkami (2) i (3) oraz dodatkowymi
Warunkami wynikajacymi ze specyfiki zagadnienia. .

W pracy podano, opierajac si¢ na stacjonarnych rozwigzaniach, konstrukeje
efektyWnych rozwigzan tych ukladéw réwnan rézniczkowych.



