im“ TA ARITHMETICA
/ HXXIV (1979)

Sur une note de Charles Pisot
par

JEAX-PIERRE KamANE {Orsay)

Il ¥ a toub juste quarante ans, Charles Pisob passait sa thése, sur
la répartition modulo 1 et les nombres algébriques. Un an plus tot, le ler
février 1937, il avait communiqué 3 PPAcadémié des Seiences quelques
ung de ses résultats, gui me semblent garder leur fraicheur.

I ¥ s’agit des entiers algébriques § > 1 dont tous les conjugués (= 0)
ont des modules strietement inférienrs & 1. Pisot lni méme les 2 nommés
plus tard nombres de la classe 8, en hommage & Salem. Tout le monde
les appelle aujourd’hui les nombrer de Pisot. Pisot n'est ni le premier
ni le seul & les avoir étudids. Mais Vimpulsion quiil a donné a été décisive
dans D'intérét qui s’est manifesté & leur propos, of il me parait qu'nne
bonne partie de oeuvre de Pisot — ¢t de bien @’cutres! — se tronve
en germe dans cetbe note de 1937. Je me bornerai done esscntiellement
& un commentaire de ce travail et de ses prolongements.

Bi 6 est un nombre de Pisot, les formules de Newton montrent que 6°
tend vers 0 module 1 4 In vitesge d’ane exponentielle. De méme 207 si 1
est un entier algébrique du corps de . o eomportement de la suite 16%
est done exceptionnel, i Pon considére comme la végle que la suite 6%
(A> 0, 0>1) soit équirdpartie modulo 1 (régle ,,presque sfive” d’aprés
Eoksma, jamais vérifide sur un exemple jusqu’d présent). Bien d’sutres
couples de nombres 2 et -f donnent lieu & un coriportement exceptionnel
(Vijayaraghavan, Erdés et Taylor, Furstenberg, Salem et Pisot, ete...);
les méthodes élémentaires, la théorie des nombres algébriques et l'ana-
Iyse de Fourier fournissent outils ¢t exemples. Reste Ia question, dont
Porigine semble remonter & Axel Thue, et qui reste ouverte: si 14® tend
vers O moduloe 1, s’ensuit-il que 6 est un nombre de Pisot?

La note de 1837 apporte d’importants éléments de réponse,

1St Y0P << oo (] || désigne In distance i Pentier le plus voisin),
8 &8 et i est un nombre algébrique du corps de 4.

2. Si |jA6") tend vers 0 ef 81 6 est algébrique, la réponse est la méme.

3. Si 67| tend vers 0, 4 et ¢ appartiennent i des ensembleg dénom-
brables.
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4, Pour tout nombre algébrique A, il existe un nombre de Pisot &
tel que A" tende vers 0 & la vitesse d'ubme exponenticlle.

Un pen pius tard ot fmdépendamment, Vijayaraghavan a refrouvé
wne partie de ces résultats. Besayons d’expliquer leur importance, eb cer-
tains de leurs prolongements.

La condition D JAB™M2 < oo 8'écril

llf gle")pat < oo,
9
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ot @, est Pentier le phis voisin de 207", Pisot inontre que par les a,, satisfont
0w

4 une relation de réewrrence lindaive ef gue conséquent la série M g,2™
0

représente une fraction rationnelle & coefficients entiers. Cela entraine
fed.
Si inversement 8 € 8, on peut choisir
oot - Pz)
-/-/G—J n Q(z) bl

P(z) étant l¢ polyndme irréductible admettant 6 pour racine, et @z}
e polyndme réeiproque. Cela permet de définir 1 et g(2) de fagon que
jg(2)] soit majoré par une constante absolue {3 convient) guand |z| < 1.
Ainsi, pour une valeur convenable de 4, 0 << 1< 8,

3T < 9.
T
L'uniformité de la majoration entraine gque § est un ensemble fermé

(Salem 1944). _
De 12 suivent une série de découvertes: les deux plus pedits éléments

de 8 (Siegel), le plus petit élément du Aérivé § (Dufresnoy et Pisot),

le dérivé transfini de 8 (il est vide; Dufresnoy et Pisot), le plus petit élément
de §” (Marthe Grandet-Hugot), d’autres ensembles fermés de nombres
algébriques analogues & 8 et utilisant Panalyse p-adique (Pisot, Frangoise
Bertrandias), ete... Pour que eela paraisse moins mystérieux, voiei 1'une
des elés {Dufresnoy ef Pisot): 6 appartient an dérivé 8 si et seulement
g8 existe nn polyndme A(2) & coefficients entiers tels que A(0) # 0
eb [A(=)] < 1P (2)] powr f2| = 1, Pdgalitd ayant Heu an plus sur un ensemble
fini (P(z) est toujours le polyndémne irréductible ayant § pour racine).

Une earactérisation des 0 e § est done Pexistence d*un 1 > 0 tel que

o0
) -
2_, 3in?wAf® < co.

t
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De facon un peu plus cachée {Salem 1942), en posant § = 671, ¢est encore
lim 0s &) —
ME?,%}U“OS“‘PO on & = 1.

Or ce produil infini a une grande cignification en analyse de Fourier
el en probabilité (Erdés 1939).
En langage probabiliste, c’est la fonetion caractéristique de la va-

o9
riable aléatoire X = 3 + £*, o les signes + et — sont choisis au hasard,
0

indépendamment les wns des autres, avec probabilité §. Bi £ =%, la
variable aléatoire X et équidistribuée sur Pintervalle [—1, 17. Pour tout
antre & inverse d'un nombre de Pisot, Ia fonebion caractéristique de X
ne tend pas vers 0, done la distribution de X est singunlidre. e résultat
ost intéressant pour &> %.

Pour 0 << £<< §, X prend ses valenrs dans un ensemble de Cantor;
Pensembie triadique correspend & & = %. Cet ensemble, H,, est un fermé
de mesure nulle. La distribution de X est la mesure naturelle sur cef
engemble — attribuant 4 des portions égales des masses édgales —. Elle
egb tonjours singulidre. Désignons la par u,. Sa transformée de Fourier,
;LE (2), nest autre que le prodnit infini des cos £*u. Elle tend vers 0 4 infini
81 et seulement s &' ¢ 8. De plus (Salem, Pyatetskii-Shapire, Salem
ot Zygmund), =i elle ne tend pas vers 0 & linfini, c'eat-d-dire si &' 6 8,
ancune distribution de Schwartz portée par E,, non nulle, n’a pour frans-
formée de Fourier une fonction tendant vers 0 & Vinfini, Depuis les tra-
vaus de Cantor sur les sdries trigonoméiriques, on dit quun ensemble H
gur le cevele est ensemble d’unieité pour le développenient trigonométrique
81 la seule série triponométrigue gui converge vers 0 hors de # est la série
nulle. Pour qu'nn fermé & soit ensemble d*unicité, il faut et i suffit qu'it
ne porte aucune distribution de Schwartz, nen nulle, dont la transtormée
de Fourier tende vers § & Uinfini. Nous venons done de dire gue ensensble
B, est ensemble d’unicité si et seulement i §' e 8.

Clegt 1h Pun des joyaux des séries trigonométriques. Pour qui §’inté-
repserait plug avant aux propriétés des ensembles ., enrelation avec les
séries de Fourier, je renvole aux éerits de Salem (y compris notre livre
en eommun), &b & Astérisgue n°l, ol se tronvent d’autres beaux exernples
du véle joué par les mombres de Piset en analyse harmonigue (Yves
Meyer). '

La eondition ¥ 4072 < oo s’est trouvée bien adaptée & certa,ines,:
applications. Hile est cependant imparfaite. Pisot en a proposé de nomb-
reuses variantes. Voici 1’ume d’elleg: 51 1> 1 et

1467 < s pour tout m = 0,1,2, ...
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avec
B 1
® T eB(6+1)(1+log A)’

6 est un entier algébrigque dont les conjugnés (== #) ont des modules infé-
rieurs ow égaux & 1. L'ensemble T des entiers algébriques qul ont cette
propriété sans appartenir & § a éb¢ passablement étudié, en particulier
par Salem. JI reste trés myvstérienx {est-iI denge sur [1, co[ 3 TUS est-il
fermé?). Bi e T et 1> 1, la suite 10" est dense module 1, et elle admet
une distribution modulo 1 mais cette distribution n'est pas uniforme
{Pisot et Salem).

8i P’on suppose 6 algébrique, la condition 20" = o(1) entraine que 6
et un nombre de Pisot. En fait, et c’est déja éerit, dans la note de 1937,
il sutfit que [16%) < e avec un (6} convenable. I’énoneé le plus frappant
dans cette direction est le suivant (Pisot 1946): on suppose 6 algdbrique;
pour que la snife 46" ait un nombre finl de valeurs limifies modulo 1,
il faut et il suffit que 6 soit un nombre de Pisot et que 4 soit Un nombre
algébrigue du corps de 8.

Désignons encore que a, Pentier le plus voisin de 28", Si, & partir
d’mn eertain rang, on &

IO < e << B8 +1)F,
on vérifle gue
(%) : [yys — Op318y ' | < 3,

donc g, ., est bien défini par a, et a,, ., et la snite a, est bien déterminde
par deux termes conséeutifs.

Inversement, si on a une suife a,, d’entiers croissents qui, & partir
d'un certain rang, vérifient P'inégalité (»), le rapport ., /e, 2 toujours
une limite 83 1 et a,6”™ une limite % pour lesquelles

8" < e << 3{6-1)"2,
Tout. cela se trouve liftéralement dans la note de 1987; et Pétude

o Gy N . .
des nombres 6 de la forme lim-—"2 ol la suite a, est croissante eb
k(3
vérifie (=) se trouve poursuivie dans la thése de Pisot. Ils forment un

ensemble dénombrable, dense sur {1, cof, contenant 8. Pisot donne des
conditions sur a, €t @; pour avoir § > 1 (inégalité stricte) en montre que,
pour gy =2 ou 3; on a § e 8. Ceb ensemble reste lui aussi mystérienx.
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Comme corollaire des résultaty énoncés, on a un crifére de transcen-
dance — (déja énoneé en 1837 — : pour gue le nombre réel 4 soit trans-
eendant, il faut et il suffit que le produit infini

| [ eos(wia™

fisa

diverge pour tout # = 1.

Le plus important est cependant le cas ol 2 est algébrigne. Soit 8
un nombre de Pisot tel que 467 tende vers 0 & Ia vitesse d’une expo-
nentielle. Soit eneore a, I'entier le plus voisin de A67, et b, Pentier le plus
voisin de 8. Alors les fraetions a,fb, approchent i, & la vitesse d'une
exponentielle. La relation (%) — qui vaut & partir d*on cerfain rang pour les
b, comme pour les a, — donne un algorithme de caleul comimode. Quand 6
est, quadratique, on retrouve ainsi les approximations données par les
fractions continnes.

Plugieurs travaux de Pizsot concernent les approximations des nombres
algébriques, les approximations simultanées (Chabauty eb Pisot), Putili-
sation des fractions continues (Leray et Pisot).

Tout ce qui vient d’étre évoqué ne concerne gue la partie de Poenvre
de Pisot directement reliée & sa note de 1937 et aux nombres de Pisot.
Je n'ai done pas parlé de ses fravanx avee van der Corpub, ni de ceux
avec Schoenberg, ni de ses beanx résultats sur les fonctions entiéres ,,arith-
métiques” {¢’est-a-dire appliquant & dans Z), ou ,,presque arithmétiques”
(cest-d-dire telles que [f(n)] = O(g™), e< 1). Il n’est pourtant pas trés
difficile de découvrir nne parentd entre ces fonelions entiéres (donb le
prototype est f(z) = 2°) et la distribution de f(n) modulo 1.

Drautres auraient sans doute insisté sur d’autres aspects de Poeuvre
de Pisot, et aussi sur son influence — capitale — dans le développement
de In théorie des nombres en Franee. N'étant pas arithméticien, j’ai pris
la liberté d’&tre partial et partiel. Moyennant - cette restriction du champ
de vision, ce qui apparait est une préoccupation centrale: la répartition
de 26® modulo 1. Comment s’enroule sur le cercle une progression géo-
wétrigue? Quoi de plus simple comme question(*) ¥ I n'y a rien d’éton-
nant a la retronver sous-jacente dang plusieurs problemes concernant
les séries trigonométriques. Pisot en a dirigé Pattaque depuis gnarante ans.
Tl est remarquable gue son premier essai contienne tant @'idées essentielles,
et d’angles de vues: les nombres algébriques, les series trigonométriques,
lapproximation rationnelle. Quand un sujet est aussi riche, il fant se

{1) Sinon cells que la thése de M. Herman a renouvelé depuis peu: comment
s'enroule sur le cercle une progression srithmétique? .
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réjonir antant de voir cerner les problémes gue de les voir résoudre. Pour
les problémes résolus, pour les problémes posés, Pisot mérite bien la recon-
najgsance de tous les mathématiciens.

UNIVERSITE DE PARIS-SUD
MATHEMATIQUES
Orsey, France

Reew le 7.4. 1978 (1060}

icm

ACTA ARITHMETICA
XXXIV (1979}

Lois de répartition des diviseurs, 1
par

JEAN-MARC DESHOUILLERS, FrawcgoIs Druss,
GErATD TENENBATA(*) (**){Talence)

FEn respeciueur hommage a Ch. Pisol

1. Introduction. La répartition des diviseurs premiers des entiers est
assez bien connue; en partieulier P. Erdds a mentré {11 que Pordre de
grandeur en moyenne dn i-éme factenr premier distinet de n, p;(n}, est
explexpi). Ce résultat a 666 affiné par J. Galambos [3] qui a montré
que, ponr toute fonction j(n) tendant vers Vinfini en restant ,,un peu plus
petite” que log logn, Ja densité des entiers pour lesquels log logp;(n)—j(n)
est eompris entre uVj et 1;1/3- est

1 ?
= fezp(-zw)dt.

On trouvera une bibliographie assez eompldte sur ce sujet dans la deuxidme
partie de cet article (G. Tenenbaum [5]).

La répartition des diviseurs ,,ordinaires’ des entiers est moing bien
connue ef la premidre partie de cet article se propose de ébudier en moy-
enne. Dans le cas des diviseurs premders, le bon instrument de fravail

loglogp; . -
était 7EM, iei ce sera wne variable aléatoire I}, qui prend les

walenrs

lo .. ;
; £ , 4 parcourant lengsemble des diviseurs de Ventier =,
ogh :
avee la probabilité uniforme 1jd(n) (ce qui revient & sitmer les divisenrs
par rapport aux puissances a"*, 0 s{w 1)

8§ nous considérons des classes particnlidres d’entiers, om connall
deux cas limites:

(*) Laboratoire associé au C.N.R.8. n® 226,
**) Les autenrs tiennent 4 remerejer jei H. Delange pour les conseils b Paide
qu'il lenr 2 apportés an cours de la rédaetion de cet article.



