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réjonir antant de voir cerner les problémes gue de les voir résoudre. Pour
les problémes résolus, pour les problémes posés, Pisot mérite bien la recon-
najgsance de tous les mathématiciens.
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FEn respeciueur hommage a Ch. Pisol

1. Introduction. La répartition des diviseurs premiers des entiers est
assez bien connue; en partieulier P. Erdds a mentré {11 que Pordre de
grandeur en moyenne dn i-éme factenr premier distinet de n, p;(n}, est
explexpi). Ce résultat a 666 affiné par J. Galambos [3] qui a montré
que, ponr toute fonction j(n) tendant vers Vinfini en restant ,,un peu plus
petite” que log logn, Ja densité des entiers pour lesquels log logp;(n)—j(n)
est eompris entre uVj et 1;1/3- est

1 ?
= fezp(-zw)dt.

On trouvera une bibliographie assez eompldte sur ce sujet dans la deuxidme
partie de cet article (G. Tenenbaum [5]).

La répartition des diviseurs ,,ordinaires’ des entiers est moing bien
connue ef la premidre partie de cet article se propose de ébudier en moy-
enne. Dans le cas des diviseurs premders, le bon instrument de fravail

loglogp; . -
était 7EM, iei ce sera wne variable aléatoire I}, qui prend les

walenrs

lo .. ;
; £ , 4 parcourant lengsemble des diviseurs de Ventier =,
ogh :
avee la probabilité uniforme 1jd(n) (ce qui revient & sitmer les divisenrs
par rapport aux puissances a"*, 0 s{w 1)

8§ nous considérons des classes particnlidres d’entiers, om connall
deux cas limites:

(*) Laboratoire associé au C.N.R.8. n® 226,
**) Les autenrs tiennent 4 remerejer jei H. Delange pour les conseils b Paide
qu'il lenr 2 apportés an cours de la rédaetion de cet article.
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— le cas des nombres premiers p, ol la fonetion de répartition de D,
est fixe (D, prenant les valeurs 0 et 1 avec la probabilité 1/2);

— le eas des nombres n qui ont ,,beaucoup” de diviseurs, ol la
fonction de répartition de D, tend vers la fonction de répartition d'une
variable eertaine prepant la valeur 1/2 {cf. P. Hrdos et J.-L. Nicolas [2]
gui démontrent dans un cas particwlier l'approximation par une loi de
log logn

Gauss de moyenne 1/2 et de variance équivalente & logn
Cles denx cas limites concernent des sous-ensembles de N de densité
nulle, phénomeéne général car il n’est pas possible de trouver un sous-
cngsemble de densité positive sur leguel s fonetion de répartition de D,
converge (G. Tenenbaum [5]).
Cependant, la moyenne des fonctions de répartition des D, converge
vers Ia loi de Pare sinus, résultat qui est Pobjet principal de cet article.
Norarroxs. p désignera toujours un nombre premier, o,(n) désignera
1’("—*;1)0%311‘( de p dans la déeomposition de Pentier n, 9’ signifiera gne
() = B, d(n) et w(n) désigneront les fonctions arithmétigres nombre
de diviseurs (19 n €t nombre de diviseurs premiers distinets de %; 8 sers
un nombre complexe, ¢ ¢t ¢ weront implicitement définis par s = o418,
[{s) désignera la fonetion zéta de Riemann et I'(») la fonction eulérienne.
THEOREME DDT. La variable aléafoive D, étant définie, pour chague
enlier positif u, ecomme ci-dessus, on a, powr tout u dans [0,1]:

‘;" Proh (D), <
&lod

nx

) x
Wy = g —are sinys -;—O(—————).
™ Viegx

La démonstration de co théoréme nécessite au préalable I"évaluation

des sommes 4, (x) = } 1/d(kn). En vue d*autres applications, nous donne-
TZ<.E
rons cette évaluation pour une classe assez générale de fonctions multiplica

tives.

M

DEFINITION. Soit n s ¢(n) une fonction ultiplicative & valeurs
complexes, Nous divons que ¢ appartient & la classge #, si elle vérifie les
trois conditions suivantes:

() VaeXN:|pm)igl,

(ify HeelC,0<ial<l, F5>0: p(p)=a+0p?,

{iif) VYéeR,dvz1l: @) = —e*

(sf p est & valeurs rdelles, cette dernidre condition signifie que la suite
(9(2)),5, est différente de —1, —1, — set del, —1,1, —1,...).

Dfwrnirron, Soit uwne fonetion multiplicative ¢ e #,. Etant donné
un réet ¢ € ] 0, 1[, nous dirons que ¢ appartient 4 la clarss 8, «i elle vérile
Ia condition suivante: '
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On pounrrait remplacer cette eondition par jp(n)| < e+ 0{u"°%) mais
cela complique raif les démonstrations sans présenter 4’intérét pour les appli-
cations pratiques. Enfin, on notera que lafonetion 1/d, qui sera utilizée
pour Ia démonstration dua théoréme DDT, appartient & la classe Hyy.

THEOREME T. Seit une fonction multiplicative p € #B,. Pour tout réel
striclement positif 8 on a (uniformément par repport & Pentior L= 1 et an
réel o 2= 2):

Yot = —— g —2 v o far,, — 2
ﬂ,;z qf’)(]””) F(a) g( )lﬂgl_&.‘l‘ i ik log:—a‘r
avee:
=i Xy
§ 220
S plpthyp
k) = =
gik) = f{ B’w(p Y
et

Myp = H (L+2p~ ).

pik
Si, de plus p e B,, on peut choisir:
M = (a+0)""

CovPLEMERT. Avec les mémes hypothéses et molations, on a

et pT" = y+1 .
gg(mp é;w(p)p Zl:(—i“) »(p)p
Calculs et résultats prélimimaires. On considére une fonction
appartenant & #,. Le théoréme T sera dédwit des propriétés de la périe
de Dirichlet > w(kn)n~* dans un demi-plen oz 1—7.
Nows allons dés maintenant déterminer une valeur admissible de g.
Comme |p(2')] < 1 pour tout entier », la série 1+ {272 définit dans

=l
le disgue |Z) < 1 une fonetion holomorphe ¥(Z) qui n ‘ndmet pas de zéro
dans le disque |Z| << ; en cutre, la eondition (i) imposée & p entraine gue
¥(Z) n' pas de zéro sur la cireonfévence |Z] = % eb il existe donc un
réel b > 1 tel que ¥(Z) n’ait pas de zéro dans le disque [Z1 << b2, On

choisira: :
)
3

o

. (log
7 = min ]

to!m

L‘.

0
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otL 6 est le véel introduit & la condition (ii) et § & pour mérite supplémentaire
log2
fog3
Dans tout ce paragraphe et le suivant, les constantes impligndes
par les symboles 0 de Landau seront uniformes en k> 1 et @ 2> 2; leur
dépendance en y sera implicite et tont antre dépendance sera explicitée.
Nons introduisons les séries de Dirichlet

fuls) = > wlkm)n=

nz2l

2 plpthp™
. p220
gk(’s) - ! ] Zw(p) —vs

Bl ¥50

d’étre inférieur &4 1 —

et

De la relation suivante, valable pour tout entier =,
() H p (pTe 20

on déduit alors que 'on a, dang tout demi-plan de conmvergence commun
& gpy Sooeb fi:

a6V = [[{ X v e~} []{ 2 vine™)
P VR Ptk w20
— IJ{ ;w(p%vp(k))p—vs} — IJ {; P (pﬂﬁ(p”)+‘vp(1£))?mvs}
- Z“’{ [T wipsat) = — Sutbnn~t = fy(s).
2=l p n=1

On pose g,.(8) = 3 p(n)n " .

HZ

Lmme 1. Dans le demi-plan Res = o>

2%( )|~

=l
o) = [[+2p7).

ok

8i do plus we &, on a, pour toul réel 6 > O:

z1l—mn on ab

=0 (/‘Lk ))

avec:

D ly(niine =

nzl

Op{(a+ 0)°®).

Démonsgtration. On décompose en ,factenrs locaux”

g:5) = [ ] 9,4

»PlE
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e
g 5(8) = &m = n)n™®
f Ew(ﬁl)pmvs i ypﬁ'( ) y
v=0 n=i
¢e qui enfraine
e < [T 3 pm)in).
'n> nPpE mEl
Pour p = 2, on pose Z = 27F, soit:
2@z
»2=0
9,58 = e -
-'“} S w7
(=g

Le numérateur est une série entidre convergante pour o> 0 car il esh

majoré en valeur absolue par X 27% =1/(1—2""). Le dénominateur
(=2

a &é étudié au début de ce paragraphe, olt nons avons montré qu’il n’ad-
mettait pas de zéro dans le disque 12} < b/2. Son inverse est dome une

logd
série entiére convergente pour o> 1—y’, avee 7' > —— =

1 1. Par
og2

conséqguent,

g,5(8) = X 7,s(2927,

v2g

congidérée comme série entidre en 27°, esf convergente pour o> 1—7,
done absolument convergente pour o 1—x, eo ¢ui démontre que:

2 ly,s(#)| ™7 = O(1).

nz=l

T.e cas des autres facteurs est plus simple, si p est impair on a
8) = D 70"
otL y_g(p7) peut se calé¢uler par réenrrence grice & la relagion
pa(@) = 2B = (2@l o LB ys8) 9 (7)7,,(01)
gui entraine la majoration \y P <. On en déduit immédiatement:

Z v o (w)in—" 2‘”_23*”” e 112977

n=zl -3

=

On a alors, pour ox=1—7 (qui assure —Bp""zlwz-?)““

>1—2-370" % 0 Qaprés le choix de #):

y[w(n n" =0 (H1 219“”)_ (le‘ip*z“)

1(21
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1
Comme le produit n —— est uniformément majoré par le produib
pik —dp™
Pwa
convergent WZL““ 5 on obtient (su factenr éventuel 14+2.277
o L—dp
TS

prés, gul est ssns influsnec), Ia premiére majoration énoncée dans le
lemme.

Pour obtenir la seconde majoration, on majore lefacteur 37 [y ,(n)in=°

nzl T

comine précédemment et on utilise la condition (i) pour ohtfenir une
majoration plns fine des autres facteurs. La relation de récurrence sur
les yjﬁ(p") entrazine la majoration Ey}_ﬁ(p")i £ a2, On en déduit imng-
dlatement

\ 13’ )| nm 7 E a2 p _“’:LA ‘7’13_; < at+hf

120

I R ¢ S0
das quep:}l’ﬂ(ﬂ-a" B) .

6
II 0’y a par conséguent qu'nn nombre fini de facteurs ne. vérifiant

Pas
D wasla) Tt < a o,
M1
d’oli:
2 e = o [ [ st | [ (a+ 0)} = 0, ((a+6)20).
3 P PN
P2 a2
<P pEP

Nous posons maintenant:

Ayle) = D p(km).

=

11 ¢st elair que le mmporienwnt de d;{x) est lié 4 1a natwre de la singu-
laritd de fi.(s) au point & = 1. Comme nous avons vu que lon a

Ji(8) = gy (8)f1{s)

¢t comme g, n'a pas de pble dans le demi-plin Bes = o> 1—y il suffit
d’étudier fr{s) = ¥ p(n)n=". L’hvpothé%e 9 € #,; impligue que le compor-

n"»l

tement au voisinage de 5 = 1 de f,(s) est liéd & celui de L(s):

Imnie 2. Le produit infini [T {(1—p %) 3 v(@")p ")} converge et
7} =i

i
définit une fonction h(s) holomorphe ef absolument convergente dans le demi-
plan Res = ¢ = 1~y (lo détermination de (1—p~%)" éant prise par conti-
| nuité & partir de lo détermination principale pour s réel positif).

icm
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La valewr h = h{1) est non nulle (et réelle positive si v est & valeurs
réelles).
Démonstration. Pour ¢ 1—v, on a:

A—p™)* Y o(@)p™ =r,(5) = 3 0, (1)p™"

(=14 vz2=0

(1~ =1—ap™*+ Yal)p™ avec la()|<1,

=2
2T =1+ (@ 0(p Y+ Y (e
vl =%
I s’ensuit que:
opi0) =1,

on(1) = O{p™%,

&

lop(Pl <v+1  pour ¥

¢t on en déduit:

1< Y lomIp " <1+0(p™ ) +0( Y (r+1)p™)
y=0 =2
2 — 3
=14+0{(p ") +0 (w_),

197

le dernier terme étant O(p~*) unifermément en p pour oz l—n> 0
En utilisant les inégalités o 19 e¢b 8= 2y, puis < 1/3, on obtient:

< Qe Mp™ < 1+0(p™ ) +0(p™) = 14+0(p7'7)
¢e qui démontre la. convergence absolue de r,(s) puils, comme 3 p~' 77

o
est abrolument convergente, la convergenece absolue de la série de Dirichlet
h(s) = [] r,(s) dans le demi-plan ¢ 2> 1—». Pour montrer que b = A{1)

st nonpﬂu]le, il suffit de constater que chaque factenr est non nul : pour

p =2, cela résulte de la condition (iii), pour p =3, de la condition (3).
I}nfm, si o est & valeurs réelles, il est clair que ch.aqne facteur est réel
<t positif.

CoroLLATRT:, Les fonctions fi(s) possédent un prolongement analytigue
défini par f,(3) = £*(5) g (s)h(s) dans le demi-plan Res = oz 1—1 Privé
de Dintervalle véel [1 —n, 1] ot des coupures [1 —n-+ig, 2 +iu] correspondant
aux fveniuels zéros A--ip de lo fonction £ dans la bande 1 — r; L o<1 (la
détermination choisie pour {°(3) élant prise par continuité & partir de la

détermination principale pour s réel > 1).
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De plus, st on pose g,(s) h{g) = hy(8) mfrk(%)n‘s, les séries hy(s)

sont absolument convergentes dans le demd- plcm Res =cozl—yeonale

majoration
2 [re{n)|n

n=l

(r”k( ))

Si, an outre, v B,, on a pour lout réel 9> 0

D mm)in = 0((a+6)"®).
nz=l
Démonstration. Lexistence du prolongement analytique résulte
immédiatement du lemme 2, Comme h(s) converge absolument et est
uniformément bornée pour ¢ 1—4u, le produit g,(s) k{s) = hy(8) con-
verge absolument et le lemme 1 entraine la premiére majoration de I’énoncé.
Le cas p € 4, se traite de maniére identique.
Remarqgue. Ces majorations seront utilisdes sous les deux formes:

iz = 0 ())
n=z
et
!
‘rkqi%)f - O(y”‘l,uk{cr)).
rEnss

3. Démonstration du théoréme T. Ayant mis en évidence la
nature de la singularité de f,(s) au point & = 1, nous allong prouver le
théoréme T en ulilisant le résultat suivant di & Selberg [4]:

8i Von pose, pour Res = ¢ > 1,

ts) = Y d,mym

et w22

@ x
d = .
Del@) = ;}gzm a(m) ) log' %2 +0 (10g2_“m)

Y = {(8)%h(8), nous déduisons done pmjr z>=1

Ay(a) = D p(hn) = Zrk(n)l?a(%)

:%Zﬁi) +O( Z

nezf2 2

on a, uniformément pour |a| < A

De Pégalité f(s

E‘.@logang ) + Z ACOR

zf2<ne
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Soit 6 un réel vérifiant 0<< 6<<y (om o A 55 = dp(l-—0)); Qaprés le
corollaire du lemme 2 on a dune part:

Er T ()
Ta<n<x

et d’autre part:

T (1) ¥ & IT(n)) | 17 (n)]
mn%: n log” n (Iog‘ 5.17.2 n )70(9} Z n )

n<vx Va<a<af?

& i -
=0 (Me,kﬁﬁ) +O(My;m —oy,

En reportant dans expression de A4, (x), nous obtenons done, pour toud
6e10,n[ e tout x> 2

)

log™™®

% {1} w1 ®
T{a) Lo y P
@ T (1) ol logn
~ T 2 n {log $TO( )

n<nf2
n<¥x

gj’:lﬁ)q = Ol {1~ 6}~ = 0(3M, 2"

1-8
L a

A e) = (Ma E

@ 7(n) x
—n O X M
rrgol 3 1% J+0(3hs r)
Yo<n<iz
1 % Tp{n) |
T I'a) log % Z n
n<vVz
=0l x 18 z
O(log“" 2 logn|-+0( M, 17 =*)-1-0 Mopioiey
<Yz
En remarquant gue, d’aprés le corollaire au lemme 2, on a:
Y 7() _ _
2 = BUGL) F 0@ M) = hg(8)+ 0@ M)
n<vw
et anssi

[ ()] 1 1)
2 "“kT“hg” = 0O (Z—;}T) = Oy( My 3)

u<Ve n=1
il vient finalement
hg (k) x z )
=+ 0, | M, —Fr].
W0 = T Tege 00 Mo o,
Dans le cas oll pe&,, le corollaire du lemme 2 montre que Pon peut
remplacer dans les caleuls préeédents M, par (a-+0)"" ce qui achdve
la démonstration du théoréme T.
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2
[#7]
3]

N

Démonstration dun complément. L'appartensnce de y & la
clisse 4, enfraine I'absolue convergence de la série de terme géndral
(n+1)p(p™)p™™ ot on a:

7

Syt = Y e(pmp T D)1

=0 nzl m=10
e Lty i
= 3 Nayp = Y D v
=0 nEm m=d 120

—f

p(p")p ") g (™D

I
b
M Y

ml vzz0
= Yulpp™ D g™
[2=20] =0

4, Démounstration du théoreme DDT. Appliquons le théoréme T
3 la fonction ¢ = 1/d, qui appartient & la classe &, avee a = 3. On ob-
tient:

yl_h ) x _}_0((1‘)4@ m)
LAy YV Vloggg e T log*? 2

nEE
avec
1i2 1 p~v . P 14
h:HIL— -1) }=(n ~1) log? ) — 0.969...
l( P o1 p(p—1)log p—1
D == e .
et

2 p7 (v B41)
gty = | ]>M
L S pie+1)
2% a0
Avant d'effectuer Détape ultime de la démonstration, il cst néeessaire
d’évaluer la fonction sommatoive de g(k):
LEMwE 3. On a la formule asympiotique:

y9n= i +O( : )

Wwx Viegzr 103” ?

71*"&

Démonstration. On constate gue Ia fonction g appartient & la
classe #, avee ¢ = 1/2. On peat done lui appliquer le théoréme T (avec
%k =1) ee qui donne: '

Sioon = []fu-s Swe

ratl

v 0l )
Vr Viegw | \log?z

Comme {»-}-1} p(p") est tonjours égal & 1, Ie eomplément aun théoréme T
prend iel la forme sympathiqne:
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d’ou:

[Tia—27 3 gtp

b

“2( Ve )|} = 14k

)= [T-r
b

Nous pouvons maintenant achever la démonstration du théoréme.
Posons:

Sz, u} = card &: kln et B nt};

by
eed {10}

wge

le théoréme DDT

Z Prob(D, < u) =

R

o fir
';.u+0( )
Viega

ge traduit par

9 —_
S{x, ) = ¢ —arcsinVu+0 (—7——-)
w Viegzx

et o’est sous cette forme gue nouns le démontrerons.
Remarquons tout d’abord que, grice 4 la symétrie des diviseurs de n

autour de l")’?/’. on a pour tout de [0 1]
( x )
[1{}1) ) ‘;/]_Og T )

Dans toute la suite de la démonstration nous pourrons done supposer @
inférienr ou égal & 1/2.

S, w)+ Sz, 1—uw) = {I]—;—Q(y

On a:
"-‘-=v1 ﬁl—vl 1 =Tz, u)—R(z,u
St = g0y 200 2 A_S_,’ )Rz, w)
Eet ’ ol frtap
aves
) %
BRI =)
kg_x nx/k (-( R nk llau)lu
il
' - w e @
- 0( 2 Viog (1H3—0) )m ( Viog (&t ™) ): (]/logm )
2t g ! <t
Dautre part, on a:
20 = 3 3 o
@) dnk)
k<tun==:c/k

2 — Acta Arifhmetica XXXIV4
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En ufilisant le théoréme T, il vient done:

_ 1 gy= .
= ]i_ 2 Y [ q(}’v) log™12p fk—,—()g( (~+—)—10g“3/2:x=/k)}
1/7: ‘-'Jl %k
il 146) (k)
— 3 & (-§+ ®
g log "~wlﬂ'+06( e y - )
B x’”‘ k<

Llévalnation du terme reste est facile eompte tenu du I'ésulta.t clagsique:

bw(n
D= = Ollog"y)

h<y

{quton pourrait dsilleurs démontrer grice au théoréme T dans le cas

b < 1); on obtient:
9( i z
E —log " nfk+ 0y ( Togi? )

= 2 g(k); une mtegiatmn par parties permet de calenler
k=<y
le terme prineipal:

Tle, ) —

On pose G{y)

I
i
J
1

G{a") ( 1 ) ; a ( 1 )
P . ] O UM — (‘}t - —
Y (L—uloge ]/log;r f " % tViogajt

{O (Hﬂgr)

1

l/legt (1+O ( 10:;’5 )) *

1
— s dt
2Flog™ 1

( eVlogzt logzft

R ( 1 ) ( ( 1 )) = (1—[—0(1/10gt))dt} 3
W= b \Viegz i logx ,-! tlogt Vlogw ft

En posant P

P i plc)- (ool
kgu ek = _l Viogs 1.010gw X

u w

d 1 d |
x(of}’i(—lv—_v) +O(V@) +O(1ﬂ;ﬂ O;[ Wﬂ(f—ﬂ)))l

log:c

= logt/logz, on obtient finalement:

2 -
= — aresiny'u + O
TT

1
o)

ce qui achdve la démonstration du théoréme DDT.

(et des équivalences similaires pour -ue{
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Remarque. Il est facile de vérifier, pour ue[(),—f—m
ng®
valence

&

S{x, u) ~ ——
(@) V= Viogas
log2 log3

g2 log ] ete...) ce qui
loge’ logz
montre que lordre de grandenr du terme reste dans le théordéme
DDT est le meillenr possible si on exige Puniformité en « dans [0, 1].
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