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Or nous avons remarqué que 8, , est croissant avec gpu,, ce gui permet
- de dire que 0, , est supérieur au zéro f, , plus grand que Vp /g du polynéme

e (gt pr L) =gt~V (g — p)i+1) s —p){ger -+ (Y (g —p)P +1)7— )

et par suite f, , est zéro du polyndme . '
g2t ~(V (g— p)*+1)2—p,

B,.p est une fonetion croissante en p, on déduit §,, > B, zéro plus grand

que 1 du polynéme
gz? —(Vm)z—l

et le résultat | -9]17 1}9{! = B, est établi.
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ACTA ARTTHMETICA
XXXIV (1879)

Echanges d’intervalles et transformations induites
par

GErARD Ravzy (Marscille)

§. Introduction

01. Soit s un entier supérieur on égal & 2, ¢ une permutation de l’en-
semble {1,...,8}, 2 = (4, ..., &) un élément de F° & coordonndes sbric-°
tement positives. Désignons par X,, ..., &, la partition de Pintervalle

3
X =1[0, ]Al[ ot 4] = Z A; en les intervalles

i=1
A= 2 m 24
<t i<
(X, est donc de longuenr 4;).

I’échange d’intervalle associé au couple (s, 1) est 1a fransformation T
de X dans lui-méme, définie comme Uisométrie par morceaux qui con-
sigte & ,,découper X en les intervalles X,, et & les replacer dans Perdre
Koy -eos Ko’

De maniere analytigue, T est done la transformation qui & mn point o
de Dintervalle X, fait correspondré le poinb:

(01.1} Tr =z1a;

-

on

; = ',,(-—- 5 T
a, Elk) Z]k

a1 k<

Le vecteur colonne & = (d;);_, . , %¢ déduit du vecteur colonne
A = {A)4r....s AT DVégalité matricielle:

(01.2) a = Mi.

M est une mabrice antigymétrigue dépendant uniquement de la
permutation o et, si M = (my), on 2 done: '
oy =0 pour ¢ =1,...,8,
- quelques soient 7 et §

My = —My;

41— Acta Arithmetiea XXXIV.4
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eb g i<j

o7 E) < a7 (3),
o (i) > o ().

0 sl

Wy = .

d 1 s

La matrice M et la forme hilinéaire alternée qui lui est assoecide jouent

un réle important dans Iétude des propriétés de la transformation 7'
(131 et [5]). -

On pent démontrer que son déterminant est dgal soit & O soit & 1.

02. Les échanges d'irtervalles ont 666 éndiés & divers points de vue
{voir par exemple [4] pour une bibliographie) principalement en liaison
avec une conjecture de M, Keane [2]:

8i la permutation o esi irréductible, c'est-d-dire, si aucun ensemble
{1,...,8 avec i< s n est invariant par o, alors, pour presque tout A
v (g ey Bo) (A€ By 7y > 0) au sens de la mesure de Lebesgue dans E*°,
Péchange associé & (o, )) est strictement ergodique (la mesure associde éfant
évidemment dans o6 cas o mesure de Lebesque sur Pintervalle X).

Dans eette voie, signalons tout d’abord une propriété de minimalité [1]:
soient O = a; << @5 << ... < gy, les exirémités des infervalles X, (X; =
ey 050}y e, disons qu'nn échange est régulier si Dégalité:

Tha, = 2,

tetje{2,...,8}, kel

implique

Le résultat est alors le suivant:

8i un échange T est régulier, powr fout point z de X, Porbile
U [Tz} de x par T est dense dans X.

Evidemment, Pensemhble 47 des 2 tels que Péchange associé & (g, 2}
soit régulier forme un ensemble ,,gro8” au point de vue théorie de la me-
sure (son complémentaire dans R¥® est de mesure nulle) et au point de
vue topologique (intersection démombrable d’ouverts partout dense
dang E*F).

03. Une approche trés fructueuse de la conjecture de Keane [2]

et [5] semble étre Pétude des tramsformations induites par un echa:nge
d'intervalle défini sur X sur un sous intervalle ¥ de X,

Dans le cas o Vintervalle ¥ st le premier intervalle X, intervenant
dans 1a définition de P’écliange, cetfe trangformation indunite s un intérét
par elle-méme en tant que . généralisation de 18 notion de déve-
loppement en fraction continue [3].
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Le but essentiel de cet article est d'étudier formellement cette trans-
formation induite, dans le cas particulier ot la permutation ¢ est définie
par:

Viell,...s} ok} =s—k+1

et pour d'autres permutations appartenant i la méme classe que o en
un certain sens {dans le cas s = 4, cotte classe est formée de boutes les
permutations felles que Ia matrice antisymétrique associde est effective-
ment de rang 4).

Noug monfrerons notsmment:

THEORMME A. ¢ ayant la signification précédente, soit T Péchange
associé au couple (o, 2) 0% A& A5. Alors, la tramsformation induile par T
sur X, = [0, ,[ est encore un dchange intervalle associd & un couple (o, p)
(¢ méme permutgtion, pe A7 avec |p] = i)

Désignons alors par @ Papplication de A7 dans lui-méme qui & A
associe @(2) = u. Soit, d’antre part, B ensemble des éléments 1 de A2
tely que: i; < i4,. Nous monftrerons alory gue:

Tuforive B. Quelque soit 1 € E, il existe un enlier n supériewr ou
égal & 1 tel que:

& (1) e B.

Dans le cas particulier ot 8 = 3, Veech a montré ([5]) que la trans-
formation induite par @ sur B, qui est done partout définie en vertu du
théoréme précédent est telle qu’il exisbe une mesure finie sur B équi-
valente & la mepure de Lebesgue et invariante par eetée fransformation
induite. Ce résultat permet de retrouver le résultat de Keane sur lp striete
ergodicité dans ce cas ([1]).

1. Intervalles admissibles et transformations induites

11. Poinis de séparation. Soit ¢ une permutation irréductible, 1 un
élément de A, et soit T I’4change associé au couple (o, 4). On appeliera
ensemble des pomts de séparation de (o, 3) et par abus de Ia/nga.ge de T et
on notera Sép (T} Pensemble: {a,, ..., a,} ol

=0, @y = Aiyeeny G = b+ oo+l
Remarque. 11 s’agit évidemment d'un abus de langage, une méme
transformation 7 pouvant &btre définie par des couples (v, 1) différents
(s pouvant varier). I faut remarquer également que Pensemble des points
de séparation contient ensemble des points de discontinnité de la trans-
formstion T mais ne Tai esh pas ndeesiajrement dgal. :
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12. Intervailes admissibles. Nous ne considérons ici que des inter-
valles dont Iextrémité ganche est 0. Soit done T Véchange associé au
couple {0, A} ot 0eG) (ensemble des permutations irréductibles) et
Ae 3.

T intervalle [0, w[ o 0 << w << [A| sern dif admissible [5] si 1l existe
élément de Z et ¢ élément de {1, ..., s} tels que:

1) Tra; = u;

(iiy 8i & > 0, pour tout A tel que 0 < h<Ck

8 k<< 0, pour fout % tel gque k<< A< 0

T%a, & [0, ul,
Ty, & (0, ul.
TixmMPrE. Les intervalles [0, o ou [0, max (o,, Toyy)[ sont des inter-
valles admissibles.

13. Points de division. Soit 7' définie comme précédemment,
I =[0,u[ un intervalle admiggible. Soit weX = [0, Af. Par suite du
résultat sur Iz minimahté de T cité dans lintroduction les gunantités
suivantes sont parfaitement définies:

@, (#) =inf{n>0,Txecl} ot @ (z)=ii{nz0,T"wel}.

On appellera ensemdle des points de divisions de I pour T (avec le
méme abus de langage que dans le paragraphe 11) et on notera Div (I, I')
Pengemble des points:

Tra ot aeSép(T) et — @_(0) <k < g (a)

Remarque. Le point # lui-méme appartient & Div(I, T).

14, TakorkME ([3] et [31). Soient donnés comme précédesmment s 2 2,
oe@ el Ae A Soit T Véchange assocté & (o, A} et 1 = [0, u[ un intervalle
admissible pour T. Alors la transformation induite § par T sur I est définie

partoul. Il ewiste une permutation v de G} et un dlément u de A tels que 8

est Véchange associé & (v, u).

De manigre plug précise on peut dire que:

(i) 8ép(8) = In Div(I, T) = {T~%-©, ¢ c $ép(T)}.

(ii} Soient ¢,je{l, ..., s}, soit B; le j-éme point de 3ép{8) (ordonné
par ordre eroissant) et soit done % tel que:

By = TP ().
Soit par ailleurs a; l'entier défini par:
ay = card{n, —o_(a) < n<< g, (a), T"a; € Loy, 0z}
Alors ou a les égalités: ' '
|dét(4d)] =1, i=4du, M =AM A ou A = (ay)

(M, el M, étant les matrices antisyméfriques assocides comme dans

Pintreduction aux permutations v et o, et ’4 étant la transposde de 4).
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(i) Réciproquement, 4 étant Ia matrice définie dans (i), si 5 est
mn élément quelcongue de A7, et si £ = 4w alors, & e A;, DPinfervalle
[0, ][ est admissible pour Péehange associé & (g, &), la transformation
induite sur cet intervalle étant P’échange associé & {z, n) et Ia matrice
associde ¢tant la matrice 4.

2. La transformatior V. Dans tout ee paragraphe, nous nous dennons
un échange T associé an couple (g, ) o oe€l,1e]. Nous notons
{04, ..., O} BVeC 0, < @y < ... < @, Pengsemble Sép(T) et désignoms par
Z(T) Yintervalle adriissible:

Z(T) = [0, max{a,, To,,)[.

Nous nous proposons d’étudier la transformation ¥Y(¥) induite par 7T
sur Z{1).
21, Limvve., Si J est un intervalle admissible pour T, alors J < Z(T).
Soit en effet o =[0,u] ot u =T ey, k2, ie{l,...,s}. Si u
> max(ay, Tauy), on ne peut avoir 5> 0 car:

pour tout ie{l,...,8} Toy<Tay< v,

De méme on ne peut avoir k< 0 car:

ponr tout ie{l,...,80 oy = T0q < u.

22. Imaoam. Soit J wa indervalle admissible pour T ef s0it 8 lo trans-
formation induite sur J par T. Alors un indervalle I sirictement contenu
dans J est admissible powr T si ef seulement sf 21 Pest 8. i I est admissible
pour T, on a, en outre, Div(J, T} <« Div (L, T).

Soit en effet I = [0, u[ et J = [0, o[.

Supposons I admissible pour T; il existe done ke Z et ie{l,..., s}
tels que u = T*q, et tels que la condition (i) de la définition du para-
graphe 12 soit réalisée.

Supposons par exengple k> 0. 81 § est Pélément de Sép(8) corres-
pondant & a;, § est de la forme T™a; (m < 0) eb done w = T*™p,

Comme » appartient & [0, of, il en résulte qu’il exite n > 0 el que
uw = §*f.

8i, maintenant, il existait 7 tel que 0<<1<<n et 84 & [0, uf, i exis-
terait b tel que 0 < h< kb—m et T*3 [0, u[, or, ceci est impossible

car pour 0 << h< —m TP = T g ¢ [0, 9],
et pour —m<h<k—m T8 ="T""Pa ¢[0,ul

vertu de la condition (ii).
en Démonstration analogue si E<C0.
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Réeiproquement, si I est admissible pour 8, il existe donc ke Z ef
B e8ép(8) tels quen — §%f et que la condition (ii) soit réalisée.

Mais g est de la forme T™q avee « cSép(T) et comme u & [0, o[ il
existe n tel que 4 = Ta. '

Supposons par exemple > 0, eb supposons gqu’il existe I tel que
O<l<n et g & [0, w[. Alors comme [0, u[ = [0, o[, T'« est de 1a forme
8% avee 0 << h<C k ce qui contredit 1a condition (ii).

Démonstration analogire si << 0.

Il reste & montrer que dans la cas olt T est admissible pour T (done
pour 8} on a Div(J, T) = Div{l, T); ceci résulte du fait que pour tout
a eBép(T) on a:

inf{fnz0, T™"ecllzindf{nz0, I "aeJ}

eb
inf{n >0, Mecl}zinf{n> 0, T"eed}.

23. THEOREME. Un intervalle J est admissible pour T si et seulement
8l ewiste un entier n >0 tel que J = Z(¥P*(T)). Dams ce cas, la itrans-
Sformation induite sur J par T est done la transformation P (T), o la
malrice assoctée comme dans te paragraphe 14 (i) est le produwit des diffé-
rentes matrices assocides au passage de T & E’(T), de ¥(T) & Y*(T), eto...

BEvidemment, quelque soit # >0, Z(¥™(T)) est admissible pour 7'
en vertu du lemme 22 (démonstration par récurrence).

Supposons que Z{P*(T)) = [0, u,[ et soit J = [0, u[ un intervalle
admissible ponr T. D’aprés le lemme 1, [0, w] = [0, %].

Par aillenrs, ia suite u, est strictement décroissante, et-en vertu du
lemme 22 pour tout » tel que: [0, u[ < [0 ,u,[

_ Div([0, u,[, T) < Div([0, ], T).
En particulier en vertu de la remarque faite dans le p&ragraphe 13:
u, € Div{[0, u[, .

L’ensemble Div([0, u[, T) étant fini, il en résulte qu’il existe » = 0 tel
que: -

Uy UK Y
On ne pent avoir w< u,, car, en vertu du lemme 22, [0, u[ serait

alors admissible pour ¥***(T) et done en vertu du lemme 21 on devrait
avoir:
[0, u = Z{F™H(T)) = [0, ]

On en déduit bien » = u,, et la transformation induite sur. [0 ul
esh blen la transformation ¥™+(T). :
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Si 4 est In matries sssecide & cefte trendformation induite eomme
dans le paragraphe 14 (if) et 81 4., ..., .4, sont les matrices assoeides
sucecssivement au passage de 7 & W, ¥(T) & P{T) ete., on a en désig-
nant par (e, i} le couple définirsant T et pur {7, p) colwi deﬁmﬂdn’f sl

A= Ap =A% .. x4d,e.

1l existe alors un voisinage ouvert de i dans 17 te¢l que pour tout A’
dans cet ouvert et tout éechange T assoeié au couple (g, 2} ln disposition
des points de division de Z (¥*{T")} pour T* soit la méme gue 1a disposition
correspondante de Z(P™(T)} pour T: les matrices 4', 4, ..., 4, sond
done les mémes que A,4,,...,4,. {En dautres termes, ce sont des
fonetions localement constantes de 1A'} on en déduit done pour tout 2
dans ee voisinage:

A7 = (4% ..o xd )

Aot d=d,x... x4,
3. Classes de permuiations

31. Les transfermations a et b. 8 s> 1 ot ke {l,...,8—1}, nous
dérignerons par =, la permutation de {1, ..., s} délinie par:

ald) =1 siigk,
m{f) =i+1 sl k+lxi<s,
7, {8) = k+1.

Soit alors o un élément de &2,1 un dlément de A, T I’échange associé
an eouple {g, A). Soit de méme (7, u) le couple associé & I'éehange indmit
Y{T) et O 1o matrice de passage associée comme dans le paragraphe 14 (ii).

Une étude directe eb aisée permet alors de voir qu'il v & deux cas
possibles:

(1) B A, < 2oqy; % = ofs) alors z = ’1;500' et 0 =24, (a,”) ol
g =1 8 j =4, gy == 0 sinon,
by =1 5i § € [k, 413,
pour k<Ci<<s @y =1 s § =i+l
@y =1 8§ = k-+1,

pour i< k
pour ¢ =k Gy = ¢ ginon,
a4y = 0 sinomn,
pour ¢ =3 @y = 0 sinen.

(i) Bi 3> Ay, k=0 (s)alorsr = agoa,l et ( = B,','m_(bﬁ'j,—) o
ay =1laif =1,

pour §< & ag =0 sinon;,

ay; =1 8 je{o(s) ), 8}, ay =0 sinon.

- pour ¢ = §
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Remarquons que ¢ étant irréductible, ¢(s) est différent de s. Bn oufre,
81 0 = a; < @y << ... << o, sont les éléments de Sép(T), on a:

Tagy = 4 —Ao € @ = Al —14

done I'hypothése A A7 entraine que i, # A,y.

DEFmNTTIoN. Nous désignerons par @ et b les applications de & dans &
qui & ¢ font respectivement correspondre

a(o) =moo avee k= g(s), blo) = oom; ' avee k = o' (s).

T est aisé de vérifier gue ler transformations o et b sont bijectives.

32. Chaines. Soit n un endier supérieur ou égal & un, et soit (e, ..., c,)
une snife d’éléments de Pensemble {a, b}

TUne suite (oy, ..., o,) Aéléments de & sera dite une chaine associde
.y G,) BI:

& T suite (¢4, ..
Viell,...,n} o; =0¢{o_,)-

De la méme maniére une suite (7, ..., T,) d’échanges associds aux
couples (o4, A%, ..., {g,, i7"} ol I €AY, sera dite une chaine associde
& la swite (¢, ..., ¢,) si

i R

Vie {1, ..on}  o; = ¢lopy), Ty = F(Ty ).

Remarguons que i une suite {ag, ..., 0,) Q’6léments de &) est une
chaine il existe toujours une chaine d’échanges (T, ..., T,) associds & des
couples {cg, A°), ..., (g,, A"). Il suffit, en effet, d’aprés le théoréme 14
de choigir 2" queleonque dans A et de définir 1,,..., 1, en remontant
de maniére 4 vérifier les relations:

Mg

Vie{l,..,n} =24, 2
F=B, F s

¢ = @y
G.imb.

33. Dualité. Si J est in infervalle admissible pour Péchange T, il est
évidemment admissible pour la transformation T~ et les transformations
induites sont inverses I'une de autre.

Bn particulier, Z(T™'Y = Z(T) et done ¥(T) = ¥(TH~L.

Supposons Péchange T associé an couple (o, A). I’échange T7' est
alors agsocié au vouple (¢7%, 2,) ol A,; = Aoy Il en résulte quesi T ap-
partient aw cas (i) dn paragraphe 31, alors T~! appartient au cas (i) et
vice versa.

Par récurrence, on en déduit que si (T, ..., T,) est une chaine d’échan-
ges (o1t T; est associé au couple (o7, 17)) associée & 1a suite (¢, ..., ¢,), 1a suite
d’échanges . (T, ..., T,) o T} est associé au couple (a7*, A} est encore
une chaine associée & la suite (c;, ..., ¢,), 6; étant égal & a &i ¢; est égal
& & et viee versa. :
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Llutilisation de cette remarque sera référencide dans la suite par
Iindication ,,par dumalité ...’

34. Relation d’équivalence. Sur Vensemble & Ia relation o~7 sl
existe une chaine (g, ..., 0,) telle que o, = 0, 6, = 7 est une relation
& équivalence. :

En effet, cette relation est manifestement transitive. Par ailleurs,
i 1=a(6) =mo0 ol F =ocfs), on 2 dgalement z(8) = m(k} = o(8)
et done a(r) = x0v.

Comme 7,5~ % est Didentité, on en déduit d’une part gue:

o =&"%o) doll ¢ ~oc puisque 8—-k>=1,

et ’antre part que:

o = & F ).

Par dualité, nne identité analogne e leu pour b, o6 en appliquant
ce résultat & une chaine {oy, ..., 0,), o0 en Aéduit o, ~ 0,1, Oy 3™ Op_gy «=-;
\.\y Oy ~ 0y, Utilisant la transitivité on en déduit que la relation ~ est
symétrique, ce qui achéve la démonstration.

35. Classes d’équivalence. Dans chague classe d'éguivalence se trouve
une permutation o telle que (1) = & et o(s) = 1.

Soit en effef = un élément de 2. Soit d’autre part 1 un dlément de
AZ tel que A; > }[Al. L'échange T associé au couple (z, 4) induit sur Pinfer-
valle admissible [0, ,[ un échange associé & un couple (o, u) et mani-
festement:

o(s) =1.

D’aprés le théoréme 23, on a v ~ o. Par aillenxs, a*(¢) = =0 d’apres
le paragraphe 34, et il existe done un entier » tel que a7 (a(l)) =s. Bi ¢
= ¢"{g) on a hien o'(1) =4, o'(8) =1, 0" ~o ~1.

Exeypir, Dans le cas ¢ = 4, il ¥ a 15 permutations irréductibles
qui se répartissent done en denx classes, la classe de (4, 2,3, 1) qui eon-
tient 8 permutations dont la matrice associée est de rang 2, ef la classe
de {4,3,2,1) qui contient les 7 permutations dont Ia matrice associée
est de rang 4. :

4. Siructure de la classe de la permutation (s,...,1)

41. Notations. On désignera par ¢*? la permutation (s, .... 1) c’est-a-
dire telle que:
o (k) = s —k+1.

Soit par aillenrs o € & eb ¢  {a, b}. On désignera par I*(q) lengemble
des permutations = telles qu'il existe une chaine (o, ..., 0,) aggociée & la.
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suite (e, -.., ¢,) et vérifiant:

MYy O FE o

La classe de o est done formée de la réunion (non néeessairement
disjointe) des ensembles {o}, I'(s), I?(0).

On désignera par of; (& =1,..., §—2) Pensemble dos permutations o
appartenant a &) telles que:

pour ¢ e{l,..., k},

On définit alors mune bijection x, de w7, dans G, en associant 3

Télément o de .oy, Pélément 7 de &2, tel que:

o{j+k) 8i o(j+k) =1,
a(j+k)—k & olf+E) #1.

De manidre duale, on désignera par &, (& = 1,..
des permutations ¢ de &) telles que: ¢7°
dang &J_, définie par:

6=¢, oy=0,0,=17, ¢&bpourie{l,...

o) = k22 —4q.

() =

., 8—2) Pensemble
€ of, eb par £, la bijection de 4,

(o) = (o)

On voit immédiatement que si o € o,

aba) = by (o)
<t qu’en outre si o(s) £ 1
' 1u(a0) = ay.(o)
{relations analogues pour &, par dualité).
Enfin on désignera pour % =1,...,5—2 par I, Vensemble:
I, = {a* (6™} u IPa* o)
et de méme par:
Ty = {PF (e }0 T o),
‘On 2 alors le théoréme de structure suivant:

42, TrforREME. (1) Les ensembles (o) et P”(am) sont disjoints
¢ se correspondent par dualitd. La classe de o) est done Punion {d®}u
U I (U e,

(i) Les ensembles T, & sont dzsjomts et

(o) = U T

k=1
{relations analogues pour les T, ).

(iil) Pour tout ke{l,...,s— 2} T,
_ n(fb(a, o)) = IP(gle—H),
(iv) La classe de o' a pour cardinal 2 —1.

a,k & &fk el
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Démonstration. Remarguons qu’fl suffit de démontrer {ii): en
effet, les ensembles wfy, ..., &, o, F,..., #_., sont tous digjoints.
D’antre part, par dualité (iii) impligue que I}, est contenu dans £, (k

=1,...,8—2) ce qui démontre (i} ef {ii).
Evidemment, (iv) s‘obtient aisément & partir de (i), (if), (iil) par
réeurrence. '

Noug aHons alors moentrer par réeurrence sur s le eouple de propo-
sition (ifi) et (v) ol {¥) est la proposition:

(v) Pour tout ke{0,...,s—2}, I'*{a*s™) ne contient aucune permu-
tation o telle que ofs) = 1.

Remarquons tout @’abord que I™(¢®¥) = @ dome la proposition {v)
est vraie & l'ordre 2. Supposons la vraie & Pordre 3 —1 b montrons que
dans eex eonditions la prbpositien (iii) est vraie & Pordre s.

Soit done ke{l,...,8—2} et soit o, = a®{a®}, 1, = *P.

Evidemment ¢, of,. Par aillenrs s—k<<s—1, done I%(r,) ne
<contient par hypothése de récurrence aucun élément v tel que o(s —k) = 1.

Soit maintenant ¢ un élément de [®{o,). 11 existe donc une chaine
{0y, ..., 0,,) Qéléments de €] associde disons & Ia suite (6, ..., ¢,) telle
que:

siie{l,...,n}, ¢ =0>b.

.y T,) la chaine d’8léments de G?_, associde & la méme

pa— =
o, =0, O; F 0

Boit alors (7, ..
auite (64, ..., ¢,).

Evidemment, y.(oy) = 7, done y o) = 1,.

Comme v, == 7, entrainerait o; = o4, ce-qui est confrzire & I’hypo-
thése, on a eertainement par définition de I‘b{rﬂ) 7, & (7).

On en déduit =,(s—Fk) # 1 d’el ol(s) #Z1. II en résulte alors gue
#x(02) = T, et par véourrenee que 7y, ..., 7, appartiennent 4 I{zg), o4, ...

.., 0, appartiennent & <, et que xk(a) = yp{oa) = 1,

On a done Pinclusion: z{IP{o,)) © I™{z,). Tn raisomement analogue
en seng inverse montre Pégalité de ces denx ensembles, ce qui achéve
1a démonstration de (iif) & D'ordre s

Tl résulte également de cette démonstration gue pour touwt ke{l,...
..., 8—2) et tout o appartenant & I'®(a*c™) on a: o(s) # 1, ce qui prouve
{v) & Vordre s pour k& = 0.

Par aillenrs si ¢ € I(0™), o appartient & Pun des I, , avee ke {1

.., §—2} done ¢ appartient & o et done:

o{l) = k+1 #£s. _ .
Par dualité, il en résulte alozs que si o & I?(d®)) on a:
' of{s) %1

co qui achdve la démonstration’de {v) & lordre s.
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3. Conséquence du théoréme de structure

51. TuforEME A. Soif o un @ément de Densemble {o®u IP(s@, 1
un élément de A3, ' Déchange associé au couple (o, A). Soit 8 Déchange induit
par T sur Vintervalle [0, A, et s0it (v, u) le couple qui Tui est associd.

Alors v = ™.

Démonstration. Posons pour n=0 T, =¥™(1) et supposons
que T, est associé au couple (o, 1"). Soit d'autre part (0,),.,, la suite
d'éléments de {a, b} définie par:

On = CulOp)y n2=1.

On sait d’aprés le théoréme 23 quil existe un entier m > 1 tel que
T, = 8. Uet entier esb évidemment la borne inférieure des u tels que:

card{Sép (T, )N, 1,[} = ¢

(car si |A"] > Ay, A, appartient toujours & Sép(T,)).
. Solent alors of =0<<ay < ... < of les éléments de Sép(T,). II est
aisé de voir que -

8o =0 Sép(T,..,) =8&p(T,) b
81 ey =a  Bép(T,,)) ={d}, ..., ", a}

ol le nouvel élément « appartient & Lintervalle 165 15 @ tay41 [ Posons
alors p(n) = card {Sép(T,) [0, i,[}
Soit v la borne inférieureé des n>1 tels que:

Opy =09, ¢, =a.
Montrons par récurrence que si ke{0,...,» -1} on a:
o € U, pk) =1.

(’est vrai par hypothése pour % == 0. 8i k41 < » e si cette propriété
- est vraie pour k, om & 80it oy = o A0l ¢y, = b et done oy, € I¥(c")
et S€p (Tyyy) = Bép (7)) Qo p(k+1) =p(k) =1 soit o € I*(c®) d’on
01 € {6¥}UT?(o¥) of d'autre part, d’aprés le résultat (v) du para-
graphe 42, on a dans ce cas: ' :

oy(8) 21

c'est-d-dire, que le seul point e de Sép(T, +1) qui éventuellement m’ap-
partient pas & Sép{T,), appartient & un inbervalle ok @bl qui
est distinet de DVintervalle [of, aff = [0, 3,[. On a donc encore dans
¢e cag: :

p(E+1) = p(k) = 1.

Par contre, comme o®(1) =1, on en déduit que p(y) = 2.
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Observons que, on & par ailleurs, o, = a{¢®™) e I, ; et que 8i = est
Tne permutation de I',, on a d'une part:

Vee{a,b} c(mel,,sauf sin=a(d) et c=0a
et que, d'antre pari:
x(s) ¢ {1, 2} sauf si % = a{d).
Par un raisonnement analogue an précédent, il en résnlte que si »,
désigne Ia borne inférienre des n > v tels que:
Opy = (™), @, =a
on voit que pour v <. n < ¥, on a:
o, €I, et p(n)' =2
eﬁ que par contre:
@, = a*(d®) et  pln) = 3.
Pir réeurrence ef tenant compte que gi 7 est une permutation de
I,, on a:
dvne part:
Vee{a,b} e(mel,, sauf & #=a" (o et c=0a
d’autre part:
w(s) ¢ {1,2,..., k+1} sauf si = = a*().
On en déduibt l'existence d'une suite: § = »,<C ... < v,_; telle que:

pour 3 < n< #y, p{n) =i+1, 0, e Tyy, g, = a*(0™¥) il en résulte bien
que m =y, ; A0l 0, = ¢ o) = o,

59. TuBoRivE. Soif o un dément de la classe de o, 4 un élément de
A2, T Péehange associé aw couple (o, A). Soit plus généralement T, = %’;’(T),
T, étamt associé au couple (c,, 1*). Soit enfin B Pensemble des ﬂ. e A7 tels
ques A << A,. Alors pour ume infinité d'entiers n: :

g, =0, ieE
et également pour une infinité deniiers n:
o, = d®, IPed;—EH.

Remarque 1. De ce théoréme résulte immédiatement le théordme B
de Pinfroduction. : o

Remarque 2. Il résulte également de ce théoréme et de [5] que & la

conjecture de Keane est vraie pour 6, elle Vest pour n’importe quel
&ément o de la classe de ol (e réeiproguernent). En particulier dans
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le cas oli g = 4, il suffit’ d’étudier n’importe quel échange dont le rang
de la matrice associée est 4.

Démonstration. I suffit évidemment de montrer dans chacun
des cas Pexistence d’une entier n répoundant & la question. En vertu du
théoréme 54, 5i o € {o®}u P(o®), i1 existe n (n = »;—1 dans Ja démonst-
ration préeédente) tel gue:

o = o, el

Par ailleurs si 4 € B, 1) comme défini dans le paragraphe 33 appartient
4 A2 F. Par dualité, il résulte done du théoréme 54 que si o &{d*}u
uI{c®), il existe » tel que:

g, =d®, mesopm
Tenant compte du faib que (T,), = Tpim 00 en déduil le résultat.

53. Remarque. Les résultats précédents permettent d’exprimer
la forme générale des matrices A de passage d’un échange & Péehange
induit sur un intervalle admissible, comme produit (dans un ordre dditer-
miné) des matrices 4, et B,.

D’autre part, dans le cas oll o = o, ils permettent de définir une
transformation @ de A en lui-méme, de la maniére suivante:

siledl, B{1) =2" ol » =int{k> 0,0, = o}.
La trapsformation @ de Vintreduction est alors définie de la maniére
snivante:
siLeds, ®A) = "FA), ot n = inf{k>= 0, 0%(2) e H}.
On peut se demander #'il exizste pour la transformation 0§ une mesure
invariante absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgne.

Dans le cas ol § = 3 une telle mesure existe mais n’est pas positive, ni
finie; sa densité p est donnée par lexpression:

(A)H(l e W SV
LA R T AW I N
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ACTA ARITHMETICA
XXXIV {1879}

Sur les approximations diophantiennes
simulianées asymptotiques

par

MaRC REVERSAT {Talence)

Nous étadions les approximations diophantiennes simultanées par les
éléments de certaines snites: nous domnons un critére de forbte-eutaxie
valable pour ley suites de (R/Z)? (d e N¥®).

I. Introduction. Soit d un entier positif. Nous désignons par p; la
mesure de Haar normalisée du groupe compact (RiZY et par ||-{; sa
norme: 8 {@y,...,2;) est un d-uplet de nombres réels dont z ddsigne
Pimage canonique dans (R/Z)% on a |zjl; — sup lafl, oit |- désigne la

iz, ..,

distanee & ’entier le plus proche.
Le théoréme métrigne de Khintehine peut s'énonecer amsi ([2], ch. 7):
si (g,) est une suite déeroiszante de nombres réels positifs, si pour toub

entier § > 0,%{a, N) désigne le nombre de solutions en entiers n, L < n < N,
de Yinéguation

majiz<< 2,

alors, pour p,-presque tout e, Z{e, ¥} tend vers Pinfini avee N (resp.
reste borné) sila série Y &2 diverge (resp. converge). P. Brids ([3]), W. J. Le-
veque {[6]) ef W, M. Schmidt ([14]) précisérent ce résultat en montrant
que 8i la série ) &2 diverge, Z{a, N) est pgpresque parbout équivalent
% sa valeur probable, c’est-d-dire que "on a pour pgypresque tout «
e (R/Z)*:

- N -
L1 Nljr'nw {z(a, ¥y fZ(_a,N}d#d.(a)) 1} _ Nfﬁo {Z(a, 1»?)(2(28,1)@) 1}= 1.

La généralisation suivante de ces problémes fut étudiée par de nom-
breux. auteurs: étant donpds une suite décroissante (s,) de nombres réels
positifs telle que la série ¥ 52 diverge, une suite (g,) de fonetions de (R/Z)*
dans lui-méme et @ un élément fizé de (R[Z)?, quelle est la mesure de

- Pensemble des éléments o de (R/Z)% tels que le nombre de solubions en



