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I’étnde des nombres de Pizot est étroitement lide 4 celle de certaines
familles de fractions rationnelles, (Ces fractions rationnelles peuvent
&tre considérées comme des fonctions & caractéristique bornde a Vintérieur
du disque-unité. Tn eritére de rationalité établi par D. Cantor [5] 2 été
utilisd par Amara [1] pour Pétude d’ensembles de nombres algébriques
généralisant les nombres de Pisot. '

Dans un précédent article [10], nous avons étendu certaing de ces
résultats & des emsembles de P. V. éldments sur un corps de nombres
algébriques. Nous proposons ici, d’utiliser systématiquement la notion de
fonction & caractéristique bornée pour établiv certaines propriétés relatives
% divers types de P. V. dléments.

La méthode utilisée a avantage d’8ire géndrale. Elle donneraif
des résultats plus intéressants en ce qui concerne I répartition des suites
(A6™) ey, 51 Pon connaissait nne condition suffisante pour gu'une fonetion
s0if & caractéristique bornée et que cetie condition s'exprime an moyen
des coefficients de son développement en série entitre a 'origine. En fait
1a senle sondition connue de ce type concerne les fonctions de la classe H>

1. Fonctions a caractéristique bornée. Soit f une fonction complexe
4 variable complexe, holomorphe 4 Dorigine et méromorphe & Dintérienr
du disque-unité. A une telle fonction Nevanlinna &SSOGIB les fonctiong
suivantes:
[

ol »(t) désigne le nombre de péles de fintérieurs su disque {z e C; |zl < 1)
On appelle caractéristique de f, 1a, fonction:

Ly fy =mi{r,[)+N(r, f)

¢’egt une fonction croissante de r et 51 elle tend vers une limite finie loraque r
tend vers 1, on dit que fest & mradMstique bornée & Uintérieur du disque-

(r, f) = m—flcg’Lffrﬁ’ﬁ)]dﬂ N, f) =
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unité. Lia earactérization suivante permet d’étendre facilement cette
définition 4 un domaine quelcongue:

Pour gu'une fonction holomorphe & Dorigine et méromorphe & lintérisur
du disque-unité soit & caroctéristique bornée, il fout ef il suffil qu'elle soif
quotient de deus fonetions holomorphes bornées & DPintériewr du disque-unité.

Les fonctions appartenant & la classe H?, p > 0, sont & carachéris-
tigne bornée, de méme pour les fonctions i partie réelle bornée.

Cles considérations ont permis & I3. Cantor [5] de démontrer le lemme
¢t le théoréme suivants:

Lennre 1.1, Seif f une fonction réguliere & Uovigine et & caractéristique
bornde & Uintérieur du disgue D(r) = {2 C;|z| <7}, on considére son
développement de Taylor au voisinage de Vorigine:

[~
fla) = ) te”
n=0
soit D e déterminant de Kronecker d'ordre m, alovs:

lims™| D, ™ = 6.

THEOREME 1.2, Soit f une fonction & caractéristique bornée & Vintériewr
du disque-unité, si son développement en série de Taylor au voisinage de
Vorigine est & eoefficients entiers rationnels, alors | est une fraction rationnelle
et ses péles sont des inverses d'entiers algébrigues.

La notion de fonetion 4 caractéristique bornée peut s'étendre A4 des
fonctions définies dans nn corps valué complet et & valours dans ce corps.
Nous ne considérerons iei que des eorps valuds localement compacts.
Le fait gu’un tel corps soit & valnation discréte nous conduit & poser les
deux définitiony suivantes:

DEFINITION 1.3. Soit 2 un corps valué complet, é;’v&luation discréte,
- nous direns qu'une fonction f niéromorphe dang le disque D(#) = {re
lz| < 7}, est & coractér istigue bornéde dans ce digque, si elle est lc quntlent
de deux fonetions s et f, analydiques dans ce disque et telles que:

[==]

.

s(e) = Ns,a"  on 8, = O{r "),

=
= 21‘ 2 o 4, = 0p).

DErNITIoN 1.4, Soit 2 un corps valué complet, & valuation discréte,

nons dirons qu une fonetion f, méromorphe dans le disque Jb(*r) {we 0
lwl < 1}, est & caractéristigue bornée dans ce disque #i elle est le quotlent

de deux fonctions s et ¢, analytiques dans 13(1“), alors, avec les nota-
tions de la definition précédente: :

a=0(r™) et t, =o@".
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Une démonstration de type analogue & celle de Cantor [5] eonduit
an lemme suivant:
Levye 1.5. Soit 2 un corps wlus complet, & valustion discréte, soit f
une fonction réguliére & Vorigine et & caractéristique bornée dans D (r) (resp.

( 1. Soit D, le déterminant de Kronecker d'ordre n velatif & son dévelop-
pement en sérze entiere autour de DPorigine, alors:

D = 0{1)  (resp. o(1)).

Ce lemme nous permeftra d’obtenir un critére de rationalité pour
une fonction définie sur un ensemble d’adéles d*un corps de nombres
algébriques on de séries formelles.

2. Application aux P. V. élément sur un corps de séries formelles.
Soit F, un corps fini & g éléments, soit ¥ = GF[g; 7] Pannean des poly-
nomes & une indéterminée sur ¥, et soit # = GT(g; 1) on corps des quo-
tients, la eomplétion de & pour la valeur absolue v sera notée F,, %,
désignera Pannean de valuation correspondant et .#, idéal de valuation.

Dans #, le lemme 1.5 conduit av résultat suivant:

TEEEOREM:E 2.1. Soit [ une fonction & caractéristique bornée swr %,
on suppese que son développement en série endiére au voisinage de Uorigine,
est & coefficlents dans &; alors f est une fraction rationnelle:

A{x)
Q)

Preuve. SBoit D, le déterminant de Kronecker dordre # de f, alors
D, e et:

Hz) =

ot AeZ[x],QeZx],Q0) =1.

111'11 I‘Dnlw =0

par conséquent D est nul & partlr d'un certain rang eb f est nne fraction
rationnelle, la deuxiéme affirmation résulte du fait que % est un annean
de Fatou.

Ce résultat permet de retrouver la caractérisation des P. V. éléments
tella qui’elle a été énoncée par Bateman et Duquette [2], nous désignerons
par &, Pensemble de ces éléments.

Un élément 0 de &, 10|, > 1, appertient & &, 81 41 est entier algébrique
sur &, et 8t fous ses conjugués, dans le corps de décomposition de son poly-
nome minimal, sont de valeur absolue strictement inférieure & 1.

Soit ¢ un élément de F, conmderons s2 décomposition d’Artin:
a=Fa)+ela) ob Bla)eZ et |e(a)l,< 1
alors:

TatorivE 2.2 (cf. [2]). Une condition méeessaire et suffisante pour
quun élément 0 de F o, 10|, > 1, appartienne & & est qu'il episle A eF
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el que:
lim £(A6™) =0

=00
alors A e F ().
En effet, posons, au voisinage de Vorigine:

oo

f(@) = B(A6") :'1~ew_,2 (16"

=0

cette fonction se prolonge en une fonetion 4 caractéristique bornée sur &,
c’est done une fraction rationnelle done 8 e.%,, et 1 eF (6).

Considérons maintenant wn ensemble T de valeurs absolues de & R
on désigne par &5 l'anneau des T-addles de & et 'on pose:

F =z eF; |a5f,,<1 pour » ¢ T}.

ZFT est un anneau de Fatou isomorphe & un sous-anneau de «, {que
nous noterons également F7T).

Nous direns qu'une fonction définie sur une partie de o7, est & carae-
téristigne bornée si ses composantes sont & caractéristique bornée. Nous
pouvons alors énoncer et démontrer le théoréme suivant:

TeERoRIME 2.3. Soit:
D= -i)w("w) HDu(rv)J T H Fy = 1

vel’ Vel
B C ww

olr,=1sauf pour un nombre fini de v. Soit f une fonction régulidre & Uorigine
et & caractéristique bornde dams D, dont le développement en série entidre
aw voisinage de Vorigine est & coefficients dans #7; alors f est une Jraction
rationnelle: '

A=)
Ha) = 2w

Preuve. On remarque que le fait que w appartienne on non & T
n'intervient pas dans la démonstration. Daprés le lemme 1.5:

D =01) s veT,

PEID,Em = o(1)

ot A eFTx], QeFT{z],Q(0) =1.

de plus, sauf pour un nombre fini de valeurs absolies on a:

1D,y < 1
d’oi:
. —nt
Duu [ [ 1Dala==0(1), (] [ ™ =o(1)
vel’ , wel

TFEW e ald
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et, puisque D, e#7, il en résulte que D, est nul & partir d'un certain
rang done f est une fraction rationnelle de Ia forme indiguée puisque
F7T est un anneau de Fatou.

81 T' est un ensemble fini, nous le noterons alors I, cette propriété
permet de caractériser les P. V. élément de o;:

DEpINITION 2.4. Soit I un ensemble fini de valenrs absolnes de F,
nous désignons par Y Pensemble des éléments algébriques 0 de o7,
possédant les propriétéds suivantes:

1 {fl,>1pour wel,

2. 6 est zéro d'un polynéme P, de degré s, dont les autres Z&ros,
dans une extension de %, ol il est décomposable, vérifient :

o9, < 1 i=1,..,s8e¢l,
v\_ j=2,..,8s8i0el;
9], < 1 J=1,.,sswe¢l,
* j=2,...,sslwel.

On voit immédiatement que ces conditions impliquent que 6 est
entier algébrique sur &7,

Pour tout élément o de .o, il existe une déeomposition d’Artin uni-
que:

e = E(a}+s&(a), Blo)eF, [la),<1 pour ovel.

Nous pouvons caractériser les ensembles &% de Ia maniére suivante:

THEOREVE 2.5. Un flément 6 de o1, |0}, > 1 pour tout v € I, appartient
4 7 si et seulement si il existe un Slément inversible A de o 7 el que:

Lim g, (40" =0 s wel,

T—00

m {B(A6")|, =0 s wel
N—=0a
alors, ) eF(8). _
Preuve. Pour la partie directe du théordme, il suffit de prendre
;. = 1_ ’ .
Pour démontrer la réeiproque, nous considérons la fonetion f définie
au voisinage de l'origine par:

flz) = 21{3’(].6")5:”

nous allons montrer qu’elie se prolonge en uwne fonction 4 caractéristique

bornée sur #,,[ [.7,, ce qui nous conduira au résultat vouln par application

vel
vFEW
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du théoréme 2.3. En effet:

o

2
r) = ——— — (A a®
fla) = 5= = e (30
. =
et la fonetion difinie par 3’ £(A6") est holomorphe et bornés sur Pengemble
n=>i

indigné. De plus:
A= Hm fl@)(1—0x)
2rf—d
donc A eFI1(8).
Remarqgue, 8i J est mn ensemble fini de valeurs absolues de &,
on peut définir et caractérizer de manidre analogue des ensembles:
SY = (M 5%.
wel
Par zilleurs on démontre comme cela a é6é fait dans {8] pour Pensem-
ble %, que ces ensernbles sont parfout denges dans {v e /3 [z, > 1,
Yo eI Soit o un élément de cet ensemble, il suffit de considérer la suite
des polynémes définie par: -

Py} = a—Bla),
P,(x) = 2P,_, (x} — B(oP,_, (a))

81 w e I, ces polyndmes sont associds 4 nne suite Aéléments de #F tendant
vers a, et #i wé I, on considére des polyndémes construits de la méme
manidve mais Ia décomposition d’Artin est prise dans oy, ol I' = Tu {w}.

3. Fonctions 3 caractéristiqume bornée dans les adéles d’un corps de
mnombres., Nous désignerons par § lensemble des nombres de Pisot ef
par T, Pensemble des nombres de Salem (cf. [16]). Du théoréme 1.2 ¢t des
propriétés bien conmues de ces nonibres, on déduit facilement le résultat
suivant:

TakorEME 3.1, Soil o un nombre réel, a> 1, ce nombre appariient
a SUT i el seulement st il existe un réel A tel que st Ion pose:

A =, e, ok wu,czeleg,e]—3 %

Ia fonction f définie an woisinage de Uorigine par:

f@) = 3

=0 .
soit prolongeable en une fonction & caractéristique bornée & Uintérieur du disque-
unité. Alors A ef)(a).
Dans ¢e cas o est un nombre de Pisol si et seulement s la saite {e,)pn
& un nombre fini de points d’acerwmmulation. On gait également que, i a

icm
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est un nombre de Balem, la snite (s,),. n'est pas équirépartie dans
1—14, %] [16].

Nous allons maintenant énoncer gquelques résultats de ce type con-
cernant des nombres de Pisot on Salem sur un corps de nombres algé-
briques.

Soit K un corps de nombres algébriques de degré s sur @, soib T un
epnsetnble de valeurs absolues de A contenant 'ensemble S des valeurs
absolues archimédiennes. Nous désignerons par A, Panneau des T-adéles
de K.

Soit v une valenr abselue de K, H, désignera la complétion de I
pour cette valeur absolue, Z, est 'annean de valuation ef I, 1'idéal de
valuation.

Posons:

BT = {reK; |z, <1 pour v ¢ T}.
KT est isomorphe % un soug-anuneau de 45, que nous noterons également

K7, de plus, c’est un annean de Fatou (ef. [3]).
Alors, tout élément « de Ay admet une décomposition. d’Artin unique:
o =F(a)+ela) ol FEla)eKT, ela)el.
F étant un domaine fondamental que nous allons préeiser {(of. [12]):
soit o = (w4, ..., @} une hase d’enticrs de XK, nous désignons par F
L3
le sous-ensemble de [] K, engendré par les vecteurs > {e; 0t t;6 1—%, ¥,

w800 i=1
on peut cholsir comme domaine fondamental:

F=TF,x [[]0, ot T~ =1IN\E,.
=

Ce domaine dépend. de la base cholgie, toute foiy, il est facile de voir gue,
81 (@)pey €56 Tne suite d’éléments de A certaines propriétés se conser-
vent par un changement de bage, par exemple:

limeJa,) =0 pour tout v e 8,

Z}sﬂ(aﬂ)ii converge, pour tout v ef,.

H=11

T fonction f définie an voisinage de Porigine par:
fla) = > Bla,)e
1+=0 .

88 prolonge en nne fonction & caractéristique bornée dans un certaire
ndisque” de 4.
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Alors, les lemmes énoncés au § 1 permettent de démontrer le théoréme
suivant:

ToeorkyMe 3.2. Seit T un ensemble de valeurs absolues de K contenant
toutes les wvalewrs absolues archimédiennes, soit:

D == l ED,,J(-r,,) ou } l’”-u?l
vel vell?
un ydisque” de Ap, et soit f une fonclion réguliére & origine et & caracté-
ristique bornée dans D, dont le développement en série entiére aw voisinage
de Dorigine a ses coefficients dans KT, alors f est une fraction rationnelle:
A (@)

1o =ge

Comme celle du paragraphe précédent la démonstration utilise les
déterminants de Kronecker.

Soit I un ensemble fini de valeurs absolues de K. Nous noterons
I~ Pensemble des valeurs absolues ultramétriques de I et par IT Pensemble
Tus,,. Nous allons définir sur 4, = [T K, des ensemble analogues &

vel

Pensemble des nombres de Pisot et de Salem:

DEpiNrrion 3.3. Nous désignons par 8; D’ensemble des éléments
algébriques § de A; tels que:

18> 1 pour 2 el,

2. 6 est zéro d’un polynéme P de degré s, P € K[z], dont les racines
“vérifient, dans le complété de la cléture algébrique de K, soit C,:

A e K'[z], Q e K'[2], Q(0) = 1.

t=2,...,8s8ivel,
“pour fout v et §.

169, < 1 .
t=1,...,ssivél.

Omn peut facilement voir qu’il existe de tels nombres, il en existe dans
K ot le théoréme de Minkowski—Cantor [6] permet de montrer qu’il
-en existe une infinité dans toute extension de K contenue dans A; (la
démonstration est analogue i celle qui figure dans [11]); & T contient
toutes les valeurs absolnes archimédiennes, alors I’ensemble § 7 st contenu

_-dans Pensemble exceptionnel pour le théoréme de Koksma (ef. [117).

81 I ne contient, pas toutes les valeurs absolues archimédiennes, & tout «
-de Az, on peut associer e A, tel que:

a,=a, §lvel,

g, =0 slovel
on obtient alors le résubat suivant:

THEOREME 3.4, Pouy gu’m blément 0 de Ay, 16],> 1 pour tout vel,
appartienne & Vensemble S, il faut et il suffit qu'il ewiste un éément in-
-versible A de Ay, tel que la fonction définie au voisinage de Vorigine, sur A
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par:
=+
fla) = > E(a6")a"
n=0 '

st & caractéristique bornde sur le ,,disque’:

= [[p,x [] 2,

2809 vel .
alors 4 € K¥(8).

Preuve. D’aprés une remargue faite plus haut, ce crifére ne dépend
pas de la base choisie. Pour démontrer la partic divecte du théoréme_z,
il suffit de prendre A = 1, guant & la partie réciprogque, ¢’est une appli-
cation directe du théordgme 3.2. : _

Nous allons maintenant étudier quelgues sous-ensembles remar-
quables de 8;.

DEFINTTION 3.5. Seit w une valenr absolue de K, nous désignerons
par 87 le sous-enserble de §; dont les éléments vérifient la eondition
supplémentaire suivante:
i=1,2,...,8 sl wel,
i

1
09, <1 pour {

yeas 8 slawel.

Si cette propriété est vérifiée pour tout w d’un sous-ensemble J
de valeurs absolnes de K, nous dirons que 0 appartient 84, nous eonsi-
dérons en particulier 'ensemble ST ot J = S,.

Ces ensembles peuvent étre caractérisés de la manidre suivante:

TEHEOREME 3.6. Pour qu'un éément 8 de Ay, (6], > 1 pour fout ve l,
appartienne a Densemble 87, il faut et il suffit gu'il existe un é.léme*nt nver-
sible J de Ay, tel que la fonelion définie au voisinage de Uorigine dans A,
Pa¥:

o3

fla) = Y B(ag"a"

n=0

vérifie les conditions dw théoréme 3.4 et qu'il existe une base telle que:

lime, (18" =0 si welnd,
el

lim |B(AeM], =0 &  wed\I. .
F—rO0

Pour le démontrer on considére f comme fonetion & caractéristigue
bornée -sur le disque:
| o =J]Lx D, z,
_ g i é‘!ﬁl vsIQJ
de AI+UJ'
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En particdier ’ensemble SF peut étre caractérisé de la maniére
suivante:

THEOREME 3.7. Pour guwun élément 6 de Ay, 16,|> 1 pour ot vel,
appartienne & 87, il faut et il suffit qu'il existe un élément inversible 2 de Ay
vérifiant les conditions du théovéme 3.4, ot tel que:

oo

e, (A2 << 0o pour  welnf,,
0

o

N ,
DIBRYE< oo pour  w e SN

R={

Si K est le corps @ des rationnels, on retrouve en particulier certain
des ensembles introduits par F. Bertrandias [4] et A. Decomps [7].

8i K est un corps totalement réel ou un corps guadratique imagi-
naire, une partition de Sy analogue & celle qui a é6é obtenne par A. Decomps
[7] permet d’introduire de fagon assez naturelle les ,,nombres de Salem?”.

Soit 6 un élément de S; et zoit P son polynéme minimal (P e K[x]}
P n'est pas néeéssairement irréductible, posons: '

Pa) = [[Py(2)
I

les polyndmes étant dos polynémes irrédnctibles de XK {x] deux & deux
distinots; nous lui associons une partition (I) de I telle que vel, si
6, est un zéro de P, alors trois cas peuvent se prégenter, compte tenu
du fait que, si pour une valeur absolue » de S, un polyndme P, admet
un zéro sur la circonférence-unité il est réciproque et posséde done cette
propriété pour tomt v de S, sauf pent-éfre si P, est du second degré.

1. Pour tout v € 8, ot pour tout A, P, n’s aueun zéro sur la circon-
férence-unité. Alors 6 € 8%.

2. Pour tout b, P, est un polyndme réciproque, alors, tous les con-
jugués de 6 sauf 67! sont de valeur absolue 1 (pour » & 8,), nous dirons
alors que § appartient & 7' (ensemble analogue & Pensemble I’ des nombres
de Balem), _

3. 11 existe au moins un indice & tel que le polynéme P, soib réci-
progue et un indice & tel gque 1o polyndme P, ait tous ses zéros, sanf éventu-
ellement 6, i v e I,,) & Pintérieur du disque-unité, nous dirong alors que &
appartient & ensemble 2P

Nous avons bien obtenu wne partition de 8y en trois sous-ensemble:
87, Ty et 2P, X

Toujours dans le cas particulier ot K est un corps totalement réel
ou un corps quadratique imaginaire, aux ensembles 8§ on peut associer
des familles compactes de fractions rationnelles {cf. [10] et [17]), mais
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on ne peunt conclare 4 la fermeture de Pensemble gue si I contient un
seul élément. Ce rémulbat peut énoncer sous la forme suivante:

THEOREME 3.8. Seit K un corps totalement réel, ou un corps guadra-
tique imaginaive, et soil w une valewr absolue de K, alors Pensemble 87
est forimé dans K,

Preuve. A tout 8e85 on peut associer ume fraction rationnelle
de la famille # (K, w, §) possédant les propriétés suivantes:

f(@) = > @,x" au voisinage de Porigine, ol a, & K,
n=4
f est holomorphe dans D,(1} pour tout ve 8, » = w et admet an
plug un péle dans la couronne {z e K,: §< {#|,<< 1},

pour v € 8y, €6 j@l, =1 on a |f (o), <1 ef si w ¢ 8, on o Vindgalité
if(#)], <1 dans la couronne {x e K_;r,<< |2}, <<1}.

A une suite convergente {8,) . d*6léments de 8 on associe une suite
de fractions rationnelles (f,),., de la famille & (K, w, d); de cetbe suite
on peut extraire une suite convergente, soit f sa limite, on voit alors faci-
Jement, en congidérant son développement en série gue f admet exac-
tement un péle 1/, dans D, (1), par conséquent 6, ¢ 8.

Dans le cas ot I contient plus d*un 4lément on ne peut pas conclure
sans ajouter d’hypothése supplémentaire.
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Sur les extensions cyecliques de degré p* d’un corps local
par |

FRANGOISE BERTRANDIAS (Grenoble)

On note K un corps local, de caractéristique 0 et de caractéristique
résiduelle p, et L une extension galoisienne de K, dont le groupe de Galois
ekt eyeligue eb 2 pour ordre une puissance de p.

L’annean B des entiers de L ext un module sur son ordre agsocié @
dang 1'algébre K[G] (§1). On se propose d’étundier le @-module B lorsque
Ia ramification de extension LK est totale eb presque maximale (§2).
On est amené & étudier Pensemble B’ des éléments de B de trace nulle
sur les corps intermédiaires entre I ef K, comme module sur son ordre
associé 0 (§3 et §4). On en déduib une ecaractérisation des extensions
LK telles que le &-module B zoit libre, caraetérisation gqui s’exprime
par une propriété arithmétique des nombres de ramification de l'exfen-
gion (85).

1. Préliminaires sur la notion d’ordre associé

1.1. Définition. Selent 4 un annean de Dedekind, et K son corps
deg fractions. On note F une K-algéhre de dimension finie, et 3 un B-mo-
dule libre 4 un génératenr.

Soit N un résean de M, c’est-d-dire un sons A-module de type fini,
engendrant 3f. L'ensemble ¢ des ¢léments 1 de E tels que AN N
est un ordre de A dang E, qu'on appelle 'ordre associé & N dans B [10].

N est muni dune structure de g-module.

1.2. Module des entiers d'une extension galoisiemne. Soit L une ex-
tension galoisienne finie de K, de groupe de Galois @, €t soit B la cléture
intégrale de 4 dans L.

On sait que L posséde une K-base formée des conjugués dun méme
élément (théoréme de la ,,base normale”}. Par suite, I- est un K [G]-module
libre & un générateur. On peut donc appliquer les résultats du §1.1, en
posant: B = K[&], M = I, ¥ = B, et introduire I'ordre associé ¢ &4 B
dans K [¢].



