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Sur les extensions cyecliques de degré p* d’un corps local
par |

FRANGOISE BERTRANDIAS (Grenoble)

On note K un corps local, de caractéristique 0 et de caractéristique
résiduelle p, et L une extension galoisienne de K, dont le groupe de Galois
ekt eyeligue eb 2 pour ordre une puissance de p.

L’annean B des entiers de L ext un module sur son ordre agsocié @
dang 1'algébre K[G] (§1). On se propose d’étundier le @-module B lorsque
Ia ramification de extension LK est totale eb presque maximale (§2).
On est amené & étudier Pensemble B’ des éléments de B de trace nulle
sur les corps intermédiaires entre I ef K, comme module sur son ordre
associé 0 (§3 et §4). On en déduib une ecaractérisation des extensions
LK telles que le &-module B zoit libre, caraetérisation gqui s’exprime
par une propriété arithmétique des nombres de ramification de l'exfen-
gion (85).

1. Préliminaires sur la notion d’ordre associé

1.1. Définition. Selent 4 un annean de Dedekind, et K son corps
deg fractions. On note F une K-algéhre de dimension finie, et 3 un B-mo-
dule libre 4 un génératenr.

Soit N un résean de M, c’est-d-dire un sons A-module de type fini,
engendrant 3f. L'ensemble ¢ des ¢léments 1 de E tels que AN N
est un ordre de A dang E, qu'on appelle 'ordre associé & N dans B [10].

N est muni dune structure de g-module.

1.2. Module des entiers d'une extension galoisiemne. Soit L une ex-
tension galoisienne finie de K, de groupe de Galois @, €t soit B la cléture
intégrale de 4 dans L.

On sait que L posséde une K-base formée des conjugués dun méme
élément (théoréme de la ,,base normale”}. Par suite, I- est un K [G]-module
libre & un générateur. On peut donc appliquer les résultats du §1.1, en
posant: B = K[&], M = I, ¥ = B, et introduire I'ordre associé ¢ &4 B
dans K [¢].
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Létude du @-module B a donné lien & de nombreux fravaux qui
ont montré que B pent ou non &tre un @-module libre ou projectif [97.

H. W. Leopoldt [8] a montré que si Pon fait les 2 hypothéses K = @,
corps des rationnels, et ¢ abélien, B est un ¢@-module libre. Par contre,
si I’on supprime I'mne de ees hypothéses, on trouve des exemples ol B
nlest pas un G-module projectif (cf. [1], [2], [3])-

On se propose iei étmde du @-module B lorsque IL ot un corps
local, ef lorsque Vextension LIK est cyclique de degré p”, et vérifie cer-
taines conditions de ramification, précisées dans le paragraphe suivand,

2. Extensions cycliques de ramification presque maximale

2.1. Notations. K désigne un corps local, de caractéristique ¢ et de
earactéristique résiduelle p 5= 0. On note vy la valmation normalisée de
K, ¢ = vg(p) Pindice absoln de ramification de K, et o une uniformisante
de K.

Soit L une extension cyeligue de degré p™ de I, n désignant un en-
tier 1. On note & le groupe de Galois de Dextension LA,

Pour tout entier ¢ compris entre 1 ¢t » —1, on désigne par I; le corps
des Invariants du sous-groupe G7 de @ On pose:

1 i
63‘ = pﬂ__i 2{_9.

pecr®

On voit que ¢ est un idempotent de I'algébre K[G], et que p™ g, coincide
avee la trace de DPextension L|.D,;.
On note A (resp. B, B,) Panneav des entiers de K (resp. I, L;).
On désigne par ¢ Vordre associé & B dans K e

2.2, Nombres de ramification. On suppose 'extension L|K fotalement
ramifiée, €t on note (), .., 1o suite des nombres inférieurs de ramification
de LIK. On sait {[11]} que cetbe suite vérifie les conditions suivantes:

{1) t; ém, pour tout i = 1,2, ..., n,
(2) t; =t modp, pour tout i =1,2,...,n.

On note g le reste de la division de ¢, par p (0 <o < p~1)

On montre facilement (ef. [L1]) que la suite des nombres de ramifi-
cation de lextension Z,|X (pour un entier % compris entre 1 et n—1)
est la suite {(£;)<icn-

2.3. Ramification presque maximale. On montre ([4]):.

Provos1TioN 1. Les condilions swivantes sont équivalentes:

(1) 6; € & pour fout © =1, 2, ..;,ﬂ,

Sus les exiensions cycliques de degré p® 363

(2) e,B = B; pour tout i =1,2,...,%,
. ie
(3) b= —

~1 pour fout ¢ =1,2,...,n,

te—a
(4) 1, = P—l pour tout ¢ =1,2,...,n.

Dfrinrmow {ef. [7]). 8i les eonditions éguivalentes de la proposition
1 sont vérifiées, on dit que la ramification de "extension L|.K est presgue
maginale. :

Remargue 1 (¢f. [8], [7]). Toute extension cycligne L de degré p"
de K = @, corps des nombres p-adiques, a une ramification presque
mazximale.

Remarque 2. 8i la ramification de Pextension L|K est presque
maximale, 1o ramification de Pextension L, E (pour tout entier h eompris
entre 1 eh m—1) est presque maximale.

Dans tout ce qui suit, on supposera lo ramification de Vextension LIK
totale et presque mawimals.

2.4. Décomposition en somme directe. Notons:
K[G] = K{G](1—e, ),
& = 8(1—e,_,),
B =(1l—e, ,)B.

On désigne par ¢: K[G] - K[G/G¢*" '] le K-homomorphisme d’al-
gébres gui induit sur & Iapplication canonigue @ — Gi6E" 5 la vestrie-
tion de ¢ & K [6e, , est nn isomorphisme; cet izomorphisme identifie
les deux lois externes de K[(le,_, ¢t de K [G/GPH"I] module de T,_,.
On notera &,_, Vordre assoeié & B, | dans K e/ee .

On montre facilement:

ProrosiTioN 2. (i) Le O-module B sc décompose en somme direcle:
B=B®B,_,.

(i) B’ est le sous-module des élémenis de B de trace nulle sur L, ;
&'est Dordre associé & B’ dans EK[Q].

(iii) @e,_, est l'ordre associé i B,,_, dans K[G] e,_; ¢ tnduit un isomor-
phisme de O, sur ©,_,. '

La proposition 2 raméne Pétude du @-module B & celle du ¢'-module
B’ et du @, -module B, ,; en particulier on en déduit:

COROLLATRE. Le O-module B est libre si et seulement si le &'-module B’
et lo 0, ,-module B, ; sont libres. '

Danps les paragraphes suivants (§3 et-_§4), on étudie le ¢-module B’

T — Acta Arithmetica XXXIV.4
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3. Description de B’ et de @'. (e paragraphe contient I'énoncé de
résulfats démontrés dans [4]. Aux hypothéses précédentes sur la rami-
fication de Dextension LjK, on doit adjoindre, si » > 1, Phypothése:
e = 0 mod p. Dans toub ce qui suit, on supposera donc vérifides les condi-
tions guivantes:

(1} Pextension L|K est totalement ramifiée,

(2) la ramification est presque maximale,

(3) Dindice absolu de ramificotion de I est premier & p (lorsque n > 1).

3.1. Notatiens. Pour fout réel 2, [#] désigne le plus grand entier
inférieur on é4gal & »; on note {z} = 2 [z].

Pour tout entier ¢ tel que 0 <7 < p" on note iy, 4, ..., i,, leg enbiers
définis par

T =4+ pi,+ ..o+ 9",

0 <p—-1 powr h=1,2,..,n.

Par la suite, on congidérera des entiers 4 tels que p* ' < { < p®, on aura
done: i, = 1.
On nofe:

8(3) =ttt 4 orn iy,
;S'(?I)—l]
p—1 1

&(4) :1+[

T(i) = g8y Figta+ ... F4,t,,
T'(#) = T (i) +aeli).

On montre les propriétés smivantes:

(1) S(i+g) = 8(Z)+8(j) mod p -1,

(2) (1} = a(S{i)+ (1)) mod p,

(3) Bi S{i)4-s{i) ==axmodp, alors S} =ov—1modp—1, sl ¢ 20
mod p, et §{4) =0mod p—1, si & = 0mod p,

(4) (p—1)eli) — 8@ +1 = (p—1) (1 [ S(w)~1})’

REE
¥ o —2 sy
p—1 p—1 L p—1
(6) I'(6) <I"(j), sl p" <o <Cj<p",
(7) On suppose & == 0. Quel que soit Pentier , non congru 4 ¢ modulo
p, il existe un entier { unique tel que: .

P i<p", et 1'(i) =@ mod p".
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3.2. La base (b,) de K[GY'. Soit o un générateur du groupe cyelique &.
On pose: ) L _
b, = (6—1)2(a® —1)a... (a®  —1)n,

On montre que la famille (b)n—1.5c,n €5t une K-base de K[GY.
On note:

bib; = 2 Vialus

2" lghap®

avec i ed,

1a table de multiplication de I'algébre K [@] par rapport & la base (b;); on
montre gne les coefficients y?};,- sont des entiers rationmels.
Notons, pour tout couple i,j d’entiers compris entre p"~' eb p"—1,

i+j, si i+j<p”,
i‘{‘j—(ij‘—l)ﬂu_l, 8i p"-.<\'i—i—j<2p”—pn“l,
ij—2(p-1)p", s i+ j=20"—p"

3(1'7.?) =

On montre que les coefficients y{{ ; vérifient les congruences suivantes
dans Pannean Z des enfiers rationnels:

(a) si i+5< D",

1 mod p sl b =3, 1),

omodp s B s, ), ks, H—(p-1)p",
omodp? s A< s(i,f)—(p—1)p"

o
Yig =

(b) i p* < i4j< 2p"—2p""

—pmod p* s k= s{i, ]},
l ho# s{i, §), h<<s{i, )+p",
bz s, )+ '

(o) si 2p"—2p" L CiHj< 2P —p™ !

0 mod p* si

ho_o
Y =

0 mod p 81

—pmod p? s h=3(]), :
Yy=l0modps sk Es(,f), b sl 2 -
Omodp? st h<s(d, )27 =07

(d) 8 17 2p™—p™! _
b= s(iy §),

prmedp® si
vy =10modp® sk #s(i, ), h<sl,fl+p"
' 0 mod p*, s hs(,j)+p" .

3.3. A-base de B'. On pose:

. T'm]_
w(i). [:p” .
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ProposITION 3. 11 ewiste un élément §' de B’ tel que la famille
(30 0™ n1 g m 500t ume A-base de B'.
On note, pour tout couple 7, j d’entiers compris entre p™" et p*—1,

v{i-47) g 4+ §< "
(i) =qebr(si, ) s <t <2 —p"T,
Zetwls(i,f)) s itHjz=2p"—p"n

ProprogrTioN 3°, Soil j un entier compris endre p“‘ et p*—1. I emiste
wn élément 6 de B’ tel que la famille

(85,0 [ ) 1 pm
soit une A-base de B'.

3.4, A-base de ¢ )
PROPOSITION 4. O admet pour A-base la famille (b;/o™™)n—14 0m,
ol o
n{i) = Min {3 ({+§) —»(j); p" ' <j<p"}
Notation. Pour tout réel @, &(r) désigne V’ensemble des entiers h
positifs tely que, si Pentier B vérifie: 1L<Ch' < b, on. ait: {A'z} > {hx}.
ProposITION 5. Pour tout entier i compris entre p" ™ ef p™—1, on a:

ol §; veut O ow 1; §; vaut 1 8i et seulement si 'une des deuw conditions (a)
ot (b) swivantes est vérifide:

RN (i)
(EL) 1 _,pn (8(1’) 1)<{ p” }7

(b) 1-~5"—”;;s(i) Q{Tp(?

} 1———(a (7} --1),

(p-~L)e(8) —8(i}+1  appartient & g(%)_

3.5, Evaluation de n(¢) ++(§). Pour tout conple ¢, j d’entiers compris
entre p" ! et p*—1 on pose:

(o, ]S(i)—1}+{8(3) }
8, =
1,

p—3
lp—1 p—1 p—1’
dans le cas contraire.
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On montre:
» (1) —n(8) —»(j)
T4 T
_{ " }—l—{_%‘?—)—]
P o)
On en ddduit les propriétéds suivantes:

(1) Lrégalité n (i) 4»(j) = »"(i-+j) a liew si et seulement si:

T(%]_[T’a)[ f [ (s(u)n .
{spl (WS P"(() Lrdg) = %

(2) Llégalité n(i)-+»{j) = »"{ +j) a lien si et seulement si:

(i) =148, {’f’(s ,3)}

!
—+

{T(i)}+{T'U)} +p;.;‘(6(i)_1+ 85 < 14 8;.

" o

3.6. Développement en fraction continue de afp. Définition de N.
51 o est différent de 0, on note:

a 1
—m——l———:[al,ag,...,aN], avee @y > 1
ay - . '
[ P

le développement de a/p en fraction continue. On désigne par g, =1,
G = Ogyeney Gy = Gl 1+ e ny ---y Oy = D, les rlénominajten;s des réduites
guceessives.

8i a est égal & 0, on pose: N = 0.

On vérifie que ¥ =1 (resp. &V = 2) équivant & o = 1 {resp. a divise
p-1, a =1). 4

Trensemble & (a/p), défini §3.4, est déerit, sl & + O, par

a . N-—-1
c5’(“5) = {P}U{22i+m42i+1§ 0gi<<— 5 et 0 &< gy
- a )
8i a est nul, & (;) est vide.

On montre la propriété suivante:
(1) 8i ¥ <2, on a n(v,) = #(¢) pour tout entier i compris entre p
et p™—1.

—1

4. Etude du ¢"-medule B’

4.1. Conditions pour que B’ soit libre sur ¢'. 8i B’ est un ¢ -module
libre, il est nécessairement libre & un générateur. Donc B’ est un ¢ -module
libre gi, et senlement &i, il existe un élément & de B’ qui engendre B’ sur

@', cest-a-dire tel que: B’ = ('L
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On note M (&) Ia matrice de Phomomorphisme de 4-moduleg A — 12
défini dans @ et & valeur dans B’, dans les bases (b;fw™®) de @' et
{b;6'J’®D) de B".

On montre facilement:

ProrosiTION 6. Le O'-module B’ est libre si et seulement s'il ewiste
un élément & de B’ fel que le déterminant de la matrice M (&) soif une unité
de A.

Notons, pour tout £ de B, &€= 3 ;5,0 /™, avee &, dans
A; on a: o Lgjaph
ME = D aMbe ).

ph— 1£:,-<1,n

L%étude des matrices M (5;0'/0'") dans le paragraphe suivant,
permettra de montrer, dans les paragraphes 4.3 et 4.4, que lexistence
d'nn génératenr de B’ dépend de la valeur de N.

4.2, La matrice M (5;6'/*P). Soit j un entier compris entre p*~!
et p"—1, fixé. Pour tout entier ¢ compris entve p* ! ¢t p®, on pose:

i)+ % e
bibj/w““)”m — 2 ‘u'i,jbh/w( )’
P Legpap®
avee ul; dans A.
On a: M(b# jo"®) = (u ) n-1g s, 00 b est lindice des lignes
ef ¢ l'indice des colonnes.
PROPOSITION 7. Les valuations des coefficients pi, vérifient les condi-
tions sutvanies: )
(1) ve(uil?). =0, si e seulement si:

!T}JT

P #

), o
l Pn J pﬂ
(i) v(ply) > v (W%, pour tout entier h: p"~'< h < p*.

(iit) On suppose que vg(u: ;”) = 0. Pour que @K(,u,ﬁ,-) => 0 pour tout
entier h différent de (4, 3), 4l swffit que Don ait:

(52} B el e g5 en

(8(8)—1+4 8;4) < 14 4,.

P r

Démonstration. Les coefficients ul; sont lids anx coefficients y”
de la table de multlphcatlon de DPalgébre K [¢] (cf. §3.2) par;

Hig = Yig Wm0,
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On en déduit:

v (i) = o' (i L) —n (i) — v (j);
Pagsertion (i) résulte alors de la propriétéd (2) du § 3.5.
Posons

_ &, = vx{uad ) ‘“’DK(H?fjlj});
on a:
Ay = ve(¥hs) +rik) — ' (i ).
Supposons i-+j< p® el b #£ i, j). On a:
‘JZLJ = 1’3(7’?,5)‘5‘?’(}*)—"(3(’531'))-
St h<ts(i, f)—(p—1}p"7,
v (vh) = 26 > w(s(d, j));  Lon 4% >0,
St hz sl j)—(p-—-1)p",
V(Y = e
{d’autre part on a:
»l—(p—1)p" "} —»(k)
}_i_:f{k—(prl)p"*)}+1T'(k>}_ @
P " U 1 p"lp—1)

pour tout entier % compris entre p®~' et p"—1. On en déduit 4} > 6,

et A}, >0 81 e> 1.

Supposons 1+j = p™ e h == 3(i, §).

(a) Cas ot s(4,]) < p"—p™ 1. 8i h<s(i, )+

4tz e+v(B)—»(s(d, )3
2(s(4, 7)) est strictement majoré par»(p™— p" ') = e, et (k) minoré par »(p" )
[—il—]; on a donc 4%, >0 '

p ——

8i b= s(d, 5+ 0",
Ay 90 —>{sti, )

\Y

d’autre park:
p(k+p™ ") — (k)

_ _f_(—}—_[l—f k ]])_{T'(k%—fnﬂ).}_l_{’l"(k)l

p—1 " \p—1 lp-—lf r
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pour tout entier % compris entre p" ! et p™—1; par suite A =0, et

A > 0 pour tout k> s(4,§)+p " si eb seulement si

¢ %—“,;( oo [1— |m_s(@,,;)]]) +{—-+T LRV
p—1 " ip—1 Vo1 )
On en deéduit la condition suffisante du {iii), en utilisant la propriété (1)
du §3.5.
(b) Cas ol s(4,J) = p"—p™'. Cest le cas ol 2p"—2p" ' i+j
< zpnw_pii-l. i
Bi b < S(izj) +2’Pﬂ—1 __pn’

Atz 201 (h)—»(s(i, §)) > 0.
Si hzs(d,j)+20" " —p",
A5z e+(s(i, )+ 20" —p") —a(s(4, §));

or, pour tout entier k compris entre p*—p" ! et p"--1, on a:

e STy B P L

p—1 p—1 p-1]
T’]_I_2 n—-1__ u . T

_{ L pn 1+[ ﬁm}
» U p

On en déduit A}; > 0, puis la condition suffisante du (iifi) comme ci-desgus.
Ceci achéve la démonstration de la proposition 7.
4.3. Le cas V< 4
ProrosrTiox 8. 8i N <4, le "@"-module B’ est Libre.
Démonstration. 8i ¥ <2, on sait (ef. §3.6, (1)) que n(4) —v(z)

pour toub entier i compris entre p"~ et p* -1, II en résulte: B = ¢4,
et done B est un ¢-module libre.

Supposons N =3 ou ¥ =4, Boit § 'unique entier compris entre prt
et p™1 tel que: :
T’(j)l 1 a]
. n J"" o 1 4z '—"J'
P P P
(cf. propriété (7) du §3.1). Ceci équivaut & la congruence suivante, mo-
dulo p™:

T =1,81 N =3, e T(j)=a,si N =4d.

On se propose de montrer que. £ == b8 fo™) ot 6’ est un élément
de B vérifiant la proposition 37, engendre B sur @'
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LevwvE. £ engendre B’ sur @ si el seulement si, powr tout entier i compris

entre p* ' et p"—1, on a Vinégalité:
@Y (TEn e . :

(1) { "}' T (a(i) —1 -+ 8 ) < 1+ 8.
N A R T

-~

Démeonstration du lemme. £ est un générateur du ¢'-module B”
sl et seulement si (bby 6 j™@ D), 5 n est une A-base de B'; d’aprés
Ia proposition 3, ceci est équivalent a: n{i) +-»(j) = +'(1+4) pour tout 7
compris entre p*~! et p" D'oh, en utilisant la propriété (2) du §3.5, I
résultat annoncé.

Montrons que les inégalifés (1} sont vérifides.

(a) Supposons {T(j) } > l—in(e(’i)kl). Dans ce cas §;, =1,
d’aprés la proﬁositionp5; le premigr membre de I'inégalité (1) est majoré
par 1+ (n+1) ‘ﬁ, ce gui enfraine l'inégalite (1), car 1'hypothése (a)
entraine (i) > 11: et done n > 1. |

(1)
(b} Supposons { p(:)}< 1.—1% £(4). Dans ce cay J; =0, d'aprés

la proposition 5. Si
T (% 4 iy ]
(20} (205 o< {52,
P P (W
Pinédgalité (1) est satisfaite.

Supposons: {if)—}; 1— {L&ﬂ}, on a T'(i) = wmmod;p" avec
w=71,8 N =23, ejt:’ 1o, si N =4 On en déduit:
8(i)+e{i) =p—¢g,modp, s N =3,
S{i)+eli) =ygsmodp, 1 N =4, avecl<y<a.
On en déduit (propriété (3) du §3.1):

S(@)—ll -2
p—-1 | p~—1 ’

(Si)-1) _ p—g,—2

g N =4,
'p—1 | p—1

s 81N =35 {

D’antre part on. a: S(j)+e(j) = ¢, mod p, d’aprés le choix de j; i em
résulte : : '

'{S(a’)ﬁl} =2
p—1 |  p—1~
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On trouve done:

Pt i N =3
————— 51 = a.
{S(i)ﬁll , {S(J')—ll p—1’
+ -
p—1 {1 p-1 | Y+ @~ 4 :
_—p_ml , avee I<y<a, siN=4,

Il en résulte 8;; = 0, ce qui entraine Iinégalité (1).

(c) Supposons

& ') a
1——&(i <{ }<1~-— i} —1}.
P ) = pn pn (E('D) }
Bi (p—1)e(t)— 8{#) +1 appartient 4 g(g-), on &: 4, =1, ce qui entraine
Dinégalité (1).

Supposons que (p—1)e{i)—S(i)+1 nr’appartienne pas & @"(—a;);
on a: »

{{(p—1)e(i)—8()+1)a = —T'(4)-+ a mod p

{d’aprés la propriété (2) du §3.1). On en déduit, & aide de la propriété

{4) dn §3.1;
0< (p_l)(l_{ﬁ_m;l})ﬂgi_
p=1 )/p " »
Par suite:

S —1 :
(p—1) (1 - {%‘ﬁ}) = 1+2g, +yg, +245,

ol x, ¥, # vérifient les conditions suivantes:

0o, O0<y<a, 2=0 s N=3,

o< r<a,, 0<<e<a, (y,2) #£(0,0), si

On trouve

0y <a,, N = 4.

{S(i)wl} _ P2 —mg—yg, 2y
p—1 p—1 ’
on en déduit:

{S(i)—l} {S(j)—l} _p—t—wq—(y—-1)g,—2¢ _p--3
+ = <Z .
p—1 p—1 p—1 p—1

Par snite, §;; =1, ce qui entraine 'mégalité (1).
Ceci aehéve la démonstration de la proposition 8.
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4.4. Le cas N =5 :
ProPOSITION 9. 8t N =5, le @ -module B' w'est pas libre.
Démonstration. On se propose de montrer que quel que soib
Pélément £ de B’ la matrice I (&), définie §4.1, a un déterminant nul
modulo w.
On pose: N = 2k-+1 (vesp. N = 2% 42) si IV est impair (resp. pair).
On sait (§3.1, propriété (7)) qu’il existe un entier { unique, compris
entre p""t et p"—1, tel que Pon ait:
(0 1 : &
{ PEL)} = 1 {(1“‘(%1:“2 _]_mQQk—l_,_QEk)};}?

Tentier » prenant les valeurs: 0, 1, ..., @y, — &, . On nobera cet enfier 4,.

La matrice M (&) est combinaison linéaire, & coefficients dans A4,
des matrices M{b;6'/w), ol § =p*',..., p*—~1. On va déterminer,
pour chague colonne d’indice i,, les entiers j tels que les coefficients
de la matrice correspondante soient, dans cette colonne, non tous muls
modulo w.

LmvE 1. Lentier &; est égal & 0.

a @
Démonstration. On a: {(qgk_2+mq2k_l+q2k);}< }5-, et done:

Tl -
{ (im) } < aﬂn .
P P

on en déduit:

) 22 s,
¢b
1o (i) {-T{i‘)} — 2 (sli-1).
P
Comme
1,
Sig) +eliy) = ;T (i) =1 — (o +Top—1 ~+ o) MmOd D,

O A

(p—1)e{i)—8{iz) +1= Gopn + ¥ar.1 + Gore-

. ‘ \ a\
On voit facilement que gy, %1+ s D'appartient pas & & (};):

done, d’apreés la proposition 5, & vaut 9.
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1

Ly 2. Soit un entier § compris entre p* ' ef p" 1. Pour que

v (plog?) = 0, il faut et il suffit gue Vo ait:

5

M1 o
‘ ﬂ.wl l q%*""g_m%k 1) ]‘

avec

TL D K My, SO
' =0, #t

Démonstration, D’aprés la proposifion 7 et Ie lemme 1, lex entiers §
cherchés sont ceux qumi vérifient Iinégalité;

Tidh{T’(j)l.

{T{
1 T (T
@ Ur 1T 7
T(1.)) 5 .
I par 53 valeur, on montre que Vinégalité (1)

@ ~ ¢
— (s —14+6 ;) <1

En remplégant {

entraine: cﬁm,j =0, et qu'elle équivant av sgystéme:

S{rzm)—l} (8()-1) _p—3

2 =

@) { 1 | =1 ISP
7'(§ 1

3) { P@kpﬂ_l{(qﬂk 2+wq2h-1+quk>—}

Comme S(i;) = — (g s+ Disz_; + o) Mod p—1, (2) équivaut i:

, 8{5—1 sz T 8op1 + Gop, — 2
2 { J }< Qo Qa1+ ax
p—1 p—1
D’autre part, on montre que (3) est équiv.alent s
(j) 1 \ a
(8% { " } = ra {(afbkud T8 gy T Ylag + 2aggr) 5‘}
avee a =1, 8l 0@ ay (Tesp. a =1 0u 2, 8i @ = —ay,),

<o <ct2k, 51 €)<m<¢r,ﬂc (resp. 0 << 2’

0 <<y <y,

2=0,81 N =2k+1, et 0o < ayyy, si ¥ =28+2,

o =o entramey#o ouy =1,2z=1 et N =2k]-2

: 8l 0 < v < 4y,

(resp. @' = 0 entraine y =0 et 2 =0 8l @ = —dy, eb o = 2).
Llégalité (3') entraine:

[222)-

K oy, 81 2 = —ay),

Ay 3—[—m ka 1+yQ2k+zQZk+1
p—1

icm
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On en déduit, d’aprés 1indgalité (3:
Y=0etz=0,8l 0 ay (Vesp. & =0, y =0, 2 =0, et
e=1, 8l @ = —da,,).

II est clair que les entiers j définis par Pégalité (37), ot tels que 2, ¥, 2
vérifient les conditions ci-dessus, satisfont & Iinégalité (1).
Lievm®E 3. Soit un enfier j tel que:
e (ple?) = 0.

84 Ventier h, compris entre p™ ' et p™—1, est différent de s(i,, §), on a:

@K(:“"f‘; =1

Démonstration. Soit j un entier tel que vg(pl%”) = 0; daprés
1a proposition 7 et le lemme 1, pour gue qu(p, 4) =1 pour tout entier kb
différent de s(i,,7), i1 suffit que DPon ait:

T (i) T'(j) & 1 : e
; — . =1.
{ " }T{ 'S } " ((@) Ty 5"*”)+?-1/
On montre facilement que cette inégalité s’éerit:

{T,(ix)}—i—ifm} € _la, >0,
" " p-1 " (p-1)

inégalité qui est évidemment vérifide, puisque ¢ a.
La propogition 9 se déduit des lemmes 2 et 3. En effet, considérons

~ les colonnes d’indiee 4, de lo. matrice AL (&), ol 2 prend les valeurs 0,1, ...

ey Oop €6 —ay,; TN entier B, compris entre p™ ' et p*—1, ne peut &tre
Tindice dune ligne de la matrice J (&) dont les coefficients, dans les colon-
nes d’indice 7., ne sont pas tous nuls modulo e, que silon a: b = (i, i)
ot Pentier § vérifie la condition de lemme 2. On voif que ces lignes sont
an nombre de @, -+1, alors que les colonnes d’indice 4, sont an nombre
de ay,+ 2. Par suite, le déterminant de la matrice M (&) est nul modulo w;
ceci étant valable quel que soit 1’6lément £ de B', B’ n’est pas libre sur &',

4.5. Structure du @-module B'. Les propositions 8 et & entrainent:

THREOREME 1. B est un O'-module libve si et seulsment si Uentier N
est inférieur ou égal & 4.

3. Structure du @-module B

5.1. Condition pour que le J-module B soit libre. L’étude précédente
permet de caractériser les extensions L|K telles que le @-module B soit

libre.
Rappelons que B est ’anneau des entiers d'une exfension cychque L
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de degré p" d’un corps local K, @ étant son ordre associé dans algébre
K[G]; on suppose la ramificafion de l'extension totale et presque maxi-
male, et, si » > 1, 'indice absolu de ramification de K premier & p. On
obtient;

THROREME 2. Le O-module B est libre si et seulement si Dentler N
est infériewr ou égal a 4.

Démonstration. On sait (corollaire de la proposition 2) que le
@-module B est libre si et senlement sile ¢'-module B' et le @,_,-module,
B,_; sont libres.

Le théoréme 1 montre done: si ¥ = 5, le ¢-module B n’est pas libre.

Supposons ¥ << 4. 8inw =1, B, ;, qui coincide avec 4, est évidem-
ment libre sur @, ,, Iui aussi égal & 4; Te théoréme 1 montre done que B
est libre sur @ (on retrouve iei un résultat de [3] et [67). Supposons que,
pour toute extension cyelique L | K de degré p™ ', de ramification totale
eb presque maximale, ot telle ¥ < 4, Pannean des entiers de I soit libre
sur son ordre astocié. Soit alors une extension LK cyclique de degré p”,
de ramification totale et presque maximale, avee N < 4; on sait (§2.2,
§2.3) que L, ;|X a une ramification totale et presque maximale, et a
pour nombres de ramification les # —1 premiers nombres de ramification
de Pextension L|K; par suite B,_; est libre sur ¢, ,, d’aprés I’hypo-
thése de récurrence, et donc B est libve sur @, d’aprés le théordme 1.

Remarque. Si K = @Q,, toute extension cyclique I de degré p” de K
verifie les conditions d’application du théoréme 2 (cf. §2.3); B est done
un ¢-module libre: on retrouve ici un résultat démontré dams [8] et [71.

COROLLATRE 1. Le O-module B est projectif si ef seulement si N < 4.

Démonstration. II suffit de remarquer que Ianneaun & est semi-
local ([5]), et done que tout d@-module projectit de rang défini est libre.

ft—1

5.2. Application aux corps de nombres, Soient K un corps de nombres,
L une extension cyclique de degrd p™ de K, 4 (resp. B) Pannean des entiers de
K {resp. L). Boit p un idéal premier de 4 au dessus de p, de ramification totale
et presque mascimale dans Uextension L|K; on note pB = P¥", oit P est un
idéal de B. On désigne par: Lyun complétié de L pour la valuation P-adique,
K, le complété de & dans Ly pour la valuation p-adique, A, (resp. By) 'an-
nean de valuation de K {resp. Ly). On note a le reste commun modulo p des
nombres inférieurs de ramification de Iextension Ly | E,, et N le nombre
de quotients incomplets du développement en fraction continue de alp.
On désigne par ¢ (resp. @) Pordre associé & B (resp. Bg).

On sait ([3]) que si B est un @-module projectif, By est un Oy-module
projectif. Le théordme 3 entrajne done:

COROLLATRE 2. 87 Dentier N est supérieur ou égal & 5, B nlest pas un

G-module - projeciif. :
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