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Added in proof. It seems that in the case of odd » our formula (4.9) on p. 234
differs form that in [6] and [13] p. 125, (Théoréme 1) by the additional factor

2
(—' E;—U]—) under the integral sing. However, in the particular case n = 8, these
5

% 2
formulas agree up to the sign before LSL in the argument of the exp funetion,

cf. [13] p. 126.
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Quelques propriétés de Pespace des opérateurs compacts
par

HICHAM FAKHOURY (Villeurbanne)

Résumé. Soient K(W, V) (resp. F(W,¥)) I'espace des opérateurs compacts
(resp. faiblement compacts) d'un espace de Banach W dans V. On donne des condi-
tions suffisantes pour que K (W, V) ne contienne pas de sous-espace isomorphe & I (N)
ou bien soit faiblement séquentiellement complet. Le bidual de K(W, V) est cano-
niquement isométrique & un sous-espace de L{W*, 7*/) I’espace des opérateurs bornés
de W dans 7*. 8i V est un espace O (X) ou bien si W est un espace I'(u), on montre
que F(W, V) est canoniquement isométrique & un sous-espace du bidual de K (W, ).
8i X est le support d'une mesure ou bien si la mesure p est o-finie, l'espace F(W, 7)
g’injecte dans K (W, V) l'adhérence séquentielle de K (W, V) dans son bidual.

Introduction et notations. Soient W et V deux espaces de Banach;
on se propose d’établir les résultats annoncés plus haut en se basant sur
un résultat assez simple qui permet de représenter les opérateurs compacts
ou fajblement compacts de W dans ¥V comme des fonctions continues
sur des compacts adéquats. L'isométrie de K''(W, V) dans L(W”, V")
en résultera de fagon mnaturelle. L'injection de F(W, V) dans K" (W, V)
ouméme K;' (W, V) quand W ou bien V vérifient les hypotheéses citées plus
haut provient de cette représentation et de ’6tude des fonctions séparé-
ment continues sur le produit de deux compacts. En particulier, on. re-
trouve que I’image d'un espace I'(u) relatif & une mesure o-finie par un
opérateur faiblement compact est un espace séparable.

Soit ¥ un espace de Banach; on note B(V) sa boule unité fermée
€t son dual V’ sera, sauf mention du contraire muni de o(V’, V). 8i 4 est
une partie de ¥ on mnote conv(4) son enveloppe convexe et on désigne
par B(X) ’ensemble des points extrémaux d*un convexe X. Rappelons
qu’un espace vérifie la propriété de Radon-Nikodym si pour tout espace
mesuré (X, X, u) ol 4 est une mesure positive et toute mesure o-additive m
définie sur (X, Z) & valeurs dans V, & variation bornée et qui est absolu-
ment continue par rapport & u, il existe une fonetion f, intégrable au
sens de Bochner de X dans V, telle que m = f- u. Il résulte des travaux
de Stegall [8] qu'un espace dual V' posséde cette propriété si est seule-
ment si tout sous-espace séparable de V a un dual séparable.

8i W et V sont deux espaces de Banach on note K(W,V) (resp.

4 — Studla Mathematica LXIV.3
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F(W, V), L(W,V)) lespace des opérateurs compacts (resp. faiblement
compacts, bomés) de W dans V. On éerira K, F, L, si aucune confusion
n’est & craindre.

8i X est un compact on note O(X) I'espace des fonctions continues
sur X muni de sa norme habituelle et M (X) Pespace des mesures sur X.
On dira que V est un espace de Lindensirauss si son dual est isométrique
3 un espace L' () relatif 4 une mesure u. Oette classe contient évidemment
les espaces C(X). Si  est un espace de Banach on désigne par B le sous-
espace de B’ formé des léments qui sont limites de suites de points de B;
c'est done ’espace des fonctions linéaires bornées sur B(E') qui sont de
premiére classe de Baire. On notera B3 Tespace des fonctions linéaires
bornées sur B(E') qui sont de Baive affines c’est-a-dive limites itérées de
suite de B pour la topologie o(E", B').

Les résultats. Soient W et ¥ deux espaces de Banach, on note ¢ ’opé-
rateur de L(W, V) dans Pespace des fonctions bornées, séparément liné-
aires sur le produit B(W’')x B(V’) défini par ¢(T)(w", o'y = w” (I’ @),
pour tout (w”, v’) dans B(W*') x B(V’). 1l est clair que ¢ est une isomé-
trie de L({W, V) sur le sous-espace des fonctions continues pour la premiére
variable en tout point (w”, ') eb continues pour la deuxiéme variable
en tout point (w, +') ol w appartient & B(W). La démonstration du lemme
suivant repose sur le fait qu'un opérateur de W dans V est compact (resp.
faiblement compact) i et seulement si sa transposée est continue de V'
muni de o(V’, V) dans W muni de sa norme (rvesp. o(W', W")), aingi
que sur le fait qu'une partie bornée simplement compacte dans un espace
C(X) est faiblement compacte.

LeMME 1. (a) Lespace ¢ (K) coincide avec le sous-espace de o(L) formé
des fonctions continues swr le produit B(W'')yx B(V").

(b) Lespace o(F) coincide avec le sous-espace de ¢ (L) formé des fonctions
séparément continues sur le produit B(W') x B(V').

De ce lemme on déduit que la topologie faible o (K, K') est identique
4 la topologie faible induite sur ¢(K) par l’espace C (B(W”)xB(V’)).
En particulier, une suite (T,) dans K est faiblement de Cauchy si et seu-
lement &i la suite ¢(7T,) converge simplement sur le compact B(W'’') x B(V").
On peut done conclure que si W est réflexif, une partie bornée de K(W, V)
est (K, K’) compacte si et seulement i elle est compacte pour la topolo-
gie faible d’opératenrs. En effe, une partie bornée de O (B(W")x B(V)
est faiblement compacte si et seulement si elle est simplement compacte.

ProrosrrroN 2. Soit (T,) une suite de K, pour que (T,) converge au
sens de o(K,K') vers T, il faut et il suffit quelle soit bornée, et que Pour
tout (w”,v') de BE(B(W'™"))x B(B(V’)) on ait:

w” (T (v)) = lim w" (T, (v)))-
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Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Tnverse-
ment, en vertu d’un théordme de Rainwater [6], il suffit de montrer que
tout point extrémal de B (K’) est une fonctionnelle delaforme T — '’ (T(="),
ol (", v') est un point de H(B(W'))x B(B(V")). Or K est isométrique
3 un sous-espace de C’(B(W“) X B(V")); soit R la restriction canonique
du compact M, (B(W")xB(V')) des mesures sur B(W")x B(V') de
norme inférieure & 1 sur le compact B(K'). Cette application étant sur-
jective et continue, I'image réciproque de tout point extrémal % de B(K')
contient une mesure de Dirac g, , sur B(W'')xB(V’). Comme % est
extrémal, il' est clair que fulJl” et o sont extrémaux dans B(W'') et B(V").
En effet, si w'" = (w; +u;)/2 ona R(ey ) = (R(swl”,v’)+(Rw;’,u’))/2; par

conséquent, on 8 R(sw;’,m') =R(aw2~’”,). Or ceci est impossible puisque

Pon peut toujours construire un opérateur 7' de rang 1 tel que ¢(7T)
sépare les points R(aw;'m/) et R(Ew"’u')' On montre de méme que v’ est
2
extrémal, ce qui achéve la démonstration. m

Dans la suite, on écrira B o F pour exprimer le fait que F est iso-
morphe & un sous-espace de H. Remarquons que K(W, V) contient iso-
plétriquement les espaces W' et V. Ainsi, dire que K(W, V) 3 I*(N)
implique trivialement que W' $ I}(N) et V D I'(N), le théoréme sui-
vant constitue une réciproque partielle. Signalons que la condition “V’
posséde la proprieté de Radon-Nikodym” est strictement plus forte que
“V D IH(N)”?

TaEOREME 3. Soient W et V deus espaces de Bamach vérifiant Pume
des deux conditions suivantes:

(a) W' D IH(N) et V' posséde la propriéié de Radon-Nikodym.

(b) W' est séparable et V= I*(N).

Alors Vespace K(W , V) ne contient pas de sous-espace isomorphe & IH(N).

Demonstration. En se basant sur un résultat de Odell et Rosen-
thal [5], il suffit de montrer que toute suite (T,) bornée dans K(W 5 V)
posséde une sous-suite o(K, K')-Cauchy.

(a) On se place dans les hypothases de (a). Pour tout n le sous-espace
T,.(W) est séparable, le sous-espace de V défini par V; = lin{{J T,(W))

neN

est done séparable; I’hypothése sur ¥ implique que V; est séparable.
On ne réduit done pas la généralité en supposant V' séparable. Soit (v,)
une suite dense dans B(V’) pour la topologie de la norme; pour tout p
fize la suite de fonctions w' — (T,)(w", v,) = w" (T, (v,)) est formée de
fonctionnelles continues sur B(W'’); ce sont done des points de W'
Comme ce dernier ne contient pas de sous-espace isomorphe 3 (N,
cefite suite contient une sous-suite o (W', W) de Cauchy. En utilisant un

procédé diagonal on obtient une sous-suite (an) de la suite (T,) telle que
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pour tout p la suite (¢(Ty,)(-» v,)) converge simplement sur B(W"). Comme
('v;,) est normiquement dense dans B(V"), il en est de méme pour la suite
(P(T) (- ') pour tout v de B(V'). Daprés le lemme 1 la suite (T, )
est de Cauchy dans K(W, V) pour o(K, K.

(b) On se place dans I'hypothése (b) et on applique la méme méthode
en introduisant une suite (wy ) normiquement dense dans B(W'"'). m

Oe résultat n'est, & priori, pas le meilleur possible puisque Pon ignore
§i toutes les hypothéses sur V' sont nécessaires dans (), ou bien si I’on
peut se contenter de supposer que V $ I}(N) et si, dans (b), on peub se
contenter de W' o *(N). En tout cas, il contient le résultat suivant de [2]
qui affirme que dans Lespace K(W, V) toute guite bornée contient une
sous-suite o (K, K')-Cauchy pourvu que W et V soient réflexifs. SIK(W, V)
est faiblement séquentiellement complet, il en est évidemment de méme
pour W' et V. La réciproque est fausse sans hypothése supplémentaire
comme le montre le cas ot W = ¥V = F(N).

THEORIME 4. Soient W et V deus espaces de Banach tels que W' et V
soient faiblement séquenticllement complets; alors Kz(W, V) est canoni-
quement isoméirique & un sous-espace de F (W, V).

Démonstration. Soit (T,) une suite dans K(W, V) qui est (K, K')-
Cauchy. Daprés le lemme 1, ceci revient & dire que la suite de fonctions
@(T,) converge simplement sur le compact B(Wyx B(V"). Soit L(w', )
= limg(T,)(w"”, v"), la fonction I est bornée et séparément linéaire sur
B(W")x B(V'). Soit v fixe, la suite de fonctions w’ =T, (w'",v)
est o(W', W’)-Cauchy dans W', comme il est faiblement séquentielle-
meént complet, elle converge dans W'. Ainsi la fonction w' —T(w", v')
est continue sur B(W"). On établit de méme que v’ —(w", v') est conti-
nue sur B(V') quand w”’ est fixé. D’aprés le lerame 1, la fonction | y’identifie
3 un opérateur de F(W, V). Le cas général se démontre de la méme fagon,
1a seule hypothése ayant servi est que o(T,) est séparément continue. ®

COROTIATRE B. Soient W et V deum espaces de Banach tels que W' et V

soient faiblement séquenticllement complets. L’espace B(W, V) est faible-
“ment séquenticllement complet dés qu'il coincide avec F(W, V).

Sachant qu'un espace de Banach qui ne contient pas de sous-espace
isomorphe & I*(N) et qui est faiblement séquentiellement complet est
réflexif, on obtient le résultat de [3] et de [7] établi sous ’hypothese sup-
lémentaire qgue W ou V posséde la propriété d’approximation, en effet, il
est clair maintenant que si W et V sont réflexifs et si L(W, V) =K (w, V)
alors K(W, V) est réflexif. En reprenant la méthode utilisée pour établir
le théoréme 4 on obtient le résultat suivant qui se réduit au théoréme
classique de Banach-Steinhaus si I'un au moins des espaces W on V est
réflexif.

PROPOSITION 6. Soient W et V deun espaces de Banach tds que W’
et V soient faiblement séquentiellement complets. Soit (T,),n une suite de

icm

- ouvertes. Soit (v[)i-1,...;n

©
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F(W,V) telle que la suite (w"(T;,(v’)))neN converge pour fout (w'’,v’)
dans B(W'')x B(V'); alors Vopérateur T de L(W, V) défini par T (w)

= lim T, (w) est faiblement compact.
n—>00

TuhtorEME 7. L'espace K (W, V) est camoniquement isométrique
& un sous-espace de L(W'', V'), Vinjection naturelle de K(W, V) dans
K"'(W, V) coincidant avec Vapplication T - T".

Démonstration. Soit (T.)e, une famille ultrafilirée de B(K)
qui converge pour o(K, K') vers un élément T de K. Alors ¢(To)eey
converge faiblement vers ¢”(T). En particulier, pour tout (w”,v’) de
B(W')yxB(V') on & liIilw"(T;(i)')) = @' (T)(w'', v'). Soit w’’ fixé dans

B(W"); la famille o’ — w" (T,(v")) est une famille ultrafiltrée de fonction-
pelles sur B(V') qui est simplement convergente. Sa limite o' —
@/ (T)(w", v') est un élément de B(V") que l'on note ¢" (T)(w"). Llappli-
cation w'’ — "' (T)(w"”) est un opérateur de L(W", V") de méme norme
que T. Ce théoréme généralise un résultat de [2]. m

PROPOSITION 8. Soit X un compact; les assertions suivantes sont équiva-
lemtes :

() Tout compact faible de C(X) est métrisable.

(b) Pour tout compact ¥, toute fonciion séparémmi continue sur X X Y
est de premiére classe de Baire.

Si X est le support d'une mesure il vérific ce qui précéde.

Démonstration. (a) = (b). Soit f une fonction séparément conti-
nue sur X x ¥ que L'on suppose bornée sans diminuer la généralité. En
effet f est de premidre classe si et seulement si les fonctions f, définies
par f,(#,y) = (f(z,y)Y —n) An le sont. On pose 4 = {f,; y € ¥} ol f,
est la fonction de C(X) définie par f,(#) = f(#,y). L'ensemble A est
borné dans C(X) et il est compact pour la convergence simple puisque
Papplication y — f, est continue. Il est done faiblement compact et métri-
sable grace & I’hypothése. Par conséquent il est séparable. Soit (fy )nen une
suite denge damns A; on note X' le quotient de X par 1a relation d’équi-
valence associée & Ia suite (f, ), le compact X' est métrisable puisqu’il
est séparé par une suite de fonctions continues. Soit § V’application ecano-
nique de X sur X'; comme f est constante sur les clagses d’équivalence
de 0, on pose f'(a, y) = f(®, y) pour §(X) = @'. Cette fonction est sépa-
rément continue sur X' x ¥ et vérifie f = f'o0. Tl suffit done de démon-
trer le résultat pour la fonction f'. Pour tout n de I le compact X' peut

S, 1
&tre recouvert par une famille finie (B(m,,—,ﬁ—)) de boules
=1, .00y

\p, DO partition de D'unité subordonnée 4 ce

P,
recouvrement, la suite de fonctions f, (', y) = Y vi(@")f’ (z", y) converge
1

simplement vers ' sur X' x Y.
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(b) = (a). Soit A un compact faible dans C(X). On considére Ia
fonetion définie sur X x 4 par f(z, @) = a(x) pour tout (v, a) de X x 4.
S0it (f)penw Une suite dans O(X x.4) qui converge simplement vers f;
comme [f] =1 on peut supposer ||f, <1 Soit 4, = {f,.; acAd}; cet
ensemble est compact dans C(X) muni de sa norme et 4 < (J 4, ou

n
Padhérence est prise aun sens de la convergence simple sur X. D’aprés
le théoréme de Lebesgue A est dans I’adhérence faible, donc forte, de
I’espace vectoriel engendré par (J4,. Ainsi 4 est séparable, comme il

n

ost faiblement compact il est done métrisable. m

La derniére assertion est bien connue, en effet, si 4 est une mesure
de support X et 4 un compact faible de C'(X), il est aisé de vérifier grace
an théoréme de Lebesgue que A muni de la distance associée & la norme
de IL'(u) est compact et qu'il est homéomorphe & 4 muni de la topologie
faible. .

COROLLAIRE 9. Une fonction séparément continue sur le produit X x ¥
de deux compacts est universellement mesurable.

Démonstration. Soient » une mesure sur X x ¥ et Px(v) sa pro-
jection sur X. 8i §(Px(v)) est le support de Px(v), il suffit de s’occuper
de la restriction de f au produit S(Px(v)) X Y; or cette restriction est de
premiére classe de Baire d’aprés ce qui précéde. Signalons que ce corol-
laire est dil & Mokobodzki qui P’a établi par une méthode différente. m

PRrOPOSITION 10. Soient X et ¥ deun espaces compacts et f une fonction

séparément continue sur X x X. Si f est une fonction de Baire alors elle est
de premiére classe de Baire.

Démonstration. D’aprés la preuve précédente il suffit-de montrer
que A = {f,; y e ¥} est séparable pour la convergence simple sur X.
On peut supposer [|f]| = 1; comme c’est une fonction de Baire elle est
dans Padhérence séquentielle itérée d'une suite (g,),v de fonctions con-
tinnes sur X x ¥ telle que |g,li<1. Les ensembles A, = {0ny; ¥ X}
sont compacts dans C(X) et 4 est inclus dang l’adhérence séquentielle
itérée de (JA, pour la convergence simple. Le théortme de Lebesgue

montre que 4 est dans l'espace vectoriel faiblement fermé dans ¢(X)”
engendré par UA Comme les ensembles A, sont compacts 4 est dans
Padhérence fmte de l'espace vectoriel engendré par UAn, et par suite
il est séparable. m

On revient maintenant & l’espace des opérateurs compacts; les résul-
tats préeédents permettent de montrer le

THEORBME 11. (a) Soient W wun espace de Banach, Z un compact et V

Vespace: C(Z). Il ewiste une isoméirie canonique de F(W, V) dans Uespace
II (W V)

icm°
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(b) Tout opérateur T de F(W,V) tel que ¢(T) est danms Kz (W, V)
est on fait dams K (W, V).

(c) Si tout compact faible de V est métrisable, en particulier si Z est
Te support dune mesure, F(W, V) est canoniquement isoméirique & un sous-
espace de K (W, V).

Démonstration. D’aprés le lemme 1 et la représentation naturelle
des fonctions de O(Z) comme fonctions linéaires econtinues sur B (M (Z)),
Pespace K(W, V) (vesp. F(W, V)) est canoniquement isométrique & V’es-
pace des fonctions continues (resp. séparément continues) sur B(W") X Z
et qui sont linéaires pour la premiére variable. Soit T un opérateur faible-
ment compact de W dans V; si v est une mesure sur B{W"')x Z dont la
réstriction & @(K) est nulle, la démonstration de la proposition 8 et du
corollaire 9 montre que la réstriction de ¢(T) au produit B(W') X §(Pz(»))
est Ia limite d'une. suite de fonctions continues sur B(W'')x Z et qui

- sont linéaires pour la premiére variable. D’aprés le théoréme de Lebesgue

'p(qJ(T)) = 0. Ceci montre que ¢(7T) appartient au bipolaire de ¢ (K) dans
le bidual de C(B(W')xZ) et s'identifie par comséquent & un élément
de K (W, V). 8i de plus tout compact faible de C'(Z) est métrisable, la
fonetion ¢(T) est de premitre classe de Baire sur B(W'') x Z, par suite
elle est dans K, (W, V). L’assertion (b) s’ébablit comme plus baut en
invoquant cette fois la proposition 10. m
Dans le théoréme précédent on peut remplacer ((Z) par un espace
de Banach V tel qu’il existe une partition affine de l'identité dans B(T).
Cest le cas pour un espace de Lindenstrauss. De plus, si le résultat est
vrai pour un espace V, il est vrai pour tout facteur direct dans V. Comme
il est par ailleurs invariant par isomorphie linéaire, on peut finalement
énoncer:
THEOREME 12. Soient W un espaoe de Banach et V un espace 1somor-
phe & un factewr divect dams wn espace. de Lindenstrauss. Alors Pespace
F(W, V) est canoniquement isoméirique & wn Sous-espace de K'(W,V).

PROPOSITION 13. Soit V un espace de Banach tel que pour tout espace
reflewif W Uespace F(W, V) soit canoniquement isométrique & un SOuUS-
espace de K, (W, V). Alors tout compact faible de V est méirisable.

Démonstration. Quitte & remplacer A par conv(4u —.A4) on peut
supposer que A est un convexe symétrique faiblement compact. D’apres
le théoréme de factorisation de [1] il existe un espace réflexif W et un
opératenr T do L(W, V) tels que 4 =T (B(W)) D’apres P’hypothese
il existe une suite (Z',),ov d’opérateurs compacts de W dans ¥ qui con-
verge vers T pour la topologie faible d’opérateurs. Soient A, =T,B (W))

et A, =conv( U 4,); la suite (A )en et évidemment croissante,
pLn
eb comme chaque 4, est norrmquement compact, il en est de méme pour 4.
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Dlaprés ee qui précéde on a dome A = (JA4, ol Padhérence est prise
n
au sens de la topologie faible de V. Mais |J A, étant convexe, ses adhé-

n
rences faible et forte coincident. Le compact faible A étant séparable
est donc métrisable. m

8i W est un espace L'(u) relatif & une mesure u, Pespace W' est iso-
métrique & un espace O(X) ot X est un compact hyperstonien. Le résul-
tat suivant est sans doute connu.

Levue 14. Sotent W = L'(u) et W = O(X); alors X est le support
d'une mesure si et seulement st la mesure u est o-finde.

Démonstration. Si u n'est pas o-finie, l'espace L'(u) contient
wn facteur direct isométrique 4 It(I") relatif & un ensemble I" non déhom-
brable. L’espace W’ contient donc un facteur direct isométrique & I*(I).
Ce dernier contient des sous-espaces réflexifs non séparable, par exemple
1¥(I"). D’aprés la proposition 8, le compact X n’est pas le support d*une
mesure. Inversement, si u est o-finie, Pespace L'(u) contient une partie
faiblement compacte totale [4]. Soit A cette partie; 4 est faiblement
compacte dans M (X) et il existe par conséquent une mesure » sur X telle
que A = L'(»). De plus, 4 est vaguement totale dans M (X), par suite,
la réunion des supports des mesures de 4 est dense dans X, ce qui implique
que le support de » est tout X. m

En reprenant les méthodes du théoréme 11 on a:

TatorEME 15. Soient W = L' (u) et V un espace de Banach; il emiste
umne isoméirie camonique de F(W, V) dans K" (W, V). 8 de plus u est o-finie,
Vespace F(W,V) est canoniquement isométrique & unm Sous-espace de
K' (W, V).

En reprenant la démonstration de la proposition 13 on obtient le
résultat suivant dit 2
sur la propriété de Dunford-Pettis.

CoROLLATRE 16. L'image par ume application faiblement compacie
@un espace L'(u) relatif & une mesure o-finie est séparable.
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