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Sommaire. Nous présentons une théorie générale de Uintégration dans le contexte
des semi-groupes topologiques abéliens. On s’inspire de Drewnowski dans I'utilisation
systématique de familles de sous-mesures et des anneaux topologiques associés & celles-ci.
Le point de vue adopté pour définir I'intégrale et I'ensemble des fonetions intégrables
s’apparente & celui de Bartle, Dunford et Schwartz. Ces notions sont définies en fermes
de suites généralisées de fonctions étagées, ce qui permet de faire de I'ensemble des
fonctions intégrables un espace uniforme de maniement commode. On montre que
les théories classiques d’intégration par rapport & une mesure scalaire, de méme que
les théories de Bartle—Dunford—Schwartz et Lewis pour l’intégration des fonctions
scalaires par rapport A une mesure vectorielle, sont englobées naturelloment dans
notre cadre général. Il en résulte une unifieation de le théorie de caractére particulid-
rement simple.

1. Hypothéses générales. On supposera partout gue S est un ensemble
non vide et & une sous-algébre de #(8), 'ensemble des parties de S.

On dira qu'une fonction d’ensembles y: & — R, = [0, oo] est une
sous-mesure (Drewnowski [7]) si les conditions suivantes sont satisfaites:

(1) (@) = 0;

(2) B, Fe¥, B F entrainent y(B)<y(F);

(3) B, F e, entrainent Y(BVE) < y(B)+y(F).

De maniére générale, toute sous-mesure y: & — I_t+ peut &tre prolongée
& une sous-mesure y*: #(8)— R, en posant pour 4 c §:

y#(A) =inf{y(B): A c Be ).

En prenant comme addition la différence symétrique A et comme multi-
plication Iintersection N, on définit sur #(S) une structure d’anneau.
Btant donnée I = {y,: >R +}ier une famille non vide de sous-mesures
sur &#, considérons la famille B des ensembles Vg . = {4 < 8: yf(4) < &,
teX}, ot K fini = I et &> 0. Il existe alors une topologie unique 7
sur #(8) telle que (#(8), A, N,y est un anneau topologique et B
est un systéme fondamental de voisinages de @ pour cette topologie ([5],
P- 13 et p. 75-76). Dans la suite, on posera Z(8)(I') = (#(8), A, N, 1),
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et &(I") désignera le sous-anneau topologique & muni de la topologie
induite.

Soit X = (X, %) un espace uniforme. A K fini I, e>0 et Uew,
associons Densemble Wi (U, €) = {(f, 9) e X5 x X5: yi {s € 8: (f(s), g(s))
¢ U} <e icK}. La famille des Wg(U,:) forme alors un systéme
fondamental d’entourages pour une structure nniforme #” sur X5. Posons
XS(IM = (X%, %,). $i {f.} est une suite généralisée dans X%, f e X5 et si f,
tend vers f dans X5(I"), on dira que {f,} tend vers f en I'-sous-mesures,
ce que Pon écrira f, ~>f. On vérifie sans peine que Pinjection yx: £(S)
— RS, ¢(F) = Vindicatrice de E, est un isomorphisme de I’espace nni-
forme 2 (8)(I") sur le sous-espace uniforme x(#(S)) de RS(I"), pour R muni
de sa structure uniforme habituelle. Pour cette raison, on notera B, L» B
la convergence dans 2 (8)(I').

On dira qu'un semi-groupe (7, +) est topologzque (s.g.t.) si T est
muni d’une topologie v faisant de - une opération continue. Suivant
Sion [26], on dira que (T, 4, 7) est uniforme (s.g.t.un.) 8’il existe une struc-
ture uniforme 7 induisant 7 et si + est alors uniformément continue.
Tous les sema-groupes topologiques considérés dans la swile seront supposés
abéliens, séparés, réguliers et contenant un élément neutre 0 pour +.

Les fonctions intégrables appartiendront & X%, ot X est un s.g.t.u.
On intégrera par rapport & une fonction d’ensembles x: & — ¥, Y étant
un 8.g.t., # additive et telle que x (@) = 0. L’intégrale prendra ses valeurs
dans un s.g.t.u. Z ef, pour ce faire, on suppose I'existence d’une applica-
tion “produit” (z,y) >ay de X x Y dans Z satisfaisant les conditions
suivantes: '

1) 20 =0y =0 (zeX,ye X);

(2) (@1 +20) (Y1 +Y2) = @Y1 +@1Y2 +B2Y1 + oY (81, 826X, 41,Y2€ Y).

On supposera qu’s 4 est associée une famille non vide de sous-mesures
Iy={y;: >R }iy, & laquelle famille est associé un sous-anneaun
héréditaire de & d’ensembles dits I',-intégrables.

On fait enfin Thypothése que p et lapplication produit satisfont
les axiomes de continuité suivants:

(C,) Pour tout F € & I'-intégrable, pour tout W entourage dans Z,
il emiste U entourage dans X ayant la propriété suivante: pour tout n € N,
st {(2;, yI¥' est dans U et si {H,}7 est une suite d’emsembles disjoints deuwm
& deuw dans &, alors

(Zn‘ 2 (B;NF), Sym(EmF)), eWw

(Cy) Pour tout @ € X (% fini i X = R) JHm ap(B) =o.

L4
E—>0,Ec¥
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2. Intégrabilité. On dit quune fonetion f € X5 est dtagée I’ -intégrable si

(1) elle prend un nombre fini de valeurs distinctes =, ..., z,, respec-
tivement sur des ensembles H,,..., B, e %;

(2) pour 4 =1,...,n, 3, 50 entraine que B; est I,-intégrable
(si X = R et x; est infini, on exige en plus que u(E,;) = 0).

Pour ¥ € &, la I',~intégrale de f sur E est alors par définition,

[fau = }j o1 (BN ).
B 1

On note &(I°,, X) Pensemble des fonctions §tagées I',-intégrables.

2.1. PROPOSITION. (a) Relativement & Vopération (f+g)(s) = f(s)+g(s),
&I, X) est un sous-semi-groupe de x5,

(b) Pour H e &, Papplication f — f fau de &(I',, X) dans Z est addmve

(¢) Pour fe&(l,, X), v(H) = ffd,u (B € &) est additive.
(@) Pourfe &(I,, X), lm ffd‘u = 0.

X E—Ef,EE.SP
2.2. Remarque. Dans 2.1(¢), on aura la o-additivité de » en supposant

que x4 est o-additive.

-2.3. Limvmms. Pour tfout mtoumge v de Z, pour tout m € N, 14l existe
un entourage U de Z tel que U+ U+ ... 4+ U (n fois) = V.

Démonstration. On montre le cas n» = 2, le résultat général se
déduisant. par induction. Puisque P’application somme dans Z est uni-
formément continue, pour tout entourage V, il existe, en effet, un entourage
W tel que (21,%1), (@s,y.) e W impliquent (2,+2,,9:+¥:) eV, d'ou
la conclusion.

Le prolongement de l'intégrale sera fondé sur le prochain résultat.

2.4. ProrosirioN. Soit {f,} une suite généralisée dams &(I,, X) qui
st de Cauchy dans XS(I',). Alors, pour que {[f.du) soit de Cauchy unifor-

H

mément en B e &, il faut et il suffit que:

(a) Pour tout voisinage V de 0 dans Z, il existe un indice o, et un v0i-
sinage A de @ dans &(I,) tels que [f.dp eV lorsque a> oy ¢ He .
E

(b) Pour tout voisinage V de 0 dans Z, 4l exwiste un indice o et F I',-
intégrable dans & tels que [ f.du eV lorsque a>>qy ¢t B e, 0 < S\F.
E .

Démonstration. Nécessité. Pour tout voisinage V de 0 dans Z,

il existe un entourage symétrique de la structure uniforme de Z tel que

W*(0) < V. Soits a, tel que ([ f.du, [f.,dr) € W pour tout B e & lorsque a>> aq.
b E

Dlaprés 2.1 (d), il existe un voisinage .4 de & dans #(I,) tel que | Jay 088
i
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e W(0) lorsque E € 4. On a alors [f,dueV dés que a> a, et B e ¥, ce
E

qui montre (a). La condition (b) est obtenue en prenant F = {s€8:
foy(8) 5= 0} On a, en effet, I e #I',-intégrable et f fo, @ =0 quel que

soit B € &, B = S\F, d’ol la conclusion esh 1mmed1ate

Suffisance. Soit W un entourage symétrique pour Z, et soient ay, 4
et I choisis en fonction du voisinage W (0) selon les conditions (a) et (b), ap
réalisant celles-ci simultanément. Relativement & ¥ et W, soit maintenant
un entourage U pour X choisi en accord avee Paxiome (C;). Posons

Fua’ = {S ef: (fn(‘g)7fu'(3)) ¢ U}'
On a alors F, € % quels que soient a et o'; de plus, comme {f,} est de

Cauchy dans X (I',), il existe a; > ap tel que F,p €4 powr a, a' >a,.
Pour tout E € &, on peut done écrire’ dans le semi-groupe Z X Z:

. = a H a’d
(Effady, k2 ) (Enimlf dp Enim,f )+ |
+( f faw [ feds)+( [ fudws [ fudn)

EN(Fgo VF) EN{Fqo' VEF) (B\Foa’)NF (ENF o) F
& W(0) x W(0)+ W (0) X W(0) -+ W € W+ W+ W*

lorsque «, o 3> a,, d’olt la conclusion suit du lemme 2.3.

2.5. COROLLATRE. Soient {f,} et {g;} deuw suites généralisées dans
&(I,, X) convergeant dans X5(I",) vers une méme fonction. Supposons,
de plus, que f {[f.0u} et { [ gsdu} soient des suites généralisées de Cauchy dans Z

wmformemmt en B e .9” Alors, quel que soit Ventourage W de Z, il existe a,
et B, tels que

(ffadﬂ; fgﬂ‘i‘“) eW

uniformément en B e F lorsque a = aq et 2= fo.

Démonstration. On utilise les mémes idées que pour la démonstra-
tion de la proposition. Etant donné un entourage symétrique W, pour Z
tel que W24 W2-4-W3 < W, on se donne un entourage U pour X correspon-
dant & W, conformément 3 'axiome (C,). On pose alors F ;= {s € §: (f,(s),
gp(s)) ¢ U}. D'aprés la proposition, on peut trouver ag, f,, ainsi que F
T',-intégrable dans & et 4 voisinage de @ dans & (I',) tels que f f.du € W,(0)

et [g,du € W,(0) lorsque a>=>ay, S, BEeN ou EES\F Ees.
E

Comme il existe, par hypothése, o,> o et §, > f, tels que F eV
pour a3 a; e6 f3= f;, on peut décomposer ( [f.du, [g,dn) comme dans
B E

la démonstration de la suffisance pour obtenir le résultat.
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On dira quefe X est I',-intégrable 8’il existe une suite généralisée {f,}
dans & (I, X) tel que f, 2% fet { f f.dp} est une snite généralisée de Cauchy

dans Z uniformément en ¥ ¢ #. La I -intégrale de f sur B € & est 1’6lément
du complété Z de Z défini par

[fdu = tim [ fau.
B ¢ B

En vertu du cox. 2.5 et de la séparation de Z, 1a I',-intégrale est bien définie.
L’ensemble des fonetions [',-intégrables dépend de u,I’,, des ensembles
I',-intégrables, de X, - et Z; par abus de notation, on le désignera £, (I",, X).
11 est clair que &(I',, X) = ¥,(I',, X) et que l’intégrale qu’on vient de
définir prolonge 'intégrale définie sur &(I',, X).

On résume dans la proposition suivante les principales propriétés
de la I',-intégrale.

2.6. PROPOSITION. (a) Relatwement a Vopération (f+g)(s) = f(s)+g(s),

Fp(T,, X) est un semi-groupe de X5,

(b) Pour B e, Vapplication f— [fdu de %,(T,,X) dans Z est
E
additive.
(e) Pour fe L5(T,; X), v(B) = [ fdu (B € &) est additive.
yo!

(@) PourfeZ,(I',, X), Flim [ fau = 0.
E‘—ﬁz,Es.V g
(e) Supposons 8 mon I',-intégrable. Soit & = {FeS: F est I,-
intégrable}. Alors, tout F e @ déiermine Pensemble non vide By = {Ee &:
BNF = @}, el {By}pes est base dun filire F sur 5. Pour toute f € £,(I',, X),
h;l‘l Ef fdu = 0.

Démonstration. (a), (b) et (c) sont conséquences plus ou moins
immédiates des définitions et de la prop. 2.1. Pour montrer (d) et (o),
étant donné un entourage symétrique de 2, on se donne ge &(I,, X)
telle que ([fdu, [gdu)e W uniformément en Fe&. Soit alors A4

B E

voisinage de @ dans &(I,) tel que [gdu € W(0) lorsque Be./. On
yoi
a [fdu e W2(0) lorsque Be./, ce qui prouve (d). D’autre part,
E
={s8e8: g(s) # 0} est ['-intégrable dans & et H e By entrainent
[ fau e W(0), Qo ().
B

2.7. Remarque. On peut vérifier sans difficultés que dans 2.6 (¢), »
sera g-additive si u l'est, voir remarque 2.2.

Pour étendre la prop. 2.4 aux fonctions de &,(I',, X), nous formali-
serons un proeédé d’approximation & rapprocher avee [13], th. 4, p. 69.
Soit (), une suite généralisée dans un espace uniforme (H,%) et,
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pour tout aeD, soit {#.,)s.p, Une suite généralisée dans H telle que
ma, = 2,. Pour ¢,y e []D,, posons ¢ >y si @(a) > y(a) pour tout

8
aee D, et pour (a, ), (a', ) e D x[]D,, posons (a,p)= (e, p) siaza
qu(a): (a7 ‘P) G-Dx[]-Du}

est Papprowimation diagonale de {z,} déterminée par le systéme {m.:
BeD}, aeD.

2.8. LmvyMe. Soit T un ensemble # @, et pour tout t € T, 501t {£,(1)}uen
une suite généralisée dams H = (H,%). Pour t €T, a e D, soit {4(t)}sen,
une suite généralisée dams H telle que, pour fout aeD, lima,,(f) = @.(1)

ot > . On dit alors que la suite généralisée {2,

a
uniformément en t e T. Alors, pour tout U €%, il existe gy € H D, tel que

pe H D, et @ > gy entraine que (2,(t), ,w(,,)(t)) eU umformémem en a €D

etteT.

Démonstration. Pour tout « eD il existe g, € D, tel que §,€.D,,
.= B, entraine que (x,(t Zop, (t)) e U uniformément en ¢eT; il suffit
done de prendre gy tel que an(a) = B, aeD.

2.9. TakorEME. Soit {f,} une suite genémiisée dans £z(I,, X) qui
est de Cauchy dans X5(I",). Alors, pour que { f fady} sott de Oauchy unifor-

mément en B ¢ %, il faut et il suffit que:

(8) Pour tout voisinage V de 0 dans 2 il existe un indice ay et un voi-
sinage A de B dans F(I',) tels que f f.du eV lorsque a>ay o He .

~ (b) Pour tout voisinage V de 0 dans Z il ewiste um indice oy et F Iy
intégrable dans & tels que [fo.du €V lorsque a> ay ¢ Be S, B < S\F.
B

Démonstration. La mnécessité des conditions se démontre comme
la partie correspondante de la prop. 2.4, en appliquant cette fois 2.6 (d)
et (e). Remarquons que, si S est I',-intégrable, (b) est obtenue en prenant
F = 8 et a égal & n’importe quel indice.

Suffisance. Soit {f.}.p dans &,(l,, X), une suite généralisée de
Cauchy dans XS(I",) vérifiant (a) et (b). Pour tout @€ D, il existe une

suite généralisée {f.z}pep, dans. & (I, X) telle que fus £ f. et lim [ fundp
8 E
= ffad,u uniformément en B € &#. Soit {f, 4q: (@, ¢) €D an } Pappro-

XLmatlon diagonale déterminée par le systéme {f,;: f € D,}, a € D. Soit U
un entourage symétrique de X5(7I,). D’aprés 2.8 avee T se réduisant & un
point, il existe alors ¢y € [ 1D, tel que p e HD et ¢ = @y enfrainent gue

(for faota) € U, pour tout a € D. Si a; est tel que (fay foy e Upour a, o' > ay,
on a alors (f, w(a)?f'l,tp(ﬂ e U? pour (a,9), (¢,¢)=(ay, py), ce qui
montre que {f, .} est une suite généralisée dans &(I,, X) qui est de
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Qaucby dans x5 (I",). Soient maintenant ¥V, un voisinage de 0 dans z
et W un entourage symétrique de Z tel que W2(0) = V,. Soient ay, .4
et, F choisis en fonction de {f,} et W (0) selon (a) et (b), a, réalisant les deux
conditions en méme ternps. D’aprés 2.8, il existe ¢, € [[D, tel que p e [[D,

et ¢ > @, impliquent que ( ffu ole) Bh» f f.dus) € W, quels que soient « € D
et Be&. Pour (a, ) > (ao, @), il en 1esulte que ff,, oy s € Vo des que
Fet ou e, B < S\F, antrement dit que { J fa,q,(a)d‘u} est de Cauchy

uniformément en E e . On en déduit qu’il exmte a; tel que a,d' = oy
impliquent que {ff.du, [f.du) e W* uniformément en Fe &, d'ol le
B b

résultat. ‘
On dira qu'une suite généralisée {f,} dans #, (Iyy X) est terminalement
I -équiintégrable si elle satisfait les conditions (a) et (b) du théordme 2.9.
Le prochain résultat est un théoréme de type Vitali (ef. [10], III 6.15).
Nous I’énoncerons aprés avoir vérifié que £,(I',, X) posséde une structure
uniforme “naturelle”. Soit ¥ la structure uniforme de Z et soit, pour tout
W e w, ’ensemble

(w) = {f;g)e-?z Ty X)X L)L, ):(ffd,u, fgd,u)eWpourtoutEe?}.

1 est claiv que la famille {T(W)}ypey forme un systéme fondamental
d’entourages pour une structure uniforme T\, sur L,(I,, X). Soit
M (£L5(T,, X)) la structure uniforme induite sur Z(I',, X) par X8(I,).
La structure uniforme de la com;ergmce en I'y-moyenme sur Ly(l,, X)
est alors définie par sup {# (£4(T,, X)), Ty} Dans 15 suite, on supposera
Zy(l,; X) ainsi uniformisé et on notera f, — f([,-moy.)la convergence

(en I',-moyenne) qu’on en déduit.

2.10 THEOREME. Soit {f.}ep Une swite généralisée dans 3’7(I",, X))
et soit fe XS. Alors, pour que fe %5(I,, X) ez‘ fo—> F(T-moy.), il faul
et il suffit que

r

(@) fo > f;

(b) {f.} soit terminalement I' -équitiniégrable.

Démonstration. La nécessité est conséquence immédiate des
définitions et du th. 2.9. Soit {f,}.p une suite généralisée dans Lz(I,, X)
satisfaisant (a) et (b). Pour tout a e D, il existe alors une suite généraliséee
{fusdpen, dans &(T,, X) telle que f,; > f, (I,-moy.). Boit {f,en: a€D,
p €[] D} Papproximation diagonale correspondante. En procédant comme

ci-dessus, o variant dans D et ¢ dans [[ D , on montre que f,um—>f
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(Iymoy.), d'olt fe Z,(I,, X) et

lim f Sapia 06 = f fdp uniformément en B e &£.
“e g E

Soit W un entourage symétrique de Z. Il existe alors (ay, ¢,) € D ¥ [1D.
tel que (a, ¢) > (,, ¢,) entraine que (Ef folp,Bf Fayoia)du) € W et (Ef Fevote Tty
[f.du) € W, uniformément en ¥ €. Pour a> a;, on a done [ [ f.0p,
E E

[ fdu) € W* uniformément en B e &, ce qui conclut la démonstration.
g

Le cadre de notre théorie de 'intégration est trés rapproché de celui
de Sion [26]. Celui-ci envisage le probléme d’intégration comme un cas
particulier du probléme de prolongement d’une fonction i: H—2Z, ol
H = 2(8) et Z est un 5.g.t.u, & une fonction t*: #(8) -2 appelée mesure
extérieure (définition: loe. cit., 1.3.1). Sous certaines conditions, il obtient
une telle mesure extérieure au moyen d’un “procédé intégral” inspiré
des théories d'intégration de Philips [20] et Rickart [21]. La notion de
sous-ensembles intégrables ne joue aucun role explicite dans cette théorie
et rend difficile toute comparaison significative des théories générales.
Pour obtenir un théorsme d’existence de I'intégrale, Sion donne deux
conditions (loc. eit., 4.1 (1) et (2), p. 61) portant sur f, u et (selon notre
notation) dont 1'une, 4.1. (2), a la méme forme que l’axiome de conti-
nuité (C;) auquel nous somme arrivés indépendamment. Essentiellement,
(C,) fait en sorte que, sur les parties intégrables dans &, intégrale est
continue sur 'ensemble des fonctions #-6tagées muni de la convergence
uniforme; cette condition a pour effet de permettre de définir lintégrale
sur ces ensembles de toutes les fonctions qui sont limites uniformes de
fonctions &-étagées. La condition 4.1 (1) de Sion n’est cependant pas du
méme type que (C;) eb n’a pas d’équivalent dans notre théorie, bien qu’on
puisse la rapprocher de la condition (b), prop. 2.4.

Notre théorie d’intégration accorde une importance privilégiée & la
topologie d’anneau sur & (plus particulidrement au filtre des voisinages de
O pour cette topologie), ainsi qu’s un sous-annean héréditaire de & d’engem-
bles dits intégrables. Ceux-ci-sont assocides & une famille de gous-mesures
elle-méme associée & u, la nature exacte de ce lien n’ayant pas ét6 précisée.
Dans la section 3, on vérifie que ces sous-mesures apparaissent naturelle-
ment lorsque X, ¥ et Z satisfont des hypothdses de convexité.

3. Intégration dans les espaces localement pseudo-convexes. Comme
modeles de la théorie qui précéde, nous donnons ici deux facons naturelles
de construire dans certains cas la théorie de Vintégration lorsque les semi-
groupes X, Y et Z sont des espaces vectoriels sur K (Rou C).

On rappelle qu'une quasi-semi-norme sur un espace vectoriel G sur
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K estune application : @& — [0, o) pour laguelle il existe e (0, 1] tel que

1) w(iz) = |A'=(z) (v @, 1e K);

(2) wl@+y) < ml@)+n(y) (2,9 eG).

Dans ce cas, on dit aussi que = est une t-sems-norme sur @. On dit qu’un
espace vectoriel topologique est localement pseudo-comveme (el.p.c.) si sa
topologie est définie par une famille de quasi-semi-normes (cf. [22] ou [31]).

On suppose dans toute cette section que X, ¥ et Z sont des e.lp.c.
séparés; moyennant cette restriction, le cadre de la section 2 est conservée.
Les familles de toutes les quasi-semi-normes continues sur X, Y et Z
sont désignées, respectivement, par P,Q et RE. Une quasi-semi-norme
 sera notée |-|,.

(a) Imtégration par rapport & des semi-variations. Pour p e P, r e R,
on appelle (p, 7)-semi-variation de p la sous-mesure définie par lally, - (F)

n
= sup |3 w,p(B), (B e &), ou le supremum est prig sur toutes les suites
1

finies {z,}7 dans X telles que sup |, <1 et toutes les partitions finies
I<ign
{B;)}} de ¥ dans & (n =1, 2, <) Lorsque 4 est sous-entendue, on écrira
VBl a1 liew de [l (E).
3.1. LemumE. Sott {E;}}, une partition de B dams & et soit {x,}* dans X.
Alors, st p € P est une t,-semi-norme et v € R est une t,-semi-norme, on a powr
tout A € &3

n
| D) @ (Bind), < max oy 52| BAA],,,.
T 1<isn

Démonstration. Soient M = max |z, et 2> 0. On a alors

I<i<n

| Seinos),=| S o o wmens
1 1

3

"
&y
21 (.M—f—&)wﬁ ”(EimA)

< (M +e)r | BAA,,

=(M+ g)tr”p

r

avec e arbitraire.

Boit I', = {lully,: (p,r) eI}, I < PxR, une famille non vide de
semi-variations de u. On dit que I, est admissible si la famille de quasi-
semi-normes {r e R: (p,r) el pour an moins un p € P} engendre la topo-
logie de Z. On dit gu’un ensemble B € & est I',~fini si, quel que soit (p, r)
eI, [l (B) < oo.

Comme eonséquence immédiate du lemme précédent, on a alors:

3.2. PROPOSITION. Relativement & une famille admissible I', de semi-

- variations de u ainsi qu'a Vanneaw d’emsembles I',-inlégrables définis par

§ ~ Studia Mathematica 66,1
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Panmeai des ensembles de & I'-fimis, les axviomes de continuité (C,) et (C,)
sont satisfaits. o

La théorie des sections 1 et 2 S’a,pp]iquera{ fa.mm dans. cha,eun‘e .d?s
situations suivantes, oui dans chaque ¢as, On identifie une famille admissible
de semi-variations. . .

3.3. Exmvere. Soit X = K le corps des scalaires et soit Y :_Z
un el..p.c. dont la topologie est définie par une famille 39 de quasi-semi-
nom;es Fn prenant comme produit la loi de OOmpOSlthD: e.xterne, r,

{]],u”. : r e Ry} est une famille admissible de semi-variations de u,
= hr -
olt || désigne la norme de K. . N
3.4. ExEvPLE. Soit X = Z un elp.c. dont la topologie est définie
ar ul'ae‘ famille R, de quasi-semi-normes et soit ¥ = K l‘e corps des seca-
faires En prenant comme produit la loi de GODIpOSlltIOIJ: gxterne, r,
= {||;;|| : 7€ R,} est une famille admissible de semi-variations de u.
- e .
t aussi gori < R en posant [}, (B) = oo
t aussi étendre la théorie au cas ¥ < L y
gn 1()g)1 = 4oo. L'intégration s’intéressant essentiellement aux ensembl‘es
ﬁngs 1a famille de semi-variations résultante peut encore servir & construire

’
1a théorie. ’ 1y 66 -1y, zespoc

3.5. BxuvMpre. Soient X, Y et Z normés pat |-|x, ||z 2
tivement, et pour lesquels il existe une application bilinéaire (z, 3{) > @y
de X x Y dans Z. La famille réduite & |[nlliig,iz est' alors admissible.
1o théorie d’intégration dans ce contexte a été étudiée par Bartle [11
en supposant que l'application bilinéaire ci-dessus est continue, ce qul
n'est pas nécessaire pour la théorie générale.

(b) Intégration par rapport & des variations. Pour p € P, r € R, défi-
nissons |-|,,: ¥ — R, par yl,, = sup |2yl On appelle alors (p,7)-
D1 . lzlp< n 2 )I (E . y)

variation de js 1a sous-mesure définie par ul,,(B) = supzl |4 () ,

ol le supremum est pris sur toutes les partitions ﬁMes {8;}! de E dans &.
TLorsque w est sous-entendue, on. écrira |B,, au liew de |ul,,(B).
Comme [jpll,,r < |6lp,ry OB & T’analogue du lemme 3.1 et de la prop. 3.2
our les -variations: ‘
! 3.6. ToyE. Soit (B, une partition de B dans & et soit {z;}? dans X.
Alors . i p e P est une i,-semi-norme e 1 € R une t,-semi-norme, on & pour
’
tout A €¥:

n N
| 3z (B0 A)|, < max laifz 51BN,
1 1II<n
i famille non vide de
Soit I, = {lglyy: (P ryeI}, I<PxR, une : : .
vamiat(i)(])ns é‘e ,u.{lO]f :iit q’ue T, est admissible si 1a famille de quasi-senl-
normes {r e B: (p,r) el pour au moins un p € P} engendre la topologie
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de Z. On dit gqu'un ensemble E € & est I'~fini si, quel que soit (p,7)el,
I”}p,a‘(E) < 0.

3.7. PROPOSITION. Relativement & une famille admissible I, de varia-
tions de u ainsi quw’d Uanneaw &’ensembles I',- intégrables définis par Pannean
des ensembles de & I',-finis, les amiomes de continuité (0;) et (C,) sont satis-
faits.

Les familles admissibles de variations de s peuvent done servir
& construire une théorie d’intégration du type des sections 1 et 2.

3.8. BExpmPLE. Dans le contexte de l’exemple 3.3, la famille
I, = {ipl)y,» + 7e B} est admissible.

3.9. ExeMPLE. Dans le contexte de Pexemyple 3.4, Iy = {lplppt 7 € Bp}
est admissible. 8i » est une #,-semi-norme, on vérifie alors que pour H e &:

n
sl (B) = sup (1 (B,)]*r, ot le supremum est pris sur toutes les partitions
1

finies {#;}] de F dans &. Ce type de sous-mesures sera examiné dans la
section 4 (b).

4. X =7 espace localement pseudo-convexe, ¥ = K.

(&) Cas localement conveze. A Vintérieur du cadre des sections préeé-
dentes, on suppose d’abord que X = Z est un espace localement convexe
séparé (e.l.c.) sur K = Y. Soit R, une famille de semi-normes définissant
1a topologie de X, et soit |u] la variation de 4. Pour toute r € R,, on vérifie
sans peine que |jul., = Iul, = |u] (cf. ex. 3.4 et 3.9). Il résulte de la prop.
3.2 (ou 3.7) qu'on peut construire une théorie d’intégration du type de
la section 2 par rapport 4 la famille de sous-mesures se réduisant 3 {Ip1}-
Pour simplifier, on convient de remplacer partout {lul} par |ul.

Nous ferons ici le lien entre la théorie précédente et quelques théories
@’intégration classiques. On compare en premier lieu & une version géné-
ralisée dé la théorie de Bochner-Dunford-Sehwartz (cf. [10], TIT 2.17 )

On dit qu'une fonction f e X* est intégrable- Bochner—~Dunford—Schwartz
et on écrit f e ¥y 55 —'il exigte une suite généralisée {f,} dans &( iul, X)
telle que

() f. 4 f;

(2) Lim [{f.—fl, dlp) =0 (r e Bo). ()

Powr fePyps et Bes, . Vintégrale Bochner—Dunford—Schwartz
de f sur E est alors I'élément de X : :

B.D.S.- f fap =1lim [ f,,bd,u,
K ¢ B

(*) On suppose que d’une théorie & Iautre, les fonctions étagées intégrables
de méme gue leurs intégrales sont les mémes.
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définition qui ne dépend pas de la suite {f,} vérifiant-(1) et (2), comme on
peut montrer par des méthodes combinant celles du cor. 2.5 et [10] III 2.16.

4.1. THHORAME. PLpps S Zx(pl X); de plus, pour fePups.
et e, :

B.D.S.- [ fap = [fap.
B E
Démonstration. Cela résulte immédiatement des inégalités

| [ Fudy - [feau|,< [ifo=fob@ln< [If.~Fulr@lnl
B B B 8

pour les fonctions étagées intégrables.

An moyen d'un exemple emprunté & Birkhoff ([3], ex. 7, p. 377) eb
mentionné par Bartle {[1], p. 349), on peut montrer qu’en général Iinclusion
ci-dessus est stricte. On a cependant le résultat suivant lorsque les espaces
gont scalaires.

4.2. PROPOSITION. Soient X = ¥ = Z = C. Alors ¥ppg. = Zclipl, C)

ot les intégrales coincident.

Démonstration. D’aprés 4.1, il suffit de montrer que L(|u|, C)
S Puns.- Soit feLollul, C). Comme Lo(|nl, C) posséde un systéme
fondamental d’entourages dénombrable, il existe {f,}7", dans &(|ul, C)
telle que f,, — f (|u|-moy.). Pour tout = et tout & € &, posons v, (B) = gf"d,u.

Oe résultat est alors conséquence des définitions et de 'inégalité
=2l (B) = [ 1fn—Fal @] < 45UD [, (4) =, (4)]
E Ade

valable quel que soit B € &.

Soit X, I'espace X muni d’une topologie localement convexe v moins
fine que la topologie initiale. Comrae la convergence en |x|-mesure dans xS
est plus fine que celle en X%, il est alors facile de voir que Zx(|ul, X)
€ Zx (lul, X;). En particulier, cela est vrai pour X, = (X, (X, X)),
oL ¢(X, X') est la topologie affaiblie de X. Pour montrer que I’ensemble
des fonctions intégrables peut ainsi étre effectivement enrichi, nous com-
parerons Ly (4, X,) & Vensemble des fonctions p-intégrables-Pettis
lorsque u est ¢ valeurs dans R .

On dit qu'une fonction f e X¥ est . u-intégrable-Pettis [19] (f € Lpotia)
si pour tout 2’ e X', la fonction s-> {f(s), #’)> est u-intégrable (%), et si
pour tout ¥ € #, il existe x5 € X tel que pour tout 2’ € X':

[<Fra>an = Cop, 0.
B

{2) D’aprés 4.2, il revient an méme de dire que cette fonction appartient 4 ¥p.p.s..
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On note alors & = Pettis- [fau.
E

4.3. THEOREME. Fpoy, S Lx, (5, X,). Pour fe Ppyus e Ee,
on a

X Pettis- [fdu = [ fdu.
B E

Démonstration. Nous nous inspirerons de la démonstration dn
théoréme 18 de [10], IV. 8; cette dernidre contenant denx erreurs, nous
croyons utile d’aller dans les détails.

Soit f € Lpegyis- I1 nous suffit de trouver une suite généralisée {f,}
dans &(u, X) telle que pour tout =’ e X,

(1) a2 5 L,y 07
(2) lim|< [ fodps, o) — (Rettis- [ fd, a'>] = lim| [ (fo~F, o'>dul = 0
uniformément en B e & .
‘Boit IT I’ensemble des suites finies d’ensembles de & disjoints deux
& deux et de g-mesure strictement positive. Pour =, z; € I7, on dit que
7y 2 7 81 tout ensemble de x est, & un ensemble y-négligeable prés, réunion

d’ensembles de .
Posons

fe =) ((B))*Pettis- [ fduyz,
po

Fern
ol yp est la fonction indicatrice de B. Nous allons prouver que pour tout
@ eX,
lim [[Kf—f, 2" du =0
T8
ce qui entrainera que {f,} satisfait (1) et (2) ci-dessus. D’aprés 4.2, L (4, C)

n’est autre que l’espace semi-norm$ F1(u). Soit : U,: L (u)— L (u)
définie par U.(h) = h; = 3 (u(E)) [hdpyz. Alors U, est linéaire et
Hen X

de norme <1:
Tl = 3| [Rdu|< 3 [ 1hldp < fhls.
Her B Eern B

Pour tout o' e X’ ot tout ¢> 0, on peut trouver g = Y xz, € (s, C)
1

?elle que [{f,a">—gl; < e/2. On peut supposer que u(E,)>0 pour
t=1,...,n et prendre » = {¥,, ..., B, }. Pour =, > =, on a évidemment
9=, = g(u-p.p.) et
KF» &> = fogy @Dl = KF, @5 —<F, 2D 14
SKH2D =g+ U (0 —<Fr 2D < e,
pour =, > =, d’ol le résultat.
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4.4. COROLLAIRE. Pour que f € Lpesy 1 fout et il suffit qu’il exviste
une suite généralisée {f,} dans & (u, X) telle que
(1) {fo, 2> 5 (F, &> pour tout ' € X'
(2) { [ fadp} converge dans X uniformément en I € &.
¥l

Démonstration. La nécessité résulte du th. 4.3. Soient f e Lx s Xo)
et {f,} dans & (4, X) satisfaisant (1) et (2). En vertu des th. 2.9 et 2.10,
on a alors pour tout B ¢ & et tout ' € X':

{[fap, oy =1m { [fdp, e =l [<f,,a>dp = [<f,a"van,
E a E e B E
@olt f & Lpypyys 66 Potitis- [fdu = [fdu.
B E

4.5. EXEMPLE. A Daide d’un exemple du & Pettis {[19], 9.2), nous
allons montrer qu’en général P’inclusion dans le th. 4.3 est stricte. Soit
Pespace mesuré (10,17, &, u), olt & est la o-algébre des boréliens de 10,1]
et 4 la mesure de Lebesgue sur &. Soit X = ¢ ’espace de Banach des
suites réelles convergentes z = {%,)?° muni de la norme (x| = sup |z,

n
Pourm =1,2,..., posons I,, = ]1/2™, 1/2™'], On définit alors f: 10, 1]
—> ¢ qui n’est pas intégrable-Pettis:
f = 2 2memZIm’ ot

- 1 si m=mn,
n = {6mn}n=17 6m.n = 0 s m£n

Considérons la suite f, *Z’ 2™,y k=1,2, Comme {fy, ">

5 {f, =" pour tout ' e X", on vérifiera que f e %x (4, X ) en montrant
que {f;} est termmalement u#-équiintégrable (th. 2. 10), ce qui équivaut
iel & prouver que

11m I [ fudp, @5 = 0 uniformément en k = 1,2, ... (@ e¢’).

E—m, Ee¥ £

On sait que 2’ € ¢’ correspond de maniére unique & une suite {a,}° e’
(=]

telle que o' (%) = Y a,7, avecz, = limw, ([32], p. 115). Btant donns & > 0,
0 n

soit p assez grand pour que ) [a,| < &/2. Pour k =1, 2, ..., on obtient
B+l

alors que

Kt o] =| [ <hy o] =| f:anzn,‘(EnI,l)
E

D
Z‘m 120 u(BNI,)+ef2 <&
1

pour u(E) assez petit.
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Par définition, l'intégrale sur un ensemble de & de la fonetion f
delex. 4.5 est un élément du complété de X, & savoir X', le dual algébrique
de X’ Le théoréme suivant affirme plus: les intégrales appartiennent
4 ¢” =%, le bidual de ¢. On dit quun e.l.c. X est distingué si gon dual
fort X; = (X', B(X’, X)) ost tonnelé ([24], p. 193). Dci la fin de la
sous-section (a), on suppose toujours x & valeurs dans R,

4.6. THEOREME (Gelfand—Dunfmd) Soit X un el.c. olwtmgue et soit
& X5 telle que pour tout ' e X', la fonctwn § = {f(8), x'> est p-imtégrable.
I existe alors x'' € X' tel que pow tout &' e X':

(&> = f fra'>an

Démonstration. Voir par exemple [12], 3.7.1. La démonstration
est alors faite pour X Banach, mais la preuve est fondée sur une applica-
tion du théoréme du graphe fermé & I’application linaire 2’ — (f, ">
de X, dans £'(s), résultat restant applicable lorsque X; est tonneld
([24], IV. 8.5).

Le théoréme de Gelfand-Dunford rend possible la définition d’une
intégrale plus générale que celle de Pettis. Soient X un el.ec. distingus,
4 & valeurs dans R, .

On dit que feX® est intégrable-Dunford (f € Lowmora) (f. [97)
8l pour tout x'e X', s (f(s), "> est u-intégrable. Pour tout F e &,
il existe alors d’aprés 4.6 un élément « = Dunford- [fdx e X' tel

B

que, pour tout 2" e X',

<, Dunford- [ fauy = [ <f, @'>du.
B E

Posons X, = (X", ¢(X", X')). Par définition, une fonction fe
Lxo sy Xou) 51 fe(X)S et ¢'il existe une suite généralisée {f,} dans
¢ (p, X"') tendant vers f en g-moyenne pour la topologie (X', X').

4.7. THEORBME. Lhunrog = £ xv .(,u, X )nXS, od X5 est consi-
déré comme plongé dams (X'')° en tamt qu'espace vectoriel. Pour f € Lpuntona
et Bes, on a Dunford- [fdu = [ fdu.

I B

Démonstration. On suit les mémes lignes que dans la démonstra-
tion du th. 4.3, les fonctions étagées intégrables approchant f en g-moyenne
étant cette fois & valeurs dans X', puisqu’elles sont définies en termes
de Dintégrale de Dunford.

4.8. COROLLAIRE. Pour que f € Lrunteras 1 fout et il suffit qu’il ewiste
une suite généralisée {f,} dans &(u, X" telle que

1) <&, .0 5% <y f> pour tout &' e X'

2) {[f.du) converge dans Xin vers un point de X uniformément en
Bey. &
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Soit X un ele. distingué et soit x4 & valeurs dans R, . Une consé-
quence facile du th. 2.10 est que Ly(u, X) S Lpous; d'autre part, le
th. 4.7 entraine que L By X:) E Lrumtora. On peut done parler dans
cette situation d’une hiérarchie de fonctions intégrables que l’on exprime
par la chaine d’inclusions:

Zpos. € Lx(ty X) S Lpoyss S ZLx (8 Xo) € Lpumtera S f}:(’,’, (#, X0,

les intégrales coincidant sur les intersections.

(b) Cas non localement convexe. Dans le prégent contexte, la théorie
d’intégration se comporte assez mal. Qu’il suffise de mentionner, par
exemple, que si X est métrisable non localement convexe, il existe toujours
une snite de fonctions étagées sur [0, 1] & valeurs dans X tendant uni-
formément vers 0 et dont la suite d’intégrales par rapport & la mesure
de Lebesgue ne tend pas vers 0 ([22], p. 84). En vertu du th. 2.10 et de
Paxiome de continuité (C,), [0, 1] ne peut stre I-intégrable pour auncune
famille de sous-mesures I” associée 2 la mesure de Lebesgue. En définitive,
un des problémes principaux sera de trouver des conditions pour que Pon
ait suffisamment d’ensembles intégrables pour la famille de sous-mesures
choisie. )

On considére d’abord la famille admissible T, = {lpl,.: re Ry}, ol B,
est une famille de quasi-semi-normes définigsant la topologie de X = Z

ex. 3.9). Bi r est une f-semi-norme, on sait que |l (B) A |l (H)
n

= sup Y, |x (B, ot le supremum est pris sur toutes les partitions finies
1

{B;}] de ¥ dans &. Nous donnerons ici des conditions nécessaires et suffi-
santes pour que |u[, soit finie lorsque 0 <7 < 1.

Nous supposons dans le reste de cetie sous-section que u est g-additive
el & est une o-algébre. :

On dit qu'un ensemble E €& est un atome de sosio {pl(E)>0 et
Fc B, Fes, implique que [u|(F) = [#1(H) ou |x[(F) = 0. Une parti-
tion au plus dénombrable {H,} de S dans & est une décomposition atomique
de 8 par rapport & u si, pour tout i, B; est un atome de x ou |x|(E;) = 0.
On dit que u est purement atomique si § admet une décomposition atomique
par rapport & u.

4.9. PROPOSITION. Pour que 4 soit purement atomique, il faut et il
suffit que pour tout B e &, B soit p-négligeable ou contienne un atome de u.

Démonstration. Nécessité. Soit {#;} une décomposition atomique
de 8. Soit B ¢ & tel que |u|(¥) > 0. Il existe alors B, tel que |u|(ENnE;) > 0,
et done E;NH est un atome contenu dans .

Suffisance. Ordonnons partiellement par inclusion Pensemble

2 = {w: w est une réunion d’atomes de 4 disjoints deux & deux}.

‘@ < by, dans lequel g, est continue et non constante. Posons I = 3 j
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Comme on peut supposer |u|(8) > 0, 2 @, et done, en vertu du lemme
de Zorn, {2 contient un élément maximal w,. Puisque |u](8) < co, w,
est au plus dénombrable et il résulte alors de la condition donnée que
8N U 4 est u-négligeable.

Aewy
4.10. TEHEOREME. Pour gue [p),(8) < co, 0 <1< 1, il faut et il suffit
que p 80tt purement atomique el qu’il existe une boule de centre 0 dans IF
contenant toutes les suites {u(B,)}, ot {B;) est une décomposition atomique de S.
Démonstration. Nécessité. Supposons que u ne soit pas purement
atomique bien que |ul,(8) < co. D’aprés 4.9, il existe F € & de |s|-mesure
strictement positive et ne contenant pas d’atome de u. Pour n = 1,2,...,
Fposséde alors une partition {F)F dans & telle que [u|(F;) =

|#l(F)/n ([6], prop. 7, . 26). Ona alors Du(F[E =0~ |u(F,)f,d 0t il résulte
1

que o = [ul,(F) < |ul(8), une contradiction. Soit done {#,},; une décom-
position atomique de 8. Pour toute partie finie J de I, Y {u (B < [ul(S)
y e

< oo, done 12.7 (B < [ls(8).

€
Suffisance. Soit {F}} une partition finie de § dans &. Pourj =1, ...
..y My, 4 est puvement atomique sur F; (prop. 4.9). Soit {E,-i},-dj
une décomposition atomique de F;. Puisque la famille {Bihi<jan,iet;
est alors une décomposition atomique de S, il existe un nombre fini X > 0
tel que
k2

_j’l/x(f})l’ = ﬁlZu(Em ‘< D IpEI<E, ()

iEI]' J=1 iEIj

d’olt la conclusion.

Nous signalons un autre résultat moins général inspiré de Schuchat
([25], th. 8) et valable pour les mesures boréliennes positives finies sur R.
On appelle support d'une telle mesure 4 le complémentaire du plus grand
ouvert u-négligeable, et on associe & 4 une fonction de répartition g,(s)
= ul—o0, 8] (8 € R) dont les points de discontinuité sont appelds points
de masse de p.

4.11. TuhorbmE. Soit 4 une mesure borédlienne positive finie sur R.
Alors, une condition néecessaire pour que |ul(R) < oo, 0 <t <1, est que
Vensemble des points de masse de u soit dense dans le support de 1.

Démonstration. Le support de ux est de la forme UJZ. o {J;}

t
est une famille ou plus dénombrable d’intervalles fermés disjoints deux
& deux. i la condition n’est pas vérifiée, il existe un intervalle fini [a,, byl,
—1yt
j=1

(®) On applique 'inégalité (a-+ b)Y < at-+ 1 valable pour a,b> 0 ct 0 <t < 1.
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et b = (g,(b,)— 9.(a0)) /M. Puisque g, est continue sur [a,, by], il existe
une suite strictement croissante {a;}7° dans cet intervalle telle que 9,.(a;) —
—gula;_;) = hj~ 11 suffit alors de prendre 4; = la;_,, ;] pour obtenir
que

); (4, = 2 19,.(a5) — gala;_)[F = Bt 2 /)

pour tout 7, d’ott |p[,(R) = oo, une contradiction.
La condition du th. 4.11 n’est Dpas suffisante: pour ¥ borélien, il suffit
de poser u(H) = ) 1/i%, ou {r;} est une énumération de Q; on a alors
B

74E.
supp u =Roet g, 1non continue dans Q, mais |l (R) = oco.

Les conditions de 4.10 et 4.11 sont extr émement restrictives et mettent
quelque peu en lumitre la difficulté de construire une théorie de I’inté-
gration pour les mesures non atomiques dans le contexte non localement
convexe. Comme on a toujours Ny, < gy, -, tout résultat pour les (7, 7)-
variations est applicable aux (r, r)-semi-variationls. On peut naturelle-
ment &tre tenté d’utiliser comme famille de sous-mesures I, = {jul,,:
7 € By} mais le résultat partiel suivant n’est guére encourageant.

4.12. THEOREME. Soit u: ¥ — R + o-additive. 8i r e Ry, v 0, une
co?zd‘ition nécessaire pour que lleeltr,+(8) < o0 est que p soit purement ato-
mique.

Démonstration. Supposons le contraire. Dlaprés 4.9, il existe
alors ¥ € & de g-megure positive et ne contenant pas d’atome de 4. Posons
B, ={weX: [2,<1} et AME) = ,u(EﬂF)(,u(E))"l(F € &#). Puisque ¥
ne contient pas d’atome, tout élément de Penveloppe convexe de B, peut

§’éerive sous la forme ¢2 zA(B;) pour {z)? dans B,, {B;}} formant une
=1

Ppartition finie de & dans & ( [61, prop. 7, p. 26). Puisque X est non locale-
ment convexe, on en dédnit que

sl (B) = |6 (B)f'r 2], (B) = oo.

On a vu en 4 (a) que sl r = lll,, = ljue)| lorsque # est une semi-
norme, La relation reste vraie en remplagant |u| par |u| dans un exemple
important ot r est une t-semi-norme, 0 <t < 1.

4.13. ExXEMPLE. Soit (MM, » «#, 1) un espace mesuré ot 1 est une mesure
positive sur une algdbre .# de parties de M. Supposons qu’il existe dans .4
une suite {F,}° d’ensembles denx A deux disjoints de A-mesure finie > 0.
Soit L'espace X = LM, .#,3), 0<i< 1, t-normé par ||f|, = [|f'dd

. I z . P M
(les  fonctions égales A-p.p. étant identifiées). Alors by g0, ()

= |pl(B) pour tout B e #. En effet, soit {E,}7 une partition de & dans &.
Fosons f; = [A(F) ™ gy, i =1, ..., n. Puisque If), = 1 (1<i<n), on
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a alors

Hallypg, 0, () 2 HZfi:u(Ei)
1

d’ou le résultat.

= D) (B,
1

5. X =K, Y =7 espace vectoriel topologique. Nous obtenons ici
quelques résultats applicables & la théorie de Pintégration des fonctions
scalaires par rapport & une fonction d’ensembles & valeurs dans un e.v.t.
Nous examinons ensuite le cas ot ¥ = Z est un e.lp.c.

On dit quwune suite {y,} dans un e.v.t. est I™-sommable (*) si, pour
toute suite {a,}° dans 1™, la suite {a,9,}° est sommable. Toute suite
I®-sommable est évidemment sommable et Ia réciproque est vraie dans
un e.lp.c. métrisable complet ([22], IIT. 6.6). Les deux notions ne sont
toutefois pas équivalentes, voir [23].

Le résultat principal repose sur le prochain lemme cité sans démonstra-
tion par Rolewicz (loc. cit.). La démonstration ne paraissant pas triviale,
nous croyons utile d’en présenter une. ‘

5.1. LemME. Soit ¥ un espace vectoriel topologique méirisable complet
dans lequel toute suite sommable est 1°-sommable. Alors, pour toul voisi-
nage U de 0 41 existe wn voisinage V de 0 ayant la propriéié suivante: si {y}¢

k
st une sutte dans X telle que Zsiy,- eV lorsque & = 0 ou 1 pour 1< i<k,
<

==
1
olors pour toule suite de scalaires {a;)" telle que la] <1 pour 1<i<k,

k
Day; e U.
1

Démonstration. Nous allons supposer le contraire et construire
une suite sommable qui n’est pas I*-sommable. Il existe donc un voisinage T
de 0 ayant la propriété suivante: étant donnée une suite arbit]faire {V,.}5°
de voisina,glp de 0, on peut associer & chaque V, une suite {y+};”, dans Y

)

telle que 3 e,4% e V, lorsque g = 0 ou 1kpou1- 1< i<k, et une suite

. =1 n . .

{a;’}?il telle que |o}| <1 pour 1<<i<< ky, et Y alyl ¢ U. Soit d une métri-
i=1

que invariante induisant la structure uniforme de ¥. On choisit les V,,
inductivement ecomme suit:
Iey

1
Vi={y: lyla<1}, ¢ = max 281%
sg=00n1 73
Tischy

(<1 = (o)

g
Va={y: lyla<r}, ¢ = max ‘2 &5

sp=0o0ul ' 7
= 1=1
1<<ily

g < Ty Ty = (ry—0s)[2;

0
(*) Rolewicz: “3m, 18 bounded multiplier convergent” ([22], p. 88).
1
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& la n'™° gtape, n > 1, on prend
Fp
Vn= {y: Iyld < ’I'n}, ¢, = max ! Efygl{;< Fny Tnp1 = (Tn_cn)lz-

sg=0oul’ ;3

1<i<ky,
On détermine ainsi les suite i, ..., Yi, U5, -+ Yiys Y1y --+ €6 @1, ..., a,
aly ...y &y, 63, ..., que Pon désigne respectivement {y;}7°, et {a;};". 11 est

alors clair que {a,y,};° n’est pas sommable, et il nous suffit de vérifier que
{y;}7° est sommable. Puisque »,— 0, {V,}° est une base du filtre des
voisinages de 0. Pour # =1, 2, ..., il nous faut donc trouver un ensemble
fini J, < NV tel que 2 y; € V,, pour tout ensemble fini K < N et disjoint

de J,. Soit J, = {1,.4, R A T —.—Lnnl}
Pour un certain m > n, on a alors

IS’%

cn + Crt1 T+ Cp—1 + Cp << Gy + Cpt1 =+ - Om—1 +7‘m

< 01L+cn+1+ ‘e +cm—2+7'm—l <. < cn—’_’rn—}-l < Tns

d’olt le résultat. Rappelons qu’une fonction d’ensembles u: & - ¥ est
dite bornée si {u(E): B e &£} est borné dans Y. On dit que u est fortement
additive (ou encore exvhaustive [14]) si elle est additive et si pour toute
suite {#,} d’ensembles disjoints deux & deux dans &, {u(%,)} tend vers 0.
Si ¥ est un e.l.p.c. et si u est fortement additive, 4 est bornée ([8], 4.12);
en particulier, si & est une o-algébre et ¥ un el.p.c., # est bornée si el]e
est o-additive.

Posons 8, = {> a;u(B): sup la;} <1, {B;}? est une partition de S
1

I<isn
dans &, m e N}
On dit que s est L™-bornée ([29], 7.2.3) si §, est borné dans Y. Soit
€(8, K) D’espace des fonctions & -étagées & valeurs dans K. Lorsque u
est L -bornée et &(#, K) est muni de la topologic de la convergence

n n
uniforme dans 8, Papplication f = 3 a;yp, — 3'a;u(E;) de £(&, K) dans ¥
1 1

est continue et peut ainsi étre prolongée par continuité 3 une application
de Vespace des fonctions &-mesurables bornées 4 valeurs dans f, appli-
cation ayant toutes les propriétés d’une intégrale. Le théoréme suivant
caractérise les e.v.t. métrisables complets pour lesquels toute fonction
d’ensembles additive bornée est L -bornée.

5.2. THEOREME. Soit ¥ un e.v.t. méirisable complet. Alors pour que
toute fonction p: & — Y additive bornée soit L®-bornde, il faut et il suffit
que dams Y toute suite sommable soit 1°-sommable.

Démonstration. Suffisance. Etant donné un voisinage U de 0
dans Y, soit V un voisinage de 0 dans ¥ ayant la propriété énonecée en 5.1.
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Siu: & — Y est additive bornée, il existe ¢ > 0 tel que c{u(H): Ee ¥} < V.
Soit {E,}; une partition finie de § dans & et soit {a,}7 dans K telle que
sup [a;] < 1. Pour une suite {¢,}} telle que & = 0 ou 1, 1 < i < n, posons
141<Sn
B, s g=1,

& By = .
@ si g =0.

7L n n
On a alors toujours Y‘ gep(B) = c,u(z gB) eV, done ¢ a;u(E;)
1
= Z’a eu(B;) e U, ce qm montre que S, est borné dans Y.

Nécessité. Soit {y;} sommable dans Y. Pour B < N, en posant x(E)

= D ¥ on définit sur #(N) une mesure bmnée ([18], p. 801) dome
ik
L™-bornée. Pour n € N, I'application 2,: {a;} —>Z‘a Y, est lmealre continue

de I” dans Y. De plus, étant donnée B la boule umte de 7%, U A (B) = 8,
est borné, donc {u,} est équicontinue. Alors, comme hml,,(a 2«11311

existe pour toutes les suites a = {a;} & support fini (a =0 sauf pour
un nombre fini d’indices) formant un ensemble dense dans 1™, cette limite
existe partout dans I* ([4], chap. III, § 3, no. 5, prop. 5). Puisqu’on & éga-

lement montré gque Za{kyik existait pour toute sous-suite {a; y;}, il en
1

résulte que {a;y,} est sommable, quelle que soit {a;} 1%,

En ce qui concerne la théorie d’intégration lorsque ¥ =2Z est un
elp.c, on a

5.3. TaLoREME, Soit ¥ =Z un el.p.c. dont la topologie est définie
par une famille B, de quasi-semi-normes. Soit la famille admissible de semi-
variations T, = {|uli.,»: * & By} (ex. 3.3). Alors, pour que 8 soit I',fini,
il faut et il suffzt que p soit bornée.

Démonstration. Nécessité. Supposons le contraire. I1 exmte alors
une suite {a,} dans K tendant vers 0 ainsi quune suite {¥,} dans & telles
que {a,u (H,)} ne tende pasg vers 0.

Or, pour toute t,-semi-norme r e R,

(g ()] < W«:]t" feslly e (B} < |“i|t’”.““|-|,r(s) -0

quand 4 — oo, une contradiction.

Suffisance. Pour toute r e Ry, considérons l'espace quotient ¥,
= ¥ /r~}(0). Aloxs, en désignant par (), la classe de y dans Y, la topologie
quotient de ¥, est déterminée par la quasi-semi-norme 7 définie par
F((?/)) =r(y). Soit u,: &Y, la fonction additive définie par u.(H)

(E)),., ot soit Y l’espace quasi-normé complété de ¥,. Alors, comme
dans V . toute suite sommable est I-sommable et comme u, est bornde, 8,
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est borné dans ¥, (th. 5.2), ce qui équivaut exactement & avoir

el (8) = gl 0 (8) < o0

Lorsque ¥ = Z est un Banach de norme |-|;, la famille de semi-varia-
tions se réduisant & la semi-variation |ufj . i €5t admissible. I inté-
grale alors obtenue est exactement celle de Bartle-Dunford-Schwartz [2]
dont notre intégrale est la généralisation naturelle.

Parmi les intégrales développées dans le contexte ¥ =Z el.ec.,
mentionnons celles de Gould [11], Thomas [27], [28] pour les mesures.
de Radon, Lewis [16], [17], lequel fait en outre le rapport entre son inté-
grale et celle de Gould. Nous montrons bridvement le lien entre notre
intégrale et celle de Lewis.

On suppose que ¥ = Z est un e.l.c. sur X dont la topologie est définie
par une famille de semi-normes R,, & est une o-algébre et u: & — Y est
o-additive. On dit que f: § — K est u-intégrable-Lewis au sens généralisé
([16], 2.8) si pour tout ¥’ e ¥', f est y'ou-intégrable. Pour tout F € &,
Pimtégrale généralisée de Lewis de f sur B est alors la forme linéaire sur ¥’
définie par ‘

v > [fayon).
B

On dit que f est ntégrable-Lewis (‘[16], 2.1) si elle est intégrable-Lewis
au sens généralisé et si pour tout ¥ € &, il existe y5 ey appelé intégrale-Lewis
de f sur E tel que pour tout y' € ¥':

WYz, ¥'> = [faly'op).
po

En se servant des résultats de Lewis ([16], th. 2.2, 2.4), on peut
aisément montrer que si f est -mesurable (f~1(B) € & pour tout borélien B
de K),

1° pour que f soit intégrable-Lewis, il faut et il suffit qu’il existe
une suite {f,,} dans &£(&, K) telle que

(1) fa(s) — f(s) pour tout s-€ 8;

@) { EJ’ fndu} converge dans ¥ uniformément en e &;

2° pour que f soit intégrable-Lewis au sens généralisé, il faut et il
suffit qu’il existe une suite {f,} dans (&, K) telle que
(1) fo(8) ~f(s) pour tout s e g, ’
(2) {Effnd,u} est de Cauchy uniformément en E € & pour (¥, (¥, Y'))s
En particulier, lorsque f %-mesurable est intégrable-Lewis au sens
généralisé, 2° entraine que 'intégrale généralisée appartient & Padhérence
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dans (¥, o(¥*, Y")) d'un ensemble borné de ¥, d’otr il résulte que
clest un élément de ¥ ([24], IV, 5.4).

Considérons maintenant la famille admissible Dy = {Ipll.,.: 7 e Ry}
Alors si f,, fe é"({, K) et f.(s) — f(s) pour tout s € 8, il n’est pas diffi-
cile de voir que f, — f; en effet, § est I',-fini (th. 5.3) et pour tout r € R,,
Ipllp,, est c-additive et {luli, . (Z;)}—>0 pour toute suite décroissante {8}
dans &, ce qui entraine que lo théoréme ’Egoroff se généralise & ce con-
texte. Il en résulte que les fonetions &-mesurables intégrables-Lewis
sont I',-intégrables et les intégrales coincident. Les mémes obse vations
s'appliquent aux fonections &-mesurables intégrables-Lewis au sens géné-
ralisé en considérant cette fois x comme une mesure & valeurs dans
(Y,9(¥,Y')) et en prenant comme famille admissible I, = {ly'oui:
y e X'

Nous remercions I'arbitre de cet article pour I’aide apportée & la clari-
fication du réle des ensembles intégrables dans la construction de la théorie.
Nous le remercions également pour avoir attirer notre attention sur deux
articles pertinents & ce travail, I'un de Turpin [30] ot figure en particulier
notre théoréme 5.2, autre de Labuda [15], ot le lemme 5.1 et le th. 5.2
sont démontrés pour des e.v.t. généraux.
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A characterization of some weak semi-continuity
of integral functionals

by
TRAN CAO NGUYEN (Warsaw)

Abstract. In this paper we give a characterization of lower semicontinuity
of the integral functional Tr(u) = [ f(4, u () u(dt) on the space L, of integrable func-
7

tions from T into a Euclidean space, The semicontinuity is considered with respect
to the weak topology w (L, §8), where § is a subspace of L.

1. Introduction. Consider the integral functional of the form
L(w) = [f(t,w®)u(@), weI(T,R",
T

where 7' is an abstract space, and u is a fixed, finite, nonnegative, non-
atomic and complete measure on 7. We denote by & the o-field of y-mea-
surable subsets of T. We assume that the space LT, R") is separable.

Concerning the integrand we assume ag little regularity as possible:
namely, throughout the paper we assume the following

. AssUMPTION A. f: TXR"—> RU{+ oo} is such that for each inte-
grable u, f (¢, u(t)) is measurable and there is @ u, such that f(t, uy () i8 in-
tegrable and the integral is finite.

Notice that Assumption A does not imply that the domain of I,
is the whole space L,(7', R"). A priori, it may happen that both the nega-
tive part and the positive part of f (t, u(t)) have the integral divergent
to infinity and I.(%) cannot be uniquely defined. If only one of them is
divergent, then I,(4) = —oo 01 oo, .

In this paper we shall characterize the property that the epigraph
of I,, that is, the set » ’

epil; = {(u, a)| &> I{u)} < Ly xR,
is closed it we consider in I, the weak topology w(L,, 8),- 8 being & sub-
space of L. We say in that case that I, is w(L,, §)-lower semicontinuous
((Ly, 8)-Ls.c). .
In fact, if the domain of I, is the whole L; or if we put I (u) = +oco
whenever the integral cannot be defined uniquely, then the closedness
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