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ACTA ARITHMETICA.
XXXVI (1980)

Berechnung eines Integrals, das bei der Bestimmung
des Ranges der Schar der Siegelschen Modulformen
auftritt

von

WERNER QUAAS (Berlin, West)

1. Die Berechnung des Ranges der Schar der Modulformen zur Siegel-
gohen Modulgruppe n-ten Grades 148t gich zuriickfiihren auf die Berechnung
des Ranges der Schar der Spitzenformen aller Grade << n (U, Chrigtian [2],
Formeln (29) und (30)). Ein entsprechender Satz gilt fir die Modulformen
zur Modulgruppe sn-ten Grades und der Stufe ¢ (U, Christian [7], Satz 5.67).

Die Spitzenformen geniigen einer Infegralgleichung, deren Kern eine
Poincarésche Reihe ist. Dabei erfolgt die Summation iber die volle Haupt-
kongreenzgruppe cntsprechender Stufe und Grades. Aus der Integral-
gleichung crhilt man eine Integraldarstellung fitr den Rang der Schar
der Spitzenformen (U. Christian [2], [4]). Um bei der Auswertung des '
Integrals die von U. Christian in {1] entwickelte Reduktionstheorie fiir
symplektische Matrizen anwenden zu kénnen, wird die beireifende Haups-
kongruoenzgruppe in elementfrernde Klassen zerlegt, wobel das charak-
teristische Polynom der Matrizen und eine Rangbedingung als Kriterien
dienen.

In der vorliegenden Arbeit wird nun das erwihnte Integral fiir den
Grad n = 3, die Stufen ¢> 3 und diejenigen Matrizen M aus I'(3, g)
berechnet, die das charakteristische Polynom (x—1)® haben und fir
deren Rang die Bedingung Rg (¥ —M) = 1 gilt, wobei & die Einheitsma-
trix bezeichnen soll. :

Nach der Klirung der Begriffe und dem Beweis zweier spiter hend-
tigter Hilfssitze im ersten Absehnitt wird im zweiten Abschnitt eine fiir
die Berechnung des Integrals benitigte Vertauschbarkeit von Swmmation
und Integration nachgewiesen. Dabei werden im Wesentlichen die: schon.
erwihnie Reduktionstheorie von U. Christian nnd einige von A. Selberg
[9] bei der Herleitung der Spurformel durchgefithrte Umiormungen benutzt.
Tm letzten Abscehnitt erfolgt dann die eigentliche Berechnung des Integralg.
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2. Mit I'(n) seien die Modulgruppe n-ten Grades und mit I'(n, q)
die zugehérige Hauptkongruenzgruppe g¢-ter Stufe bezeichnet. I'(n, q)
besteht also aus allen Matrvizen M e I'(n) mit

(1} M = Hmodg.

Wir sefzen hier stets ¢ > 3 voraus.
Bs bezeichne RgM den Rang der Matrix M und Det M ihre Determi-
nante.

Wir betrachten nun die folgende Teilmenge von I3, q:
(2) 3, = 6y(3, g) = {M e I'(3, )/ Det(wB— M) = (w—1)%, Rg(B —M) = -1}

® sei ein Fundamentalbereich von I'(3, ¢) in der oberen Halbebene drltten
Grades 3(3):

3) 36) ={Z =X-+i¥[Z =2, Y > 0},
Ist M e I'(3) gegeben, setzen wir

4 B . .
8 | M = ¢ D mit 3 x 3-Matrizen A, B, 0, D.
Es wird dann fiiv Z e 3(3) definiert:
(9) MLZy = (AZ+B)(0Z+-D)"I,
) M{Z} = 0Z+D.
Schlieflich sei

axdy

11 doy = —— . _
(1) “2 = Det T

das invariante symplektische Volumenelement.
Im folgenden soll das Integral v berechnet werden:

(12) "r=f D) Det(

G Meay

~Z+M{Z)) " Det (M {Z})™* (Det TV da,.

Dabei wird g > 6, ¢ = 0mod2 voransgesetzt. Das Integral stellt, mit
einem gewissen Fakior (3, ¢) versehen, einen Beitrag zum Ra.ng der
Schar der Spitzenformen dar (vergl. [2], § 4, (28)).

Zuvor definieren wir noch ein weiteres Symbol und beweisen. zwei
Hilfsséitze,

Sei die Matrix ¥ wie in (8) aufgespalten mit

(AL 0 B, 0
'A.:(l )’ B=(1 , 0=G1 0’ _D:Dl 0‘
0 a 0 b 0 o 0 d
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Dabei sollen 4,, By, C;, Dy 2 x2-Matvizen und @, b, ¢, d ganze Zahlen

gein,
A, B, @& b
M, = y M, = .
¢, D e d

‘Wir schreiben dann:
(13) M = {M,, M}
Levma 1, Seien Py und P, swei Matrizen des Typs

0 B

0 0 0
S (14} P:(E S) mil SZ(O 0 0), 8§ #0

0 0 ¢

wnd L eI'(3). Dann gilt LP, = P,L genan dann, wenn Py == P, und L « I', (3)
sind.

Dabei ist I'\(3) die erste Spitzengruppe wvon I'(3) bei Unendli_ch,
dag heiBt:

Gy s 0 by by, *
oy . Oigg 0 by by *
¥* Ed :tl * * ®
== == ‘ I3y ).
(15) - I3(3) = e C11 O 0 dy dye * =1 ),
. Gay  Caz 0 dyy dy * |
0 0 0 ¢ 0 41
Beweis des Lemmas. '
{a) Mit
E 8 r 8
Pl“’“(o El)r Pz*‘“(o Ez)’
0 0 0
8, =10 0 0], »=1,2
0 0 s
und

PR IO B )]
L. L.\ 11 12 fs)
L = (L1 Lz), L, =& 1 ®|, w=1,2,8
C oW
errechnet man ans LP; = P, L sofort:
8oLy = Ly8y =0,
L1S1 +Lo = Lo+SuL¢
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und daraus:
=1 =1 =l =1 ~0,
(16) iy = =49 =4 =0,
s, = sl

(16) bedeutet aber gerade L e I3(3) und P, = P,.
(b) Die Umkehrung folgh durch eine eintache Rechnung sofort.

Levnvs, 2. Hs sei Z = X 4+-4Y € 3(3) in der Darstellung

x By e 0 1 0 4 .
1n  Z = i zag)+il T O 0 1 Ll =X+iY[L]
1 Lo Da 0 0 p 0 0 1

gegeben. :
G(2) sei ein Fundamenialbersioh von I'(2, q) in J3(2). Dann Wit sich
dar Fundamentalbereich von I' (3, q) angeben mii:

{18) o X +iY, e6(2),

23] < ¢/2,

) 2] < ¢/2,

(19) los] < /2,
' ] <g¢/2,

[Tl = gq/2.

Beweis. Bs sel M «T(3,¢), d.h. M eI'(3, ¢) und

0 *)
| A o B .
£k y
200 M=f ¢ * (1] Bl mit A =(“ﬂ%‘”“) g,
o 0 D *B Gop G Qag
9
0 0 0 0 0 1

Dann 148t sich die folgende Aufspaltung vornehmen:

0 0
4 B
) 0 0
o o 8Ut 00 1 0 0 0
e aredor = (g0 G000 0O
¢ D
0 0
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1 0 g u « = Omod
29 U=|0 1 u Uy g EZ g = — g = UIM0OAE,
(22) 0 o 13 ) bay Uy € 4, Uy = —*, = Omodg,
) O 0 85 .
(23) Ba=10 0 5y5], 8§ =0modyg.
S18 8as S :

Die Anwendung von M* aut Z bewirkt, daBl Z; = X, +1i¥, auf (47, 4+ B)x
% {0Z, +D)* abgebildet wird. Da wegen 3 e I (3, ¢) gilt: (’é1 g) e I'2, q),
folgt: ®(2) ist Fundamentalbereich von Z,.
Die Anwendung von M auf Z bewirkt dann folgendes: M {4y

w= U'ZTU+ 8, d.b. im Einzelnen erfolgen die Hrgdnzungen

a3 > H13 1513,

Dgg — Tos ~+Sass

&g —> By -1 8a,

Y- UYU = Y[U],

7. 0 10 1 1 0 a4
1 -0 0 1 I 0 1 4|
0 0 p/\0 0 1 0 0 1
e 0T/ 0 1A 0 u

= _ oo 1o LI0 1

0 0 p/\0 0 1/l0 0 1

) ¥ 0 1 0 wu+1
= 1 0 0 1wl

0 0 /il 0 1

Algo exfolgen dic Ersetzungen
(25)

(24)

Y[Ul=

Iy~ by tay -

Ty — Iy - 2tg.

Berticksichtigh man 8= Omodg und %,, #; = O0modg, so folgt aus (24)
und (25} die Aussage des Lemmas. :

3. Bs soll geseigh Werden,.‘ daB in (12) die Summation und die Inte-
gration vertauscht werden kbhnen. Dazn missen wir beweizen, dal

(26) 3 [ aba(—Z-+M (Z)) 7abs(M {Z}) 0 (Det Y dwg

Jiseg B
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konvergxert Dabei bezeichnet abs(M ) den absoluten Befrag der Deter-
minante von M.

Die néchsten Sehritte lehnen sich an eine Umformung von A. Selberg
9], 8. 63% an,

Bs sel {0y} die Menge der Xonjugiertenklassen von oy, {M} e{a,),
.. M sel die Konjugiertenklasse von ¢,, in der M Legt.

Ferner definieren wir:

T3, )]s = {¥ € (3, )N I = MN}.
Den Fundamentalbereich von [I'(3, ¢)1;; in 3(3) bezeichnen wir
mit Hir.
Nach Selberg gilt dann, daB (26) dem folgenden Ausdruck gleich ist:
(29) 3 [abg(
{Mieloa} Sy

Dnger Ziel ist es jetst, flir {z,} ein Reprisentantensystem anzugeben.
Da fir Meo, ja gilt

{30) Rg(M~F) =1,

folgt nach U. Christian [1}, Lemma 5 und [B], Satz 2:
Zu jedem M = o, gibt es ein B e I'(3) mib

{27)
- {28)

—Z+MLZ>)~abs (M {Z})~9(Det Y)Y dw,:

RMR - (M, M},
wobei M, — B und M, — (;; i) mit s 5 0.

Anders gesagt: Zu M € o, gibt es ein K e I'(3), so daB

{31) M = K'PK,
und P hat die Gestalt (14).

‘Wir setzen jetzt noch
{32) I(3) =6 I'3, g ... u&I(3,q).
Die ¢; (i =1,..., ) reprisentieren also die Nehenklassen von I'(3)
nach I'(3, ¢).

Zusammenfassend ergibt sich: Wenn s iiber alle von Null verschicdenen
ganzen Zahlen und ¢ von 1 bis « laufen, o reprisentieren die Matrizen

{83) : G PG,
alle Konjugiertenklassen von o,. Dabei habe P die Gestalt (14) und &
die Bedeutung (32).

Jetzt mul noch beriicksichtigt Werden, daB durch die Mafrizen (33)

eventuell zu viele Représentanten gegeben sind, d.h., daf mehrere Matri-
" zen (33) dieselbe Klagse reprisentieren.

Berechnung eines Indegrals 373

Luovma 3. Fs sed

4, =4[] (1 -7
bl

Damn gibt ez Matrizen H,eI'(8) (L =1,...,4,) mit der Digenschafi:

Die Mairizen H, PH;" bilden ein Reprisentantensystem der Konjugierten-

Klassen von oy, und jede Klasse wird auock genau einmal reprdsentiert.

Beweis. Talls es zwei Matrizen der Form (33) gibt, die dieselbe
Konjugiertenklasse von o, reprisentieren, existiert ein ¥ <I'(3,q) mib

{35) NG.‘-—IPIG.;N_I mGEIPga]“ ?;,Tte{l,...,a}.

(34) {p Primzahl).

Man setze L* = G, NG; ' und erhéilt aus (35)

n*p, =P, L".
Nun folgt aus Lemma 1:
Py=P, wund L*=@a,NG"el\(3).
Also existiert genau dann ein N e 17(3, ¢), welches (35) erfiillt, Weﬁn
(36} G T3, )67 T (3) = O, '

Diea stellt aber gerade den Zusammenhang mit der bei U. Christian [3],
8.56, definierten Spitzenanzahl 4, = 4(I'(3, g),'l) her, deren Wert
oben explizit angegeben wurde. Aus der genannten Arbeit von Christian
folgt jetzt sofort das Lemma 3.
Nach diesen Vorbereitungen fahren wir mit der Berechnung von (29)

fort und erhalten dafiir '
(87)

2 f abs(—Z +(H; ' PH,) (Z>)%abs(Hy ' PH,{Z}) " (Det X )*deoy.
Bl 4, $ 1
a0 © O Hp P

Fiir das Integral gilt nun folgende Gleichheit:
f abs{ —Z +(H;'PH, )(Z)) gabs((Hk 'PH){Z} 7

-1
Hi’c PHTc

(Det ¥ doy
]

= [abs(—Z+PZy)"abs(P {Z})“"(Det Y doy.

Wenn man nun noch Lemma 3 beriicksichtigh, errechnet man fiir (37):

(38) A, 2 fabs(—Z+P<Z>) 2abs(P{Z})~

850 51:
Hp 18t ein Fundamenta.lberelch von [I'(3, 9)]p.

o (Det ¥Ydwy.
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In Lemma 1 fanden wir
LP, =P, L < (P, =P, AL el'y(3,q)),
d.h.
(39) [P(S_sq)]f' mPI(S, 9.')-

Das hedeutet aber gerade, dafBl $p auch Fundamentalbereich von I (3, ¢)
igh, 1nd der war in Lemma 2 bestimmt worden. '

Unter Beriicksichtigung von (17) gilt ferner:
(409 Det(_—Z-]éP(Z)) == (Det Yl)(4s—8ip;),
(41) Det(P{Z}) =1.
Fiir (38) erhalten wir jetzt: _
(42) 4, > [|(Det Ty)(4s —8ip,)| ¢ [py Det Vo (Det ¥)~*dXaY
5340 S)P
=4, . [ (Deb¥) s —8ip;|~?(Det ¥y) x

d70 Xy tid =) ,
1231 [¥ats iy gls
leagls laglssafz - .
X 1psl7* X, Aty Aty A A ¥y dpydL

=gd, Y (Det ¥y)~% [4s — 8|0 |pylf—*d X, d Y, dp, .

B#0 X HTe6(2)
Folgende Substitution

(43) . Ps = §|s]?

fithet (42) fiber in

(44) ¢4, > [ (DetT)t|s| T2 — it~ et AX, A Y, A

§40 XjiT7e6(2)

= 4,27Vl (5(2))£(3) [ 047 " dt.
. ; .

Dieser Ausdruek ist konvergeni.

4. Da Summation und Integration in (12} vertauscht werdoen diivfen,
gilt also;

v = M [ Deb(~Z+M{F>) " Deb(M {2} (Dot T deoy.
Mgy ® i
Hierauf kénnen wir, wie bei der Berechnung von (26), die ,Selbergschen
Umformungen” anwenden und erhalten schiieBlich wie in (42):
T =A,q (Deb ¥,)~° (ds — Bips) "9/ 4dX, AT, dp,.

s Xy ¥ eB(2)
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Wir substitutieren wieder wie in (42), d.h.

Py = %ls|t,

wnd erhalten:

v = 4,6 D) (Dot ¥ ()% (ds 4|81y (% [s]£)~* & |51 X, Y, dt

a5 04y eB(2)
= d,q° Vol{® (2))2*20-“4“12 f AL - d8) 0 ( — 1 —at) ) T
§>00
= (=14, ¢Vl (B(2)) 270 (3) [ (iyoetar.,

Der Integrand ist in der oberen t-Halbebene residuenfrei und verhflt
gich fiir |¢] > oo wie O([f|™"), woraus ' '

(45) 7 =0
folgt.
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