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Introduction. Dans son livre Quadratische Formen wund orthogonals
Gruppen (4], Hichler & découvert importance pour Vétude des formes
quadratiques entiéres de certaines matrices de similitndes (généralisant
les mafrices définies par Brandt en 1943 dans le cas des quaternions).
Ceg matrices de similitudes possédent de remarguables propriétés de
multiplication, analogues aux propriétés de multiplication des opérateurs
de Hecke dans les espaces de formes modulaires. Ties récents théorémes
de relévement (dits de ,,lifting”) dey formes automorphes, dus en parti-
culier & Naganuma, ont apporté des idées nouvelles pour I’étude des
formes quadratiques entiéres. Guidé par les méthodes de lifting, Eichler
a exposé 4 Boan (Conférence on modular forms 1976) un cas particulier
de relévement de réseaux qui refléte en termes de formes. quadratigues
les résultats obtenus par Naganuma. ' '

Dans cet article, nous allons redonner un exposé des travausg d’Eichler
en ley présentant dans un eadre plus général. Nous avons vouln présenter
unc exposition détaillée et compléte des résultats, an fisque de ia rendre
un pen longue. On part d’un espace vectoriel § de dimension 4 sur un
corps de nombres totalement réel &, muni d'une forme quadratique tota-
lement anisetrope dont le discriminant §, bien défini dans B” /B2 n’est
pag v carrd, On introduit sa denxiéme algébre de Clifford O, gui est
Punique corps de quaternions totalement défini sur K = k(Vé), de dis-
criminant 1. On étudie les réseanx entiers de § dont le déterminant est
égal an discriminant de K /k. 11 est possible d’établivr une correspondance
entre ces réscaux de § et les idéaux de O, compatible avec les opérations
données par les matrices de similitudes de Hichler. Par I'intermddiaire
des séries théta {qui sont ici les formes modulaires holomorphes assocides
4 une forme quadratique définie positive et & un polyndme sphérigue),
la correspondance ci-dessus se transforme en l'application de Naganums
(pour k& = Q). : :
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I. Résumé des résuliats

1. Soient & un corps de nombres totalement réel, o, son anneau des
entiers et § nn espace vectoriel de dimengion 4 sur & muni d'une forme
quadratique g. Son diseriminant est bien défini dans &* /5%, et on suppose
qu’il n’est pag nn carré, On peut alors lui associer une extension guadra-

tique K de k. On supposc que ¢ est définie positive en tonte place réelle
de k. Alorg K est encore totalement réel. Notons &gy le discriminant de
Pextension K /k. Si L est un résean de S, on définit sa norme g(L): c’est
Pidéal fractionnaire de % engendré par {g s ¢ e L} On définit son déter-

minant §(L): si L 2 une base sur oy, ¢ est 1’idéa1 fractionnaire engendré

par le déterminant de la matrice exprimant la forme ¢ dans cetbte bage,
sinon c’est le produit des déterminants locaux de I, sur %, pour tous les
idéanx premiers p de o,. On suppose gu’il exviste dans 8 un réseaw L, de
norme q(Ly) = oy ef de déterminent &(L,) On explicitera plus
loin ces hypothéses quand % == Q.

2. On introduit la deuxiéme algébre de Clifford ¢ associée a 'espace 8.
C'est une algébre de quaternions sur son centre, lequel est isomorphe
a K. L'algébre O est totalement définie, et non ramifide en toute place
finie. D’antre part, on peut agsocier & chaque élément de € une similitude
directe de I'espace S. On établira alors une certaine correspondance entre
les réseanx de l'espace 8 ot les idéaux de lalgdbre (. Plus préeisément
on agsecie an régean Ly un ordre maximal £, de C. 8i () pour o variant
de 1 & b, désigne un systéme de représentants des classes d’idéaux de €
d’ordre & gauche O,, on associera 3 chaque 9, un résean L, de 8. Fixons
un entier I pair stristement positif, On sait construire, pour chaque idéal I

= 6K]]c N

de Panncan des entiers op de K, une matrice de Brandt B;(1). Clest une’

matrice carrée qui exprime opératenr de Hecke T, dans un espace de
formes automorphes sur K [5]. D'autre part, on saura introduire une
certaine base de polynémes sphériques de degré I sur 'espace 8, et associer
alnsi & chagque réseau L, et chaque idéal » de o, une matrice colonne
wy{L,, n), dont les termes sont des coefficients de séries théta sur % On
définit I matrice colonne:

= (my{L,, n))
Pour tout idéal » de oy, on peut définir Paction de V'opératenr de Mecke T,
sur les matrices »y(n). Le résnltat central ezt alors:

THEOREME. §i p est un idéal premier de o, premier & Sy O @2

{a) sip se décompose dans K en p = PP,

$LB(B1) + B, (Po)Imy(n) = Tymy(n),
(b) si p est inerte dans K,
By(p)my(n)

My (1) pour ¢ variant de 1 & h.

= Tamy(n) + p [~ my (n).
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Par la suite, on aura besoin de modifier un peu les matrices de Brandt
eti les matrices m;(n), en liaison avec le fait que les idéaux de % et K ne
sont pas supposés fous principaux. Ces matrices de Brandt modifides
seront diagonalisables, toutes dans une méme bhage.

3. Pour obtenir linterprétation analytique du thuoreme précédent,
on supposera L = Q. Les hypothéses reviennment alors i choigir un
nombre A, sans carrés, positif. On pose 4 = A, si 4, =1 mod 4,
A == ddy st Ay =2, Smod 4. SiQ est une matrice carrée engidre de rang 4,
symétrique et paire, définie positive, de déterminant 4, on pose, pour
ze,Imz > 0:

— Zml (‘)’b) eiﬁim,

Ses coefficlents sont des formes modulaires paraboliques de poids [--2
pour (4}, de caractére le caractére résiduel (4/-). Le théordine impligue
que Despace des séries théta engendré par les coefficients de #(7) est
stable par les opérateurs de Heeke ', si p est premier et (4/p) = 1, et
par T e 81 (d/p) = —1. D’sutre part, en utilisant la théorie adélique
des fmmes automorphes, on peut définir une matrice @, de formes de

pour n allant de 0 & oo.

‘Hilbert pour I, & partir des matrices de Brandt (de la méme fagon que

les my(n) fournissent la matrice #(7)). On a, pour tout idéal premisr P

de og, I'égalité: TP, = B)(P)P;. Diagonalisons les matrices de Brandt

modifiées. La matrice @, se transforme en une matrice @ diagonale. On

pose @ = diag(®,;). La matrice colonne ¢ se transforme en une matrice

colonne (4,). Les O, sont des formes de Hilbert propres pour tous les opé-

rateurs de Hecke. On peut montrer qu’elles engendrent I’espace des formes

de Hilbert. La difficulté est que 9, d’une part peut &re nul, d’autre part

est propre pour T, si (A/p) = 1, mais seulement pour I 2 51 (4)p) = —1..
8i &, est non nul, on pourra aszocier & 9, un couple umque (f;, J) de formes

paraboligues propres pour tous les opérateurs de Hecke vérifiant

> 0 -1

Ti =f1;h+2 (A 0)‘
Soient Z;(s), £:(s) les néries de Dirichlet associées & 8, f;, fi.
On & alors:

TuROREME. 87 1 est tel gue %, 5% 0 et que O, soit invariant par Vaction do
Gal(K/Q), alors pour s € C; on a Végalité:

&;(8),

Zi(sy = Li()Ei(s).

Clest Ia forme du théordme de Naganuma [8].



380 J.-L. Waldspurger

II. Réseaux et algtbre de Clifford

1. On se place dans les hypothéses de I1. Quand on choigira, tne
base de Pespace 8, on notera 0 la matrice de la forme g dany cette base
(si @ e§ et i 4 est la matrice colonne des coordonnées de a dans Ia base
el question; on & ¢(e) = § t4QA). Pour tout idéal premier p de o, ¢t tout
p,-module X, on note X le complétié de X en p.

Propostron 1. Soit L, un résean de 8y, entier {q(Ly) = py), et s0id
K, = I, (VaetL,). lors lo discriminant (K [l,) divise 8(Ly)-

GOR.OLLAIRL Le résean L, est maximal (ie! il n’existe pag de résean. L'
contenant stricterent Ty et el que g(Ly)=g(L).

En effot, L, est de diseriminant minimal parmi tous les réseaux
entiers. -

Démonstration de la proposition. Si p ne divise pas 2, elle est
immédiate. Rappelons le résultat suivant ([4], p. 48):

PROPOSITION 2. 8% p est un idéal premier de oy,

(a) ¢ p ne divise pas 2, tout résea de 8, posséde une base or thogonale,

(b} gip divise 2 tout résean I, de S, posséde une base {e;) dans lagquelle
la motrice @ de la forme g & éerit:

248y Uqp
Yyg Dy

Q

Q= e g(L,).

‘ avee - Uy
2y gy

gy 2y

Soient alors p wn idéal premier divisant 2, = une uniformisante en
“p, et {¢;) une base de I, comme ci-dessus. On a les formules ([4], p. 36):
{a) 6{H,/k,) = 4p 5l lo valuation p-adigue de det{l,} est impaire,
(b) 8(H,lky) = 4;0‘2” gi cette valuation est padre, olt g est le plug
orand entier fel que ¢ soit un earré modulo p*, si ¢ est une unité telle que
det{L,} = ea”.
On a deb(L,) = (40,25 —ui) (dua, —u3,). Sisa valuation est impaive,
‘cela entraine que soit i, soit us, est divisible par 2. Alors det(Ly) ost
divisible par 4, done par 4p puisque sa valuation est impaire. ﬁum)o.ﬂ.unﬁ
-aun contraire l’b valuation de det(l,) paire. Si u,, ou y, est divisible par 2
alors 4 divise det(L ) et & fortiori 4p™*7 divise det(f,). Sinon on a:
det(Ly) = udyal, (du, wyus® —1) (4 gty —1).
O peut poser:
o = (duy sty — 1) (dig ey —1).
En inversant au besoin les couples (¢;, e5) ¢t (&5, ¢,), on a ¢ = Imodduy’, .

Done 4uz;’n, divise p*, ce qui implique que 4p~* divise us, et done divise
det(L,). ®
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Em reprenant ce caleul pour Z,
on vérifie

LeyvyE 1. 8ip divise 2, le réseaw L, ,, posséde une base (e)) comme dans
la proposition 2, avec w,, 11, 6t u; d6s unités de o,.

== Ly p, auquel cas (L, ,) = 3(K,/k,),

2. Lalgébre de Clifford. La 1%° algeble est le k-espace engendré
par les sunites (4, ... @) oll a; £ 8, soumises aux rela.tmns de multilinéarité
évidentes et aux relations:

(ab) +{(ba) = ga-+b)—q(a) —g(d).

La multiplication est donnée par:

La 2fme glpdbre O est la sous-algéhra engendrée par les suites (a, .. @) pourr
pair. Prenons une base orthogonale (¢;) de §. On vérifie facﬁement que ¢/
est une algébre de quaternions sur son centre, lequel est engendré par 1
et (6;05656,). Comme (e, ...¢,)° = (detQ)/16, ce centre est isomorphe
A K = k(VdetQ ). Ltantiantomorphisme de ¢ au-dessus de K,noté M — M
est défini par (a,...as) — (&, ... @), la norme réduite par Neg (M)
= MM = MM.

Prorosirron 3. L'algébre { est Dalgébre de quaternions sur K, totalement
définie et mon ramifiée en toute place finie de K.

Démonstration. On vérifie facilement que lés éléments 1, I = (e, ¢,),
I, = (8,6,) eb Iy = (g,6,) forment une base de € sur K, soumis aux rela-
tiong: Il = —a, I} = —f, I} = —y, LI = —I,I, pour i +3j, avec
a = gle)gles), f=gles)gles), v = qlegle). La norme réduite dun
dlément M = g4 Jy - apdy +aply est dgale b

Ny (M) = aj+aja+aip+afy.

Legs nombres o, £, y sont totalement positifs car ¢ est totalement
anirotrope, done ¢ est un corps de gquaternions totalement déﬁui gur K.
Loealement, si P est un idéal premier de oyp ne divisant pas 2, et 51 p
est 1Midéal de p, sous P, on peut supposer que (e;) est une base de Ly,
lomme §(Hy, /7_’%) = 0, OU po,, On peut se ramener & a, §, y unités de o,.
La norme réduite de Gy sur Ky représente 0([1], p. 55), done Oy ~ My(Ey).
Ni P divise 2, soit (f;) une base de I, comme dans le lemme 1, et
définissons Ia base orthogonale (e,) de S,: ey = fi, 6, = fo— (g /2%,) 11,
6 = fz, € = fo—{%,/2u3)f3. Alors la norme réduite dun élément
M =wy+uw T, oI agd; est égale &
Nyl M) = i+ 23 10y [ —

(3g /42) ] + 3 g [0y — (7o [4201)] a5 204 %y -
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Posons ¥, = 20y, Y1 = @1, Yz = Pa, Ya = DU &y, AloTs:
Ply) = 441'1Nc/r(M) = gy + Y} ey (0 g — Uy -+ 73 10y (A20g Uy — Uiy) 3 %

Cette cxpression a pour coefficients des unités de o, De plus 'équation
Py) = 0mod (4p) a des solutions non triviales. Bn effet, 'élévation au
carnd étant une bijection dans o/p, il existe une unité » telle quo 4, = wluy
modyp. AlOTs o =ty Yu =1, Yo = %, Ys = Wiy, est une telle solution.
Done P(y) représente 0 dans Ixm([l], . 56) et Oy~ Jl{z(]{gp) ]

3. Similitades. Soit ¢ e 8 et M ed. On peut construire I'élément
M (a) M de 1a 1%° algébre de Clifford. On vérifie qu'il est de la forme (b)
pour un élément b de S, car 1a dimension de § est 4. On notera b = M (a) M.
Lélément M de ¢ agit done sur § par a — M (o) M '

ProrosITION 4. Toules les similitudes directes de S sont donndes par:
a1 M(a) M, ot (resp. M) est un élément arbityairve non nul de k (resp. O).

Lo morme de cette similitude st 2ty Noye( M), De plus deuwm paires (1, M,y)

et (ty, B,) définissent lo méme similitude si et seulement s1 il existe p e K
tel que M, = pMy el by = ng () .

Démonstration. Vérifions que o> b = M (2)M est une similitude
directe. On a: ¢(b) = (bb) = M (a) MM (a)M. On a le lemine facile suivant:

LEMME 2, Si a € 8, a # 0, Papplication M s (a) ' M (a) = g(a) }{a) M (4)
est un automorphisme de C induisani Tautomorphisme o galoisien mon
trivial de K [k sur le centre K de C.

Alors, comme MM = Nyz(M) est dans le centre, on a:

a(b) = »EZNC'IKUVI)U(““)M = N (MY Nep{M)gla) = WK/F.-NU/K(J'I)QW)-

L’application est bien une similitude de la norme indiguée. D’autre part,
il est clair que si T est une similitude et (¢;) une base orthogonale de 8, on o

(re,restege,) = det(T){e 6,658,).

Grice au lemme précédent, on peut calculer lo membre de gauche pour
v{a) = M(a)M et vérifier que cette similitude est directe.
Réciproquement, si r est une similitude directe do norme s &k, on
salt que s est totalement positif, et qu'il existe u & K tel que § == fgy(u)
([4], p. 65). Posons u = a+yV4 avec @, yek et 4 = deb@ en fixant
une base. Alors 8 = gt —y24. Puisque s est totalement positif, on. a & # 0.
La similitude x7 est de norme z%s, de la forme %% = nyg; (o) ob wu osb
un élément totalement positif de K. Un tel élément est de la forme ap
= Ngx(M). Alors v est le produit de la similitude @+ »™'H (a)M par
un antomorphisme divect de §. Le cas d’un automorphisme est traité
dans [4], p. 26, d’oti la conelusion. L'assertion " unicité” cst dvidente. w
On a bien siir des propositions locales analogues.
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4. Réseaux de § et idéanx de 0. On renvoit & [5], p. 16 & 20, pour
la théorie des ordres et idéaux dans une algébre de guaternions.

Soit L un résean maximal de §. On lui associe un sous-annesu O,
de : c’est le p,-module engendré par les éléments #{a; ... a,,) evee a; el
etit e g(L)"". D’aprés (4], p. 98, si deux réseanx T, L’ sont tels que D, =D,
alors il existe un idéal m de & tel que I = mL Remarquons que pour
MeDyetaecL,ona Ma)M el (la réciproque est fansge: il existe des M
tels que A ¢, et que M(IL)M < L.

Prorosrrron 5. §i L est un réseaw maximel de S dont lo norme g(L)
est la norme d'un idéal de K, alors son anneau assocté Oy, est wn ordre maximal
de C.

Démonstration. Elle egt locale. On démontre d’abord la proposi-
tion pour L, ol onnote O, son annean associé. Ce cas est traité dans [10],
Satz 10, 11, si & = @, ce qui n’est pas vraiment restrictif, sauf au-dessus
d’une place p de o, divisant 2. Dans ce eas, 5oit (¢;) une base de L, , fournie
par le lemme 1. On infroduit % = (2(e;ey) —s5)(2 (636,) —tig,). Alors

Nt = (duyuy —ud,) (dugu, —uz,) = dev@, ef K, = k,(n).

On vérifie claggiquement que Ox, = o,;,p [1, (52, + ) /2], Or
N = 4(e162656,) —2""'34_(6162) —2055(650,) + UypUyy.

Alors {U10%3,+7)/2 €Dy, done g, = Dy On peut localiser en un
idé_al B de v au-desyus de p. On considére le sous-module de Dy, Fuivant:

Org [1, (e1€:), (€a6s), (6164)].

Son diseriminant par rapport & g est:

2wy,
Uy 21Uy

0

det = (dty Uy — uk,) 1.

Dug Uy Uy
Uays 2Ugly

D’aprés le lemme 1, ¢’est une unité. Alors ce sous-module est O, 5 tout entier
et O ¢ est maximal.

Detix réseanx semblables ont des anneaux agsociéds conjugués par
automorphisme intérieur (proposition. 4). 11 suffit pour terminer 1a démons-
tration de vérifier que L, est semblable & I ,,. Comme g(( ) 686 12 norme
drun idéal de K, et que Iocalement les idéanx sont principaux, il existe
w e, tel que g_f( pt = P, ()0, S0it M e 0, tel que u = ng,Kp(M)
et posons Ly = ML, )M‘ Alors g{L,) = 0,. D’aprés [4],p. 26 et 52, Ly,
ast isomorphe & I, et donc semblable éu L, =
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L‘hongons maintenant le résultat principal de cette partie. Si L esi
un résean d’anpean associé O, et si I est un Dy-idéal & gauche de C,
on Pose:

LM = {Eﬂ./"f(a)llf; e, acL).

TrgorbME 1. 89 L est un réseau mazimal de 8, d’ordre associé maximal
D, soit M wn Dp-idéal & gauche de ¢ et L' = (L) Alors L' est un
réseaw mavimal de § dordre associé maximol égal & Vordre & droite de M.
On ¢ ' '

QL) = ngp Nege (M) (L)

" Réciproguement si L et L' sont deuw résequx mawimous de 8, d'ordres associés
Dy, 6t Dy mowimany e s0it I un idéal dovdre & gauche Oy, et & droile Oy,
il existe un idéal m de & tel que L' = mI(L)M. Si (W, my) et (D, my)
vérifient Dégalité précédente, alors il ewiste un idéal I de K tel que

wtz = S[RII 6t

COROILATRE, Si L est un réseau maximal de 8§ d’ordre associé marimal,
alovs q(L) est la norme d'un idéal de K. -

I1 sutfit d’appliquer le théoréme au couple L, L,.

Démonstration du théoréme. Elle est locale. Au dessus de %y,
tous les idéaux sont principaux. Alors Eﬁt(L)ﬂR = MO (L0 M = i ey
pour un-certain M e (, et on en déduit facilement la premiére assertion
(compte tenu de Ia proposition 4). La deuxiéme assertion résulte de la
premiére et du fait que deux réseaux ayant méme ordre associé ne diffe-
rent que par un idéal de k. Pour *unicité”, on remarque gque P,Mi"
est un idéal bilatére. Done il existe un idéal I de K tel gque M, ' = O, T
([5], p- 18). Do My = M,T et Dassertion sur les m,; s’en déduit
facilement. m

—1
My = gy (1) My

III. Représentations de Palgébre de Clifford

On va étudier la représentation inverse o~ M(a)M do ¢ gur
Pespace 8.

1. Aetion a Pinfini. Soit » une place réelie de & et I Palgdbre des
quaternions de Hamilton, On 2 vu que O, =~ HxH. Un {&ément de I
s'éerit classiquement: Z = o, a0+ 2,5 + a3k, Posons:

' Z, Z ) L
(7)) = (—Z_z Zﬂ avee 2y = ap-+iny, Lo = py+iwy dang O,
1y .

Alors v, est une représentation complexe de dimension 2 de H*. Pour
leN, goit 7, la I-iéme puissance symétrique de . CPest une représenta-
tion irréductible de dimengion -1 de H* ¢f toute représentation irréduc-
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tible de dimension 141 de H* est de la forme Z > NygrlZ)n (Z),
pouruns e C.

_Le groupe 'y agit sur S, done aussi sur §, = 8, € par 2, (M) (@)
= M(a)H. B

PrROPOSITION 6. La représentation inverse 2,(M) est équivalente &

M vy (I) ®r, (M),

si M est identifié & (M, M,) e H* 3 ",

Démonstration. I est facile de voir que la représentation naturelle
de 80, (R) sur €* et ivréductible. Compte tenu de la proposition 4, 2,
est irrdductible. Comme 2, est une représentation inverse irréductible
de H* = II*, ¢'est le produit de deux représentations inverses irrédue-
tibles de H*. Les facteurs H* jouant claircment le méme rdle, ces
deux représentations sont les mémes, de dimension 2. Done 2,(M)
== 1Y, ,;,ij,,,(ﬂf')'*‘?"l (ﬂl) @, (M,) pour un s (les barres proviennent du fait que
la représentation est inverse). Prenons en particulier M = (w, ) avec
o e R*, Aloys par définition 2, (M) est la multiplication par 22 et le deuxi-
sme membre est la multiplieation par «**. On en déduit s = 0 et la
proposition. =

Fixons un entier | pair strictement positif. On considére Pespace des
polynémes p sur 8, & coefficients complexes, homogénes de degré I, sphé-
rigues pour la forme g ([9], p. VI, B). Cet espace est de dimension (I-+1)3
Le groupe ) agit sur cet espace par:

[R,o (M) (2)](8) = p(2,(HM)a),

On vérifie en effet que I}M(JII ) () est bien sphérique pour g.
Provosmitron 7. La représewtation Ry, de OF sur Despace des poly-
ndmes ephériques powr g, homogénes de degrd L 68t éguivalente §
M o= (JFll, M) = v (M) R (D).
Démonstration, 1)’11}10\ [1h], p. 466, la représentation dc 30, (R)
sur Pespace des polynanes sphérigues homogénes de degré test irréductible.

Compte tenu de 1a proposition 4, on en déduit que R, , est irvéduetible. On
poursuitalory la ddinonstration de la méme facon guepourlsproposition 6, w

pour ac 8, et M eC},

2. Matrices de Brandt. L’entier I veste fixéd dans toute la suite. Pour
une place réelle v e k, on note B, , Ia 1epré.senmt10n matricielle complexe
de dimengion (1-4-1)% do O :

M = (M, M,)—r(M)Rr,(,).
Si M e0; on pose B, (M) = @R, (M) tensorisé sur toutes les places

réelles de k. Soit O, Pordre maximal de ¢ associé an résean L, et (M)

i
b
’
|
i
;
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pour ¢ allant de 1 & &, un systéme do représentants dex classes d’idéanx
d’ordre & gauche T,. On note O, lordre i droite do I, ot ¢, le nombre
d*éléments du quotient O jog. Soit [ un idéal entier de vg. On pose
H{af, I} = ZRL(H ) 3,71, olt on somme sur los M e 0 tels gue

(a) MMM entier (ie. M e M M),

(b) Nc'uc(im; Ismp'M ) = I 3

(¢) dans un ensemble {e;ee 0y} on ne prend gu'un élément {on
vérific que Ry(eM) =ty (e By (I) == R, (M) eaws T ost paiv).

La matrice de Brandt est alors o matrice carrée Covdre b (111 )20

By(I) = (II{af, I)} pour a, f allant de 1 & A,

3. Action de Ialgébre de Clifford en une place finie. Soit p un idéal
premier de oy, et supposons d’abord que p se décompose en P, B, dans K.
_On peut alors trouver des isomorphismes rendant le diagranme suivant
commutatif: .

Oy = Hyloy) X M (o,)
1 } J n

- i
Oy = My (ly) X Moy(h,)

0lL4, §, sont les injections canoniques. On identificra M e Uy AVee gon image

(M, My) € Mo(E,) X My(Ry), la norme so transformant en Irapplication
(M, My) v (deb My, deb D) s &y X Ty, =~ K.

) Le groupe €, agit sur §, (done anssi sur S, = 8, ®E,, ol k, est la
eldture aIgéblthue de ku-,_et le produit tensoriel pris sor kp) par a v M (@) M
{on écha.ngg el M et M pour simplifier les énoncéds). On en déduit une
représentation de GLy (k) X GLy(k,) sur §,. ‘

_'PROPO_EICL‘ION 8. 8i p est décomposé dans K, il emiste un isomorphisme
de &, sur ky 1ol que la représeniation précédente se transforme en la repré-
sentation naturelle

(My, M) = M, 2 M,

Par cet isomorphisme, le ukn-a"éseau Ay 86 transforme en le n,[.p-mudule eNGeT-
dré par Lo base naturelle de /—c;

.Démonstr&tion. Laction de ¢ sur gp (ct pas seulement sur '5'1;)
est irréductible. En effet, il suffit de voir gu'un endomorphisme de Sp
commutant & Paction de CF est forcément sealsire (21, ‘p.‘ 167). Soit w
un tel. endomorphisme et (¢;) une base orthogonale de 8. Pour i 7 §,
notons’ w,; l'automorphisme direct tel ane uy(e,) = —e;, uyle) = —6,
e*.u ':’.v,,,j(ek) =g Pour-k 54, §. Comme 4 commute i 1 pour tout couple
(1,7) (proposition 4), un ecaleul rapide montre que w eat diagonal dans
la base (¢;). Puisque c'est vrai pour toute hase orthogonale, ¢’est que u et

icm
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oalaire. Lo représentation do Glig(k,) x Gly (k) sur S, étant irréductible,
olle ost le produit tengoriel de deux représentations irvéduetibles do Gl (%,),
qui sont bien siie low mémex: M = (Mq, M) > By (M) @ Be( M), aivee R,
do dimension 2. Lo représentabion R, est clairement polyndémiale (car
Mo (m oy M (w)M) Pest). De plus Ry restreinto & 8y (k) est ivéductible:
ginon Ry vaudrait 1 sur Sk (k) et serait vne reprdsentation du guotient
(}]':9(7&;)/HLI;E(IGP). Joogronupe dtant abdlien, By sersit do dimension 1, ce gui
nlost pas o cas. On ubilise le rdsuttat suivant de la théorie des représen-
tations: '

Tmwwms 3. A dxomorphisme pros, il exisie une soule représentation drrédu-
ctible polyndmiale de degrd 2 de MLy (fr,) s 17'.3p . (Vegt Lo reprdsentation naturelle.

Sur $lg{k,), on peat done supposer que By(M,) = My, Bur Ry, soit
be by, alors Ko (4-1d) @ B, (K1) est isomorphe & Paction @ — M (a) M avee
Mot ) e K, Or powr Melk,, on st que M ()M = MM (a)
= fn,K‘p,,l,p(.M Ya, jei dgal & (2+a). Done Ry(2-Td) =1{-Id. On a done Rg(M,)
== M, ponr My ek 8l (k). Comme Jty est polyndiniale, on en déduit
gu'elle ext la représentation naturelle sur tout le groupe GLy (%), co qui
démontre I promidre assertion,

Lo méscan T, , dtant stable par Paction des éléments de D, ,, il sotrang-
forne par Pisomorphisme précddont en un o,i.p—module 1, de rang 4, stable
par Paction de Pensemble ¢F des matrices de GLg (k) & coefficients entiers.
Sofent ([} Iv base natuvelle de Fy (conwidéréd comme un espace de vecteurs
colonnes), = une uniformisante de &y, et o = Dugf; un élément de Lo,
avec a; € ky, b supposons @y o= 0. Posons

10 a0
I (0 J) Mo = (0 1)

Soit b T QM| My ®1(0)—a] =M, @1 (a)+ 5. Alovs b = (x—1)'m.f; of

bel,, Done mf, ¢y, Soit n lo plug pobit entier rationnel tel que
mta fy ¢ Ly, ot modifions Plsomorphisme do 8, sur & par 1a multiplication
par (#e,) ' Alote f, ¢ Ty ob & 'fy ¢ 1. Jin ehoisissant encore des matices
approprices, on montre queponed = 1, .., 4, @ Lot o f, ¢ 1o Notons Ly
le résean sur Op, do hase (f,). Alors Ly & Joy, T existe done t & Dy, tel (}ua-
thy < Ly S s Yayf; 6 Ty, onoviend de voir que ayf; € L,. Done tz,f; & L_E,
eo qui implique @, 6 k. Pax allloars 7' fy ¢ Ly ol €0y et aely.
Dot Ly == Ly, o qui wehdve la démonstration. = o
Placons-nous maintenant en un idéal p do o, inerte dans K. On o dos
isomorphisimes rendant le diagramme suivant commutatit;

Uy % M(Ey)

J J

D(),p e -‘Mﬁ (DK],)
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Le groupe 0 agissant toujours sur §, par a — M{a)M, on en déduit nne
représentation de GlL,(K,) sur §,. '

Soit ¢ Pautomorphisme galoisien non trivial de Kofhy 81 M = ({L b

G 30 ¢ d
€ Gl (KL,), on pose M":(Zg 25) Soit (f;) la base naturelle de E

sur F,. On définit le vy, -module
Ly, = {Eariff; T, et @, €0y, 5 T eh ay 0y, b @y == q;’}

Prorosirion 9. 8ip est inerte dons X, il eviste un isomorphisme deo S,ﬁ,
sur Ly transformant la rveprésentation précédente en la veprésentation A
> M QM. De plus, limage par cet isomorphisme du résean Ly, est lg D
module L, ,,.

Il suttit de tensoriser la situation par K, :Talgébre 0, @ K, est Palgébre
de Clitford dn K -espace 8, @ K, (les produits tensoriels sont pris gur k).
Cette algébre est décomposée. On peut trouver des isomorphismes tels que
le diagramme suivant commute

GpA®Kp :)- Mg (Kp) >< .ZlIE (If’rj)
it it
GP f:’“ ME (Kp)

ou 7 ost Yinjection canonique et j(M) = (M, M°). Tn appliquant la pro-
Dosition § & Vespace 8, @ I, on obtient la premiére agsertion. On ternine
la démonstration comme précédemment, m

IV. Le théoréme algébrique de relévement

1. Enoncé du théoréme. Choigizsons comme en ITL2 un syyiéne
(M), pour « = 1, ..., &, de reprérentants des classes d'idbausx de ¢ Qordre
a gauche Q,. Utilisant le théoréme 1, on définit des réscaus de - L,
= M, (L) M. Posons r = [k : Q1. Pour toute place véelle » de k, wsoit
(B); pour » = 1, ..., (I-1)2 une base de Pegpaco des polynémes sur S,
sphériques pour Ia forme g, homogénes de degré I, pour I toujours fixé
tomme en II1.2. 8 & € 8, on définit les matrices colonnes:

py{8) = (p, (@)},

v =1, (01,

p{a) = @p,la) tengorisé sur les places réelles de k.

Si L est un réseau de 8, » un idéal de oy, on pose mf (n, L) = Yp(a), sommé

8ar }es acL tels que g(a)o, — ng(L). Soib (Bg)y pour 4 =1,..., 2%, un
systeme de représentants des classes d'idéaux du corps k. Si # oxb un
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. =l Oy 1afinit s matriees ¢ o
jdéal de 0, notons el = mge ()7 O dd finit los matrices colonnes
by B(14 1) lignes:

miy (e ) = (i, Reli)), e =1yl
"
T,
g (B} 2.: gl Pl (g Teg) -
i
Pouy p un idéal premice de oy, on définit les opérateurs de Hecke:
. (11 gy 1
Tymgn) o= my(npy-t ot mmy (ip™h),
: 2, By e i, ivise n
Ty g2} 1= il ) = [pI D), 5Ty d ;
_’Puz'n';,(')-r,) o (np¥) sinon.

(On 'Hu:_pp(mn cue wng(#) = 0 8 0 nlest pas entier.) p
Draprés la proposition 7, les représentations inverses Ry (M) et
R, (M “wond Gemivalentes. On suppose ddésormals que les bases ()
sn;ﬂ} telles gue "I:i, WY == By (D). Daprés la définition de la repré-
™ . . . \ ™ -,_' .
setation Ky ,, eela impligne que pour ¢ & § et M e, on a Phgalité:
7 i Y
{A) P () M) — By(M)p{a).
3 1 " ) Sy 3 ’ ) f)
Rappelons gue pour tout iddal I de o, on. déting (LTL.2)
Brandt B,(1). _ o .
TnoriME 2. Soit p wne idéal premier de g, premuer o dpeprer € ,

idéal de oy, _ s —
(1) 85 p est dbeomposé dans K en By Pa, on @ Vegacte:

L8, (By) + By (BT (n) = Tymu(n),

(2) sip est inerte dans K, on o Pégalité:

des matrices de

By (p)me(n) == Tyrm{n) +[p |, () .

T démonstration sern Indbo an § 3.

: ‘ Ple v N, ot st preinier &
2. Régenux primitifs de §,. On se place suv I\ (;nu‘ P est (1;;( nier ;5
Bpeee On pose m = p sl p se déeonpose dang K, m == p® /INON, ‘]](50(51 .
T Rl & RAY L3 L. . S " 5
une uniformisante do ky,, ot on abandonne ley indices p pour aleg
notations, . _
smitif de Ly, moi piste
Tomame 4. N L est un sous-résean primitif de Lg, mazimal, i ev
M eD, tel que I = M (L) M. _ o aeo
" Démonstration. I’aprds lo théoréme L, il existe tek cb
tels quoe T o tM (Jog) M.

Sip we déeompone dans K, on peat supposer e (i
Pt i Afier 4 & an cot; 13
Daprés la proposition 8, on peub identitior M <

$ = 1 (car p eshune norme).
M),
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avee M, e GL,(%). Puisque L = M, @ M, (L) < Ly, les termes de M, M,
sont entiers. Mais, quitte & multiplier # par un couple (7%, #~*), on peut
supposer que la matrice M, est entidre et primitive. Alors M, ot auss
entigre. Done M =0,

Si p est inerte dans X, on peut supposer ¢ =1 on £ = gm. D’apris
la proposition 9, on peut identifier M & une matvice (Z: Zij) e GLy(X).
Alers L =tM®M°(L,). Puisque L < Ly, les termes de MeM°
sont dans w0k, Mais mg,(a,) sont des termes do M @M, Comme p
n’est pas une norme, cela implique que les ay sont entiers ot M e O,.
Puisque L est primitif, £ =1 ot assertion. m

Grice & ce lemme, on pent décrire les sous-réseanx primitifs L de I,
maximaux de norme m. Posons 1) = M (L) /7. ' o

Sip se décompose dans XK, on identifie M & un couple (M, M,) avec
My, M, entlers et detd; detM,o, = p (proposition 8). Le résean M, ® M, (L)
ne dépend que de la classe des M, ¢ = 1, 2, dans GL, (k) /Gy (0,). Posons

s {10y _fmon
: M"_(O m:)’ M *(O 1)

ol » déerit un systéme de représentants de o,/p, et I = (é '2) Leg

sons-réseaux primitifs de L;, maximanx de norme p sont alors les
2(ny0(p) +1) réseaux suivants:

Ty = M. RI(Ly), L, =M, QI(Ly), I, =1 QM (L),
I’l,u = I®J'I’£L(L0)
Si p est inerte dans K, on identitie M & un. dlément de GL,(K) aveo

det Mo = po; (proposition 9). Le réseau M @M (Ly) ne dépend que
de la classe de M dans GL,(K) [GLy(0g). Posons ' ‘

_f{1ro PE A
M, = (O n:) ot M, = (O 1)

oft 4 déerit un systéme de représentants de pg/po.. Les roud-réseanx
primitifs de Ty, maximanx de norme p2 sont slors los (o (9)2 1) réseanz
suivants : '

(By)

(Bs) L, = M, ®'Z]f::(LU)J Lu = Jl-['u@ﬂ '::(I’O)
(il est immédiat que ces régeanx sont bien primitifs).

Levnm 5. 87 a e Iy est de norme divigible par m, il existe un sous-
véseau primitif de Ly, maximal de norme m ef contenant a.

Démonstration. Si a ¢ =Ly, on considére le résean Ly = mLy -oa.
11 est de norme m. Bn effet m divise g(L,) et si mp divise g (L), alors p2
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divise g(a) ot pour tout b e Ly, mp divise (b, a]lm ((ll‘.;. on pose [b. y O]
= gla-+b) —~g(a) —g(b)). Maig alots ¢(=""a) et [b, 2 'a] sont cntiers,
done Lp--om™ e el un résean de norme n. 091nnm Ly ost maximal, qela.
impliqgue # ' e Ly contrairement & Thypothése. Done g(Ly) = m. 8i L
egl i résoan conbenant Ly ot de vorne m, alors pm}r tousbeletc sy, m
divise g(h) et [, ¢]m. Alors g(d) ot [, ¢] sonb entiers, done Ly-+ob e:cm de
NOTINEG pot b e Ly Dol Lo Ly I existe alors un tel réscan L maximal,
qui satisfait aux condifions du lemme. ‘ |
‘ Supposons @ & xly, Sip se déeompose dans K, L_o est _contenu da_las
tous los réseatry nximanx donorme p ob e’est termind. 8ip est mer:;e dang I,
on, utilite la proposition 9 et ley définitions (By). On pose o = (et oty
Tl ) HVOC g O 4y & Dy, Gy €ty € 05 O @ = ay. Un calcul rapide montre

quo:

(2) o &L, Gquivaut i wy--u"e; —uu’a, = g, mody.

8i @, == 0modyp, alors ¢ & L, of ¢’est termind. Sinon, lda. norme étant
surjective de oy /poy Sur o./p, il existe v e oy tel que oy = c@bjno%;i.l 11
existe w oy tel que-ww” = aya5(ov’)"F —a,modyp. Posons u = ag(v0”)" +
Saor” modyp. Alors ey -l 4" @] —uu’ e, == a;modp, dono a-e,.E?. (]

8i a &fy, on note A(e) le nombre de sous-réseanx pr%mltlfs de Ly,
maximaux do norme m, ot contenant . Si m ne divise pas g(a),
Ala) =0, . '

ProPOSITTION 10, 85 a0 € Ly est do norme divisible par m, on ales égalités :
— &t p 8¢ décompose dans K,

(1) si a ¢ wlio, A(6) =2,

(2) 81 a ealy, Ad(a) = 2(nyuo P +1).

— 8t p est inerts dans K, |

1) st o ¢ nmly, d(a) =1,

22)) 8t :nLZ ’et p® me divise pas q(a), A(a) = nyn(p)+1,

(8) 8t a emly, a¢ntl, el p* divise g(a), A(a) = 1,

(4) i enll,, Ala) == tyg(P)y--1.

Démonstration, 8 p se décompose (resp. est inerte) et en%o
(resp. o & #*Ly), il ot facile de voir que a esh dang tous les r‘(?s.c\:mlx 021]221
dénds, d’olt Passortion. Si p so (1écomposo ot ?géﬂLM on utilise les défi-
nitions (B,) ¢t la proposition. §. On poso & = (By; Gy g, @) AVEE @y E Oy
Un caleul rapide établit les dguivalences suivantes:

(L) & el <= = @y == Omodyp,

(2) @& Ly & @y —ttly 75 @y —Ully == Omodp,

(8) aely, <»a = a = 0modyp,

(4) @ gLy, <> ay —udg == ay—us, = 0modp. :

Daprés le lemome 5, A(a) =1, On peub supposer o el AI%I‘S,
comme a ¢ why, o n'est dans avcun résean Ly ,. Si a4 = 0modyp, a &Ly,
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et a ¢ L, pour fout w. 8i a, 2 0modyp, a¢L,, et ael;, seulement
pour % = ay4;  modyp. D’olt la conclusion.

St p est inerte, on utilise les définitions (B,) et la proposition 9. D’aprag
le lemme 5, 4(s)>1. On pent supposer o sL,. On peut poser
@ =y, may, may, w0,) AVEC 6y o6 0, €0y, @y b 3 €0y, €6 gy = af. Up
calenl rapide montre que @ e L, équivant & «, = q(ut, +u” a3) mod p2,
Sia ¢ nly, alors g, # 0modyp et a ¢ L, quel que soit », d’o0 Passertion 1.
8i @ e wl,, posons &, = ma,. L'équivalence précédente devient:

!
ael, e a =ua,+u"al = Trg,{ua)modyp.

Lrapplication w — Tryg, (va,) de o fpog dans o,/p est surjective, de fibres
g (p) Cléments, (vesp. nulle) si a, 5= Omodypog (resp. si a, = Omod pog).
Remarquons que la condition a, = 0modpog équivaut & o = ‘(aay, n%;,
7lag, @) ou encore i w'a € nl,+L,. On obtient Pénoncs Pprovigoire:

Si aenly, a¢natly, et acl,,

(2) siew™a ¢ aLy+ Ly, A(a) = myg(p) +1,

B sirn'wenl,+ L, d{a) =1.

10 et clair que g(mLy+L,) = p. Si p® ne divise pas g(a), alors p ne
divise pas g{w~'a), donc n'a ¢aly+L, et A(a) = fyo (P)--1. Clest
Pagsertion (2). 8i p® divise g(a), on a le lemme facile suivant:

Lantym 6. 87 b e Ly est de norme divisible par p, il ewiste ¢ e L, tol qite
¢ (b +ome) soit divisible par p=. ‘

Prenons b ==n"'a et ¢eLy tel que p* divise g(w a--me). Alors
@ a+mo est dans L, oun dans un I, (lemme 5). Si o’est I, alors a~'a
€Ly, +nLy, done a € L. On est dans les hypothéses de (3) avee I, 4 la
place de L., d’olt A(a) = 1. Cest nne confradiction puisque « & L, el

e el, par hypothése. Done w'a+mcel, ot n'aenl,+L,, ddoi
Afa) =1. = :

3. Démonstration du thésréme 2. On pose encore m, = p &ip se déeom-
pose dans IO, m = p* §i p est inerte. I7idéal » ost fixé dans toute la suite.
Les matrices m, (n), m{ (n, b, et les matrices de Brand appuradssent comnie
des matrices & & bloes, Posons

(BB + B (B ml(n, by) = {4, (b)) o« varie do 1 A &,

on
By(pymi(n, by) = (du(ky),

suivant que p se décompose on non dans K. -
"~ Posons '
Lty n) = {a e hyLy; g(a)o, = ng(h, L)},
Do(m) ={(8, M) e{l,..., 1} x O* fog; MM, M entier ot

Pgepp Ny (D M, M) = m}

icm
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Soit ¢ Papplication de D, (m} dans Pensemble des réseaux de § définie
par fH8, M) = M (b, L)M. 81 be8, on pose D (m, b) = {{(#, M) e D,(m);

Cpefip, M)} Les définitions impliquent:

M R H)e p (),
(H,0T) @ )
gommé sur los couples (#, M) e D, (m) el los g € Lyt _frb). I)’apr(\s ]_& relation
(A), on a B (Fyp(a) == p(by avee b = M{a)M. Si (8, MyeD,(m) ob
o e Lyt ), alors b g L, (i, mm) (proposition 4 ot théoréme 1). Alors:

A 1 (hi) ==

‘J ( Au h" e ‘jp(b) >—1 6‘?‘1
() (h) == 2 (m s

sommé sur les b e L, (4, nm) et les (B, M) e D (m, b}
Hoit £ Vapplication de D, (m) dans I'ensemble des réseaux de 8 compo-
sée do f! ob de 1o localisation enp. :
Lovme 7. 8i b e by, Vapplication fi, resiveinie & pa(m, b, e;-t- Une
surijoction sur Densemble des sous-réseaun primattfs de (L), mesimauws
do ; ) j i : Jeation G
de norme my{h; L, ,), qui conbiennent b. La fibre de eette applica |
poing fi(8, M) a ey éléments. .
Démonstration. Véritions d'abord que Iimage de f; esb _coxlltenue
dans Pengemble de réseanx indiqué. Localement les Idéaux sonb prmol_p:ulux,
i ' = ' Si M m), alors
domne i1 existo M,z e O tel que My, = M, Mg SL (.‘?’.M ) e,D_Q(rrb), a Ab
f3 Vo= T (h T VMY, aivec M= M M. Les conditions sur M entral-
o o Yo == mo,. Diapprds TV.2 fi(g, M)
nent que M’ €D, , ob nKp,,ﬂpNUP,Kp(lli’ Yo, = mo,. Dapprés IV.2, fo{f,
ost bien un sous-résean primitif de b, L, de la norme voulue. 1 exisic
Téeiproguement, soit L, un tel sous-réseatt coxl’oe;nfzimztltL ];;'(1' 1@};15 .
i i : : éfinit 'idés
M, D4, tol que. Dy = M, (hy L) M, (lemme 4}. On d

I MWy My () ™. -
4P

I exigte f ot M e 07 tel que M = D, M. Alors le fﬁgmfp](} {3, M') apps.\.rtji_onﬁ .
B D (m) ob f1(f, M) = Ly Deplus b e f4(8, B caw f(6, M) = Ly QCL Ryl

Endinsi (fy, M) et (Fy, My) sond d:mg %T),‘{frn/,b), o & jé({ﬁ‘j, .M%){:—.. Ip,‘t.leu.,n‘,‘
poar 4 o1, B ob pour tout q 4 p. Bi :1;{,{!1, MH rf.:-;j,,.(ﬁz,. .2),33{1- (;1]5
fr([}l, MY e fH By, M) 1L existe done un1 l(l.l*,ﬂal“.l ao ,;'L tel 5](31;1?93} “ﬁ.; .)1
o [, My ($héoréma 1) Alovs N (D E_Uiﬂl\.M 2 = PN ol . ﬂ%f -
Cela entraine facilement que I == g ;}fuu My, M, = ﬂR,,z,M?. Do
3 e f, ot il axiste p e Q) tel que My = pbl, o |
o Iﬁ:aa(:dé:mx (’51‘.5{1111 ].ogzmlement principanx, on peut' 80 r-z‘.umenu.r mll e}ma
olt b di,, o= Ly y. Lie lemine 7 OL 1_@1. 1‘91&’[,1(311 () 1&1{3111(1110511:[,{.1& .,, )(1\:,:)
w3 p(0).A (B), somné sur los b & L, (6, mm), ot A (B) et donné par la ¢

b

position -10.
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8ip se décompose dans K, on obhient

Aulh) =2 3p () 2(p 7 +1) Y (B),

1a 1%° somme étant prise sur les éléments p-primitifs de T, (i, np), Ia 20me
sar les imprimitifs. .

Ou encore A,(h;) =23'p(b)+2p|" 3 p(b), la 1%° somme prise sur
tous les b el (i, np), 1a 2°™ gur les dlémenty imprimitifs de L, (i, np)
Ces derniers sont les b e ph, L, tels que ¢(b)o, = npq(h, L) = np " g{ph, L,)
Don ‘ :

Aulhs) = 2m (ap, B L) +2 [pl Lol (np~?, ph,L,).

C’est parce qu’on ne saib pas comparer b L, et ply L, quand p n’est

Pas principal gu’on introduit my(n) == 3 i) mi(n, h,). Posons
=1

[Bi (1) +B,(Po) Imy(n) = (4,), a=1,..., k.
Alors

Ay =2 el mlnp, b L) +21p7 Y m (np~?, ph L),
1 . i

Boit defl,..., )} Il existe tek et j tel que ph, = th;. IL’homogénéité
des polyndmes sphériques entraine
m(™ PhiLe) = mg (8 mlnp ™, Iy L) = [hyF lph P (mp, Iy L,).
Llapplication h; >k, étant bijective, on obtient finalement:

[BBo) + Bi(Bo) () = 2oy () + 2 pl =D omy (mp™) .

(est assertion dn théorsdme.
Si p est inerte dans &, on a de la méme fagon:
(1) si p ne divise pas n,

Aalls) = S'p®)+ (o +1) Yo (0),

la 1%¢ gomme étant prise sur les dléments p-primitits de L, (4, np?), la gtme
gur les imprimitifs. :
(2) §i p divise m,

Aulhe) = Do (0)+ (o1 +1) Yp(0),

la 1% somme prise sur los b e L, (4, np?) tels que & ¢ p2h, L), la 2900 gyp
les b eL,(i, np?) tels que b eph, L.
On termine la démonstration comme dans le cas décomposd.
Remarque. L’utilisation qu'on a faite des représentations locales
de lalgébre de Clifford revient essentiellement 2 reformuler des résultats
«de Richler sur la structure locale des réseanx maximaux [4].
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V. Séries théta sar K

Dang co paragraphe, on, restera uniquement sur le corps K. On renvoie
& [16] pour la théorie des formes automorphes.

1. Rappels et notations. On note 4 Panneau des addles de I, Ile

groupe dos idéles, /. le groupe des idéaux, I, le groupe des clasges d’idéanx.

Sitel on note div(d) I'idéal naturellement associé & 1. Soient 4 Iiddle
différentielle de K ([16], p. 11), y I'unique caractére de A/K tel qu’en,
toute place v réelle de K on ait p,(x) = ¢** (on inverse ici la convontion
de [16]). On poso
@y
G =GL(2), B = {(0 1)@ GL(2)}.

Si & est une fonction sur &, on notera @ (x, y) sa restriction & B. Notons
onfin (v;), 4 =1, ..., 7", les valuations réelles de X, et si o € A, o, sa compo-
sante dans JC, . :

On eonsidére les caractéres # non ramifiés de I (i.e. qui se factorisent
par Vapplication naturelle ¥ — I;). 8i @ est une forme auntomorphe sur ¢ A3
de poids n e N*, (e caractére v, parabolique, il existe une fonction ¢: # = O,
telle quo ¢(J} == 0 si J n’est pas entier, ot telle gue ([167, p. 20 et 120):

(DY powrzel,yecd,

Ola,y) = D oldiv(san|{[ | |eal exp( ~2ng ) viey),
& =1

sommé sur les £ & K tels que &z soit totalement positif, .

Réeiprogquement, soit @(x, y) wne fonetion définie sur B, par 1*6galité
(D}, qu’on suppose suffisamment convergente. On dit qu’un conple (z, ¥)
o8t derit soux forme réduite si (x, ) = (if, te), oit 1, = (@43 8 o
st réello, et sup(|fi,, lel,) = 1 si v est finie. BEn une place réelle v, on
définit 6, par conl; = by in0; == —-_fl,j.

Prorosreron 11 ([16], p. 28). La fonction P(x,y) se prolonge & G,
e ne forme awlomorphe de poids n, de caractére m, parabolique, si pour
tout couple véduit (tf, te) et pour toule adéle ¢’ telle que e, = —e, 8i v est
réelle, et |L--e¢'|, s |fl, 84 v est finde, on a Pégalité:

pt

B(if, o) = o, 170N ([ ] éxp('f}nﬂj))n(t).
j=1
2. Séries théta. Soicnt O un ordre maximal de ¢, M un $-idéal i
gauche, I un entier pair strictement positif, et pour tout ¢ =1, ...,+", P;
un polynéme sphériqne sur Palgdbre C,,» homogéne de degré . Pour un

i
!
i
!
I
|
;
!
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idéal J de 0y, on2 pose .

ot7) = 0 3 ([T 2y(an),
Mgl

somné sur les M e I tels quo Ny (Mog = TNy (M), et ol on ne
prend quun élément dans un ensemble {eM;e @il Soit g == 9.
Par la formule (D), on associe & ectte fonction e une fonction @Y, (s, y)
sur- B ,.
ProrosiTIon 12, (a) 84 (tf, 1e) est un couple rédwit of o' une addle comme
dans Dénoncé de la proposition 11, on a Dégalité
. , o
Ny (D)2 B (1) == | Ny (Delivt) P By 41, (67 7'5"13’)]_—] Ny

il

(b) pour fout couple (z, y) et tout § e L, on a Z’é_cmli‘l,é:
INOIK(EW)JM Blan (@, ) = ING/R(MEHUE By (a0, 7).«

La démonstration sera donnde au § 3.

lei encore, on est géné par lo fait quon ne peut pas comparer los
séries By et B, 41y, quand dive n'est pas principal. Soit (L bo==1,..,4%
un systeme de représentants du groupe des classes dNdéans de I, ety
un caractére non ramitié de I. Posons: '

Py, (2, ) = 2 lNo/:c(mea)!m?fl(Iﬁe)djgm,ﬁ(m; Y-
k=l ' )

Prorosirion 13, La fonction Doy, (@, %) se prolonge en une forme auto-
morphe parabolique sur G 4, de poids 12 et dé caraciire #.

Cela résulte des propositions 11 of 12, en remarquant que Pappli-
cation J  J dive, de S dans Ini-méme détinit une bijection gur le groupe
‘des classes d’idéaux I, m '

- 3. Démonstration de la proposition 12, On identifie (/% I, congidéré
comme un ensemble de vectenurs colonnes, on note A la matrice do la forme
New (notée N) dang la bage canonique de Y, S & K* on pose
N¥(m) = Fmd~"m. On note Yoy |l (PeSDL gy gy TOND. gy | loe) Tov TCH-
triction de v ot la valnation en une place o (vesp, lonr produit aux places
finies, Tesp. leur produwit aux places réelles). S om e K on pose

§ . .
Poo ()= [TP;(m). 8i(z)), ] =1, <~y #', 8O0t dos nombres complexes, o1 pore
e :
e = 12, €.(2) = [Texp(z). Soit y, la fonction caractéristique de IM,.
Ak ,

J
Donnons-nous des complexos 2y, Imig) >0, ponwe § = 1,...,7,
et wed On définit w, c A: Wi, 68t un géndrateur de g-N (9, si
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w, & &N (IM,)~?, pour v finie, et Wy, = W, BUX autres places. Soit m e K3,
Siw == v o5t réelle, goit
folm) = Fy(m)exp(2miz, N (m)),
si o owt Linie, soit
Fo(m) ==, (N () o0) , (m) .

Pour p & I, on poso

g‘u(/“) = fﬁ;('m)%( _t:"'m') dv’m:
etk

.«’\.,D

ot d,m ost 1o mesure de Haar convenablement normalisée {[13], p. 319).
Lienma 8. (a) 81 6 = v, est réelle, on a Pégalité

§o(pa) = —|det A|; e AP (471, exp( —2miN* (u)e ) .
(b) i v est finie, on a les bgalités o
Folu) =0 50 A7 u¢w M,

Golpd === oy |7 [dlot A |, Q/)v( -~ N" (#)wfl) v s AT'wew, I,

Démonstration. En une place réelle, lo caleul est classique ([97,
. VI 14). En wne place finie, il existe un isomorphisme § de KX dans
lui-méme tel que SIM, =oi ot si Sm =m', N(m) == 1 (1 My — My 3),
o 7 est un générateur de ¥ (M) Alors
Folp) = 1aet 815 [, [naw (myomy —mym,) —*uS~ m]dym.
4
[+

o

Jetito intégrale est facilement caleulable ot conduit au résultat ci-dessug. m
Posons

DVP (M) e (2miel (M) v (M) a).

Meti

H(M, (z)), w) =

 Lavm 9, Pous 'ﬁ()‘lt-'ﬁlﬁﬂ’l«‘a’ﬂﬂ’bblﬂ () d*éldments du demi-plan de Poincaré,
atwed, ona ' '
B0, (27), ) = 2 o |72 Plaoy M, (—27%), —~w7).
Démonstration. 8i med’, posons f(m) = [17f,(m) sur toutes
o

les places de K, of G(m)= Yf(M-m), sommé sur les M e K*, Alors

F(W, (=), w} = G(0). Comme G est contime périodique, de période K*, et _

intégrable sur A*/K? clle est égale b sa séric de Fourier ([13], p. 332):

GHm) = Zg(y;)w(%m), avee  g(u) = f G{m )yl — pm)dm,

nest P
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Alors .
glp) = ff(’m')'l’( ‘u,fm, )am = H ffu m Yyl —pm)d,m .

Ab ) IL
Dioit (lemme 8) g(u) = 0 si A7 u ¢ w, I,
g() = o7 (] 1deb 41,7 PG (A ) o — 2wl () ™)
v

X gl — N (uywil),
si A% e w, MM (les signes — disparaissent car ' ost pair).
Oomme detd e X, []|detd], =1. BEn reportant cette valewr dans
[

Pexpression de G (m), en sommant sur p' = A7y, ot en posant m = 0,
on obtient le lemme. m
' Soient B = ¥, ET le gloupe des unités totalement positives, et (s)
un systéme de représentants du quotient BrER 8i zel, on note ¢ » 0
si o est totalement positif. Soit & e 1. Fl existe & el tel que & » 0
et N (D) div(dz) = fog, on choisira un el élément, 11011'1", HEIR

Levms. 10. Soient 21, ye A, alors

(1) st E(a) wewiste pas,
: Py (2, ) =0,
(2) i &(z) ewiste,

Bl (@, y) = HIdIF+" o+ ZF( ((y+i2) & (@)s), y /£ (@)e).

Démonstration. La formule (D) est sommée sur les § e K™ tels
que o> 0. On a e(div(éds)) = |&dal]" ’”"\" P (M), sommé sur

les Me®, & une unité pres, tels que ¥ (M Yoge = iy (£ dw) N (M)
Comme N (M) » 0, on en déduit quo ¢ (div(&de)) == 0 powr tont & sl &(x)
n'existe pas. Si &(@) existe, on somme wsur les & e JC ", los M e WM, b une
unité prés, tels que N (M) == £f{w)u, avee un g e ', ou encore sur e
sur &, ot sur M e 9 an signe pros, tols que N (M) == £&(x) e Romplagons £
par N(M)E(@x)" e~ dans Ia formule (D). On ohtmnb

P, y) = % 2 3 |l @B P (M) —2maN (M) E() ) X

g JMeil
Xy (N ( M)y E@)e™)
(le  provient de la sommation sur M au signe prés). Dévoloppons le carac-
tére y aux places réelles, on obtient le lemme. m
- Démeontrons maintenant la proposition 12. Lo (b) est Dnmédiab.
- Soit (w,y) = (tf, te), (@';y) = (F7'f,¢7"e"). Si () woexivte pas, &)
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(rapporté & Uidéal I div ¢) n’existe pas non plus et les deux membres de
Légalité (a) sont nuls. Si &(») existe, on peubt poser &(2') = &(a).
développe Oh(z,y) en nufilisant le lemme 10. Fixzons e et 5011,
5 == ((y +0) [E(@) )y, w = y/E(w)e.

Tn une place réelle v, on. a:

5 E() M o b i) = — E@)e(e i) [t = — E(o)ely +i0")[E (@),

Trautre part, 2 == (£(w)eft) oxp(i0,).

Tn une place finie v, la condition w ¢ d ' N(M)~* équivant A
¢ E(@)d" N (M) = dive, ou encore o ¢ fo,, c'est-d-dire f oS (puisque
sup (lely, 1fl,) =1). Si f ¢y alors wy = y/E(x)e, Aol jwy), = [t&(2)7],.
Si feo?, w, engendrve 47N (M = diviwé(z)™'), d’oh encore |w,|, =
[tE(z) ™, Done w Mt = Mdiv(t (@)™ _

Posons o' = ¢’/ {#"). Powr Mew, M, on a w{—N(M)w'
= (N (M) &(zy*w'}. En offet, on une place finie o, si feoy, les deux
membres sont égaux & 1. 81 f ¢ o, il sutfitde voir que N (M) (&(w)w’ +wi*)
e d7'n,. Mais '

N{M) (£ (@)Pw' i) = N(M) et (z)(y' +oy™Y) = N (M et(x)t™ e {1 +ee').

En ntilisant Phypothése |L4-ee¢'l, < | fly, on obtient le résultat.
Utilisons lo lemme 9 et ces rémnltats. On obtient:

By (@, ) = §IdIf " Confi(1-4-2)0) X
x NI(IRaive, (e(y +i) (@), v'el§ (@),

aveo

O = @[ ()t F{E ) et T ()

On caleule facilement ¢. En utilisant b nouvean le lemme 10, on obtient
la proposition. =

4. Matrices de Brandt réduites, On va modifier les matrices de Brandt
pour tenir eompte de la ])101)os1mnn 13. Boit O, Vordre maximal de ¢
ass00ie an résean Ly, o6 D, pour ¢ ==1, ..., un systéme de reprisen-
Tanty dos clagses d’ordres maximanx, pour l’(xqmvwlenu, par antomorphisme
intérionr de ¢, Soit EDtu 1 idéal dlordres & gauche D, et & droite D, et
toujours (1), &k =1,...,» un systéme de représentants des classes
d’idéaux de K. Notom %, 1o cardinal du sous-groupe du groupe des classes
didéanx de K formé des idéanx T tols que O.I soit principal. Soit M un
idéal de ¢ d’ordre & droite O,, ot I un idéal de py. On Poso Tt (am, Iy
= SR,(M)ey?, sommé sur les M e M tels que N (Hog = IN gz (V)
i une unité de oy Prog,

wt

1 2 '
T (ay §, 1) == D Tl T I (R DT, 1)-

ﬁ en)
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La matrice de Brandt réduite de caractére n ost alors:
Bz("?aI)z(ﬂn(a:ﬁ;I))a a, f=1,..., k.

PROPOSITION 14. Les matrices de Bramdi véduites vérifient les pro-
pridtés de multiplioativité suivanies:

(a) By(n, [)By{n,J) = By(n, IJ) pour I et J premiers enire ew,

© (b) By, B Bl ) =on(‘13)*1‘13 “EEEB (g, PIH), sommé de
t =0 &% =min(m,n), st P est premier.

En particulier, pour % fixé, elles cormmutent.

PropostTIoN 15. Les matrices de Brandt rédwites soné diagonalisables.

COROLLAIRE. Powr u fiwd, les matrices de Brondt rédwiles By(n,I)
diagonalisent dans une méme base.

Les démongtrations sont des tramgeriptions dang le cas ot K n’est
pas de nombre de classes 1 des démonstrations de [B]. m

8i I est un idéal de og, posons e, (I) = [T By(y, I). La for-
mule {D) associe & cette fonction ¢, une fonetion @, sur B, (4 valeurs
dans P'ensemble des matrices carrées d’ordre &’(--1)").

ProrosITION 16. Les termes de lo fonction mairicielle @, se prolongent
on des formes automorphes sur G, paraboliques de poids 1--2 ¢t de carac-
tére 7. '

En effet les coefficients de R,(M) sont des polynémes sphériques
([5], p. 30}, et la moditication des matrices de Brandt permet d’appliquer
la proposition. 13, m

5. Opérateurs de Hecke. Soit € une forme automorphe sur &, de
poids 1+2 et de caractére 7, ¢ sa fonetion associde par (D). Bi P oxb un
idéal premier de og, soit Ty Uopératenr de Hecko associé ([167], p. 41),
et T'yc la fonction associde & Ty D. On u:

Tye(I) =PI~ (IP) 4 1P~ P n(Phe (TP~ ([16], p- 42).
PROPOSITIOH 17. On @ Dégalité Ty @, = B)(n, P)d,.
Cela résulte des définitions eb de la proposition 1.

6. L’espace des formes automorphes sur K. Notons </ (I, 1-1-2, 5)
Pespace des formes automorphes pavaboliques sur /7, do caractére 5 non
ramifid, de poids 142, et o (K,14+2) = @afy(K,1--2,9) sur tous
les caractéres non ramifiés. La définition de By, & pactiz de Df, (V.2)
revient 4 calenler la composante sur o, (K, 142, %) dun dlément de
(K, 1+2), Une série théta classique @, est done un dlément de
A (K, 142). Soit e(I) = [T B(I) ot @z, y) ln fonction matui-
cielle sur B, agsocide par (D) & Ia fonction e. Ley termes de Pw, y) se
prolongent & G, en des éldments de &7,(IC, 1+42). Richler a caleuld la
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trace des matrices de Brandt [6]. Shimizu a caleulé celle des opératenrs
de Hecke [12], of on wérifie gqu’il I’a calculée dans (K, 14-2). Ces deux
traces sont leg mémes [14].

¢

TrboriEME 3. Sur un corps de nombres totalement réel K de degré pair
sur @, Vespace (I, 1-1-2) est engendré par les séries thitn cosfficients de .
Démongtration. Notons Tr(l} Ia trace de l'opératenr de Heeke T';
sur o (I, 1-+2), et soit (D), ¢ = 1,...,d,, unc base de &/, (K, 1+ 2, #)
avee ¢, propre pour tous les opérateurs de Hecke, et normalisée. Soib
@' = 3 3P, . L fonction ¢ associde h @ est alors o' (I) = [1|*"2Tr (1),

2

7t .
Drapros les résultatys do Hichler of Shimizu, on a done & = Tr (). Done ¢
est dans Uespace engendré par les termes de @. Alors ses composantes &,

T
sont dang les espaces engendrés par les termes de @,. Or, comme dans
le cas b une vaviable, '@, | ot ses transformés par les opérateurs de Hecke

engendrent &, (IC, 1+ 2, ). L'espace des termes de @, étant stable par-
les opératours de Elecke, cet espace coincide avee o/, (K, 142, »). Comme
un terme de @, est combinaison lindaire de termes de @, on en déduit le
théordéme. w

VI. Le relévement

On suppose k& = €. Les hypothéses se tradunisent par le choix d'un
nowhre 4, sans carrés, positif. On pose 4 = 4, si Ay = 1mod4, 4 = 44,

positive, avec det@Q = A. Clest la matrice donnant la forme ¢ dans une
base de L.

J. Séries théta A umne variable. On & défini (IV.1) des réseaux L,
de & associds aux idéaunx M, de ¢, et pour » & N, des matrices colonnes
A (L)1) lignes mi(n, L,). Pour red, Im 7> 0, on pose &(r)=
s Sl{n, L) 6™, pour % sllant de 14 oo Chaque coefficient @,(z)
ost lu série thita associde aun rdscan L, muni de la forme a — g(a}/g(L,)
ot A mn eertain polynéme sphérique p,. Soient @, Ia matrice exprimant
Lo forme @ v q{a) jg(L,) dans une base do L, 4, = det@,, et N, le niveau
de ¢,. .

PROVOSUMTON 18, On a les dgalitbs 4, == N, == A. ‘

Démonstration. Cette assertion est locale. Les réseaux considérds
étant loealemoent semblabley, on se ramdéne au cas du résean Ly. I1 suffit
do niontrer gue son nivean N ost égal i 4. Tl est bien connu que N divise 4,
e quine sério théta associée b L, est modnlaive pour I (), de caractére
(A, T condneleur 4 de ee caractére divise done N, _

Done les sévies &,,(7) sont des formes paraboliques de poids {42
pour le groupe I5(4), de caractére (4/-). Remarquons que si D, et My
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- ont méme ordre  droite, ils ne différent quo parunidéal I'de K IR, = I, 1.

Alors I, = ngp(DLg, doit Ou(z) = |1 \_zﬁ‘,'f(r)., Modifions done nos
notations comme en V.4, Soit (D), @ = 1,...,#, un systéme de repré-
sentants des classes d’ordres maximaux de d, ot M, un idéal Lordre b gau-
che O, eb & droite ©,. On pose cneoTe L, = M (L) M, ol my(n, L), 9,
log séries assocides & L,. On définit

my(m) = (my{n, L)), @ =1, .0,

’29(‘{) - Eml(%) 627:‘593,1.'?

(Yest une matrice colonne & 2/(I--1)* lignes. (omgidérons la matrice de
Brandt réduite B,(1, ) de caractire trivial 1.

PROPOSITION 19. On « les égalités

(a) si.p est premier el se décompose dans K en P33,

B3, B+ By(1, B} (r) = T8 (7)),
(b) si p est premier, inerle dans X,
Bl(l! 15)19(':) = ijaﬂ(ﬂ "'}'pz-‘_]"ﬂ(r) .
La démonstration utilise le théortme 2 ¢t la réduetion des matrices
~de Brandt. =

Conorraire, Lespace engendré par los coefficients de #(v) est slable
par los opératewrs de Hecke T, 86 (A[p} = 1'_et par sz; si {Alp) = —L

gomumé de % =1 4 oo,

2, Séries de Dirichlet. On utilise le corollaire de la proposition 15.
Soit A mne matrice carrée dlordre A'(1--1)2 telle que pour tout
B, A7 B (1, P) 4 = diag{4,(P)), on ¢ varie de 1 & A'((+-1)* Bn se rappe-
Iant 1o définition de la matrice @, associde an caractére 1, par ses coefli-
gients ¢, (1) = [I|™92B,(1, 1) (V.4), il est claiv quo A~ P, A ost dingo-
nale: A~ A = diag(®,), ¢ =1, ..., W' ({--1)% Posons A'd(7) = ().
On a les égalités: :

Ty@; = L(P)O;  (proposition L7),
T, = §[AB) A+ 4 (B14;, sl p oo PPT dans K,

T a0y = 4 {(p)0; —p1g, s p est inerte dans K (proposition 19).

La série de Dirichlet associée b une forme do ITilbert sous la forme (D)
eut

Z{8) = 20(1) T2 gominé sur fous les iddaux do oy.

Bile vérifie Iéquation:
(B)  (2r)"¥HH21($)22(s) = A7¥ i (20 (19 — )2 Z (142 —3)
([16], p. 126).
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Supposons @ 7 0. Le probleme est que #; n'est pas fonetion propre
des T, pour (Afp) = —L Soit (f;) une base de l’espace des formes para-
boliques pour Iy(4), de poids 12 et de caractére (4/), telle que f; soit
fonetion propre de tous les T, de valeurs propres u;(p). Choisissons f;
an dlément de cette base intervenant dans la décomposition de 4§, rela-
tivement & (f). Lies égaldités derites plus haut impliguent: '

ti(p) == ‘?a“(lc(m)“i‘“ Ai(iﬁ")), s (dip) =1,
(P = M) 2P, s (Afp) = —1 (earTd = T, —p™),

Soit: f; la forme parabolique suivante:

fl.('r) == ft,; |z.|_2(2] —3)('5) == j‘;( —_ 1/4]1‘-) (1/Zr)—(l+2). |

11 ost bien connu que f; est fonction propre de tous les T, de valeurs pro-

n?
pres f{p). Comme :
0 —1 A\0 =1
Tj’(d 0) (19)(4 0) o

pour p ne divisant pas 4, on obtient fp) = (4)p)pe(p) 81 p ne divise
pas 4. Notons £;(s), £,(8), Z(s) les sérics de Dirichlet normalisées asso-
cides » fi, fiy O, _

Trhorinm 4. 81 ¢ est tel gue 9y % 0 e 4,(P) = 4,(P°) powr tout P,
on & Uégalité Z,(s) = L,(s) Gils).

Démonstration. Pour Res agsez grand, toutes ces sériex gont déve-
loppables en produit eulérien. St p ne divige pas 4, on a:

(1) sl p == PP’ dansg K (i.e. (4/p) = 1), le produib eulérien en p
dans Z;(s) ont (1 A (P)p~ o P, puisque A () == A,{P) ([19], D- 44).
Le produit coldrien  dans L) (s) et (L—p(p)p™+ P car
(P = py(p), Loii Pégalivh puisque u(p) == A;(P). . .

(h) si p vegte promier dang A (e {(Ajp) = —1), le prodult eulérien
an p dams Z(s) (osp. () (s) ost (1-—?;5(p)p'"'“—lup”’""”“"’f)_" (resp.
(1 () p~* A M,I(p)p’”*‘wp“ -rly et on Vérlﬁc eLEOTE
qu’ils sont dganx. ' .

11 roste b comparer les termes pour p divisant A. On a Péquation
fonctionnelle '

AP (@) L) E8) = (72402 @m) O D42 =) (42 )
Tierivons 1o méme éqnation en échangeant f; et f; et fa.ison.s.le 1)1*0[}111’0
do ces denx Gguations, On trouve que lo produit £,(8)8;(s) vérifie la méme
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équation fonctionnelle (E) que la série Z,{s). Faisons le quoticnt de ces
éqnations, On obtient:

Z,(5) Zy(1-+2

5)

GOEE) T alr2-akite -
Daprés Ia premibre partie de la démonstration, on a Pégalité:

ey Genine) (R
. Ci(s)fi(s) olF (1 — A, (p)p hpl'i‘l"'ﬂﬂ)

11 est: facile de voir que si une telle fonetion P(s) vérilio P (s) = P(I--2 - g),
olle et constante, clairement égale & 1. Done Z,(s) = £;(s)5(s). m
-On 2 eu besoin de choisir un élément de base f; intervenant dans @,
Démontrons pour terminer que ce ¢choix ne change rien au théoréme.
PRrOPORITION 20. Soient f (vesp. f) une forme parabolique de type (k, &)
sur I'y(N) (resp. (K, &'} sur T(N"), avee T, f= a,f (vesp. T,f = a,f")
pour towt ptNAN', et k= 2. On suppose gu'il existe un corps de nombres K
galoisien sur Q iel que a,= a, pour presque louwt p totalement décomposd
dams K. 8i f a de la multiplication complewe por un corps quadralique tmougi-
naire I, on suppose que K ne condient pas F. Alors i1 existe un caractére
de Dirichlet , non ramifié en dehors de NN, tel que y(p) =1 si P st tota-
Tement décomposé dams K el el que pour fout p tNN', a, = y(p)a, (on ren-
voie & [11] poar la définition de la multiplication cmnplcxe).
COROLLAIRE. 8i f; ot fi interviennent dans 9;, olovs f; =, ou fi = J;.
On a vu que les valeurs propres de f;, f; pour T, sont égaleq & 20

81 p se décompose dans K = O I/A Le caractére y est alors soit 1 soit
{4/]-). Comme f,,f;, et f; sont primitives, puisque leur caractére Lest,
e théoréme de mmultiplicité 1 entraine le corollaire. m

- ‘Dé_monstra.tion de la proposition. Soit { un nombre premicr
divisant N.N’. D’aprés un théeréme de Deligne ([3], p. 520), il existo des
'représAenmtions p ot o' de & = Gal(Q/Q) sany GrLg(me,) ol Q of Ql sont
les cldtures algébriques de Q et Q,, telles que g of o' sont non ramitides
en dehors de NN, ef telles quo si #, ,, F', . sont les images par ¢, ¢’ dun

I‘robenmsmen P, pour ptNN', on a Trk,, = a,, ToF, . = a,. Soicut

Gy = Gal(Q/K) et H = Ker{o)n ]xm( }. Co sont dos sous-groupes distin-
gués de ¢. Les reprégentations p ef o’ ﬂont semisiroples ([11], p.13) done
lewrs restrictions & G,H/H le sont aussi. Klles ont méme traco sur los
Frobenius en p pour p totalement ddcomposé dans K. D'aprés e théoréme
de Cebotarev, ces Frobenius sont denses dany 6,H/H. Donc le restrie-
tions de ¢ of ¢ A GLH gont équivalentes. On peut les supposer nghleb 81
get et g eGyH, on a gy gt €GH, done plggig ™) = o (gg g~ "). Dol

e el elg) = elg) o' (@) elg)-

4
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Done o{y) 'elg) commute a o{GHH). 1D’aprés nos hypothé'ﬂes sor I, @
restreinte & G0 est irvéductible ([117, p. 22). Done o'{g) o(g) est un
gealaire y(g), et ¥ est un caractize de G/G H. Par Pigomorphisme dn corps
de classos, on Pidentifie & un caractére de Dirichlet. On a alors, pour tout
pI NN, TeF, , = y(p)TeF, o, Aol la conclusion. =
Remarquons que, si H, 5 0, &, est dans Vespace engendré par f; et f Iy

Tl est cluir que &, cst dans lo méme espace. Si on démontrait que #; eb B
ne sgond pas proportionnels, on en déduirait que Pespace engcndré par
P, el B, ot stable par tous los opérateurs de Tecke. Malhcureusement,
cotte non-proportionnalité ne semble pas évidente.
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