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Uber ¢,-Modultensorprodukte
von

GERHARD RACHER* (Newcastle upon Tyne)

Abstract. Someo results on operator ideals of diagonal mappings between sequence
spaces are cstablished by tensor product methods. Examples for the continuity of
pointwise multiplication in the algebras IP are given.

Im Anschluss an [6] wird fiir Banachmoduln tber einer Banachal-
gebra und eine beliebige crossnorm ein Modultensorprodukt definiert. Im
Falle der Banachalgebra der Nullfolgen komplexer Zahlen, ¢,, kénnen
wir einige seiner Bigenschaften herleiten und erhalten daraus bekannte
Beschreibungen von Réumen von Diagonalabbildungen (2). Der dritte
Abschnitt enthilt einige Beispiele fiir die Stetigkeit der punktweisen Mul-
tiplikation (im Sinne von [9]) in den ¢y-Moduln 1. Im ersten Abschnitt
haben wir die wichtigsten Definitionen und Bezeichnungen zusammen-
gestellt.

Darf ich die Gelegenheit beniitzen, um mich bei den Mitgliedern der
School of Mathematics der Universitdt Newcastle upon Tyne, insbe-
sondere ihvrem Vorstand, Herrn Prof. J. R. Ringrose, und Herrn Prof.
B. E. Johnson fiir ihre Gastfreundschaft herzlichst zu bedanken.

1. Fine crossnorm o ist eine fiir alle Paare von Bamachréumen I
und P definierte Norm auf dem algebraischen Tensorprodult B QF mit

a(z ®y) = |zlllyl (v € B, y € F). Bezeichnet EQ®F die Vervollstdndigung
des normierten Raumes (B Q@F, o) und sind fe (B, B,), g L(F, F,)
(d.h. beschrinkte lineare Abbildungen), dann gibt es eine eindeutig be-

stimmte lineare Abbildung f®g von EQF in B, @F,; mit f®g(z®y)
= f@) @g(y) fir B, yeF. Gilt a(f®g() < Iflilglale) fir 2 e EQF,
dann heift « uniform. Ist zusdtzlich die zu a duale Norm, o', eine crossnorin,
dann heift ¢ eine Tengornorm. Durch ‘a(z ®Y) = a(y @w) ist die zu «
trangponierte Norm definiert. [2], S. 8-9.

Sei o eine Tensornorm.

Mit L°(B, F) wird die Menge der beschréinkten linearen Abbildungen

* Tinanziert durch ein Stipendinm der Osterr. Akademie der Wissenschalten.
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f: B—F bezcichnet, fir die die Zusammensetzung mit der kanonischen

]]inbéttung ip: F—>F" eine stetige Linearform auf Eélf” definiert:
(Y’ wpof) = <f( ),y (@ EE,y’eF’) LB, F) ist mit der Norm

L (f) = ligpof(B ®I’ } ein Banachraum. Er hat die folgende Eigen-
schaft (¢ uniform): Fir heL(H,,B) wd ¢geL(F,F,) ist gofoh
e I4(B,, Fy), und I*(gofol) < IgllZ%(f) ] fir jedes f e I#(B, 7). 8. [2],
8. 12.

Bine lineare Abbildung f: H—F heillt e-nuklear, wenn sie im Bild

der kanonischen Abbildung ¢,: B QF—L*(H, I, ¢ (%" @y)(®) = {#, 8>y
(# e B, ' e I, y € I'), enthalten ist. Mit der Quoticntennorm aus gestattet
wird dieser Raum mit L,(#, F) bezeichnet. Besitzt B’ oder ¥ die Appro-

ximationseigenschaft, dann kinnen E'QF und IQ(E,F) identifiziert
werden, sodaB L, (E, ) = L“(&, F’) gilt™. [2], S. 16.
Zum Beispiel wird fiir 1<<r < oo durch

v,(u) = int{( > o) sup (2 Kys 17w = 2@@%}
i=1

i=1

Afr 41/ = 1)

eine Tensornorm definiert. Das Bild von B’ ®I’ stimmt mit N,.(#, F),
dem Raum der r-nuklearen Abbildungen von # in F, iiberein, wihrend

(B ®F)’ aus den absolut r-summierenden Abblldungen, A,(8, F'), besteht,
d.h. ang jenen f: E—F', fiir welche

& (f) =
n n . ’
inf{g: (g ||fa:i||")1/r< 953)% (g;](w,-, w’)l’)w; By, ey ¥, €B; 0> 1}< oo

besteht. M.a.W.: (v.) = Ye,), A(B, F) = L'V (B, I') und, besitzen B’
oder F die Approximationseigenschatt, L, (B, F) = N, (¥, IV). Ahnlich
kann man die r-integralen Abbildungen, I.(#, F), und, wenn B’ oder F
die metrische Approximationseigenschaft besitzen, die quasi r-nuklearen
Abbildungen NP(H, F) beschreiben: I,(H, F) = L™(E, F) und N®(B, F)
=L, (B, F). 8. [4] und [7].

Fir # =1 stimmt », mit der blichen projektiven Tensornorm
tiberein, flir » = oo ergibt sich e, = ¢, die injektive Norm. Insbesondere
ist also L™(E, F) = I(H,F) wnd L*(E,F) = L(E, F) und, fir B’ oder
F mit der Approximationscigenschaft, L,(H, F) = N(E, F) und L,(B, F)

O] Well a = g”, geniigt es zu zeigen, daB fe(E’ ®P gonau dann, wenn

o fe (B ®F")’ Das folgt aus [2], Théoréme 4, S. 13 bzw. den zwel zugehor. Korolla-
ren. (Zum Beweis von Theorem 4 beniitzt man das Prinzip der lok. Reflexivitis.)
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= K(#, F), der Raum der kompakten lincaren Abbildungen von # in F.
Ist zum Beispiel # oder F reflexiv und haben E’ oder F die metrische
Approximationseigenschaft, dann gilt I(¥, F) = N (¥, F) nach einem
Satz von Grothendieck. Ubrigens ist, fir jede Tensornorm e, e < a < @,
und, fir p, < sy &p, 2 e

‘Wir benotigen auch den folgenden Satz von Gelbaum und Gil de
Lamadrid. Sei e eine uniforme crossnorm. Ist (2, f;) eine Basis im Ba-
nachranm F—f; die zugehorigen Koordinatenfunktionale —, (y;, ¢;) eine
Basis im Banachraum F, dann Dbildet die Folge w, = x; @y, eine Basis

in Z®F in der folgenden Aufzdhlung

Wy =2 QYy, Wy ==22QYz, Wy =uQY;

W, = B @Y1, Wy = B QY

(f: ®4;):; ist in der selben Aufzihlung die Folge der zugehdrigen E(ste-
tigen) Koordinatenfunktionale.

Mit ¢, bezeichnen wir die Menge der Nullfolgen komplexer Zahlen
a = (a%). Unter den punkbweisen Operationen und der Supremumnorm
ist ¢, eine Banachalgebra: [(a*b%)| < llallbl] fir a = (a%) und b = (bY).

Izt e;, 4221, der i-te Binheitsvektor (¢;¢; = Jy) und w, = Z’eu dann

bildet (%y,)y, eine durch 1 beschrinkte approximierende Emhelt in ¢,
weil fiir jedes a € ¢, lim [l —u,al = lim sup |a*] = 0.

100 n-+co 1>n

Die Menge aller beschrénkten Folgen wird mit I bezeichnet. Unter
einem ¢,-Banachideal verstehen wir einen linearen Teilraum m von 1%
mit den folgenden Eigenschaften: 1. (m, |‘|l,) ist ein vollstéindiger nor-
mierter Raum. 2. aw: = (¢’z") em und |az|, < o] o), fir alle o ¢,
wem. 3. ¢;cm und |el, =1 fir alle ¢ > 1. Gilt 4. lim |z —u,»], =0

n
fiir alle # e m, dann heiBt m ein wesentliches ¢,-Banachideal ([6], 3.4).
Ist m wesentlich, dann besitzt m die metrische Approximationseigen-
schaft (die Multiplikation mit u, ist cine n-dimensionale lineare Abbil-
dung mit Norm 1 fiir alle 5> 1) und besitzt (¢;);5, als Basis. Der Dual-
raum ' kann mit der Menge aller heschrinkten Bolgen o = (2% identi-
fiziert werden, fir die |z, 8] = | Y #'¢’| < oo, wannimmer z e m.
]

Zum Beispiel ist, fiir 1< p < oo, ¥, die Menge aller Folgen » mit

e, = (3 &P} < oo, ein wesentliches ¢,-Banachideal. (Jedes wesentliche

¢,-Banachideal ist eine Segalalgebra in ¢, [5]. Aus 2. und 3. folgt ||
< |wll,, fiir # & m. 4. besagt, daB m dicht ist in ¢,.) Sind m und n ¢;-Ba-
nachideale, dann wird mit H, (m n) die Menge der ¢,-Morphismen bezei-



204 G. Racher

chnet, d.l. derjenigen beschrinkten linearen Abbildungen f: m->n, fiir
die f(ax) = a(f(#)) (@ €cy,wem). Ist feH,(m,n), dann gibt es ein
a €1 mit f(#) = @ fir » e m und joll < [|f]. Es ist ndmlich f(e;) = e;f(e;)
= ¢,', woraus o] < [f| und e;f(0) = f(a'e;) = a'f(e;) = a'a’e, fir > 1
und z € m, d.h. f(#) = aw, folgt. .

Zum Beigpiel gilt tir p > ¢ H, (17,17 = PaP-2 ynd daher K, o (5519)
= P9, tiir p < q Hy (17,19 =1 “und K, (17, 17) = .

SchlieBlich werallgememern wir~ die Definition des Modultensor-
produktes von [6], 2.2 und 2.3.

DrrFINITION. Sei A eine Banachalgebra und « eine crogsnorm. Fiir
cinen A-Rechtsbanachmodul V und ecinen A-Linksbanachmodul W sei

14 éW der Quotientenraum von V éW nach dem abgeschlogsenen linearen
Teﬁr&mm Ky ., der von den Tensoren 20 Qy—asQ®ay, # e V acAd,
yeW, erzeugt wird, Py, die kanonische Projektion von V®W auf
14 ®W V®W heilt das (a—4) Modultensorpr_odxﬂ;t von V und W.

Ist « eine uniforme crossnorm, V oder W ein 4-Bimodul, dann kann
der Banachraum V QW zu einem A-Rechis- oder A-Linksbanachmodul
4
gemacht werden.
Fiix A = ¢, konnten wir die folgenden Ergebnisse herleiten.
2, PrOPORITION (vgl. Lemma in [3]). Sind m wund n wesentliche
6y-Banachideale, o eine umforme crossnorm, dann gibt es eime Projektzon

D,, mit Norm 1 von m®n auf [e; ®e,],>1 , die abgeschlossene lineare Hiille
der Tensoren e; @e;, i>1.

Beweis. Sei 2 = Y 276,0¢;em®n und &> 0 gegeben. Hs gibt
ein N (e), mit dem wi

K !
a(z—~”21z“ei®ej) <& und (Zz e£®ej—2z”e,-®a,) < 2¢
= ¥
fiir alle &, 1> N(e).
Bezeichnet fiiv eipe natiiliche Zahl %k @(%) die Charakterengruppe
der additiven Restklassengruppe Z(k), fiiv g € G(k) d, die auf m baw. n
durch d,(z) = oy = (m % (%) )1>1 definierte lineare Kontra,ktmn, dann gilt
k
aufgrund der Orthogonalitétsrclation (s. Lemma in 3): Z de, Qe
i=1

= 71 2’ Zx(% )& 6; ®@e;]x71(j) = Z'd ®d,_, ( Zz 6 ®¢;), Woraus

XEG (k) €,7=1 ZGG(k) 4i=1
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k %

af )M @6) <o YoV, ®6) < a(z)+e fir k> N(e) folgh. Fir k>1
i=1 Ti=1

erhdlt man genauso

k

a Me,Re e, ®e e, e
(Y )< 3 sto@a- Z 5)

[ETES i,d=1 5=

was fir I > N (e) kleiner als Ze ist. D.h. Ez"@ ®e; €[ ®e i1i>1 als Grenz-
wert der Cauchyfolge ( 2 e, Q¢ ),,;D und af Z e, ®e) < ale). Sei
Sdte, @6 = D,(2). Dann gﬂt weiter

=1

PROPOSITION. Der Kem von D, stimmt mit K, dberein.

Beweis. Selen ZEem, 4 €6y, y €n. Dann igt .m®y ~Zm o'yle; ®e;
i,5=1

und rQay = Z‘ oty ¢; ®¢; die Darstellung in m®n, soda8 D, (za®@y)

=D (w®ay) Well D, stetig und linear ist, folgt K, < KerD,.
Angenommen, K, CKerD Dann gibe es ein z = Zz”e;i@ej in

m®n mit z¢ K, und D,(2) = 0. Nach dem Satz von Hahn—Banach

gibt es ein stetiges lineares Funktional fe(m ®n) mit f(z2) % 0, aber
fIE, = 0. Wird f durch die Gleichung {(2®y,f> = ¥y, F(®)), ¥ €m,
y €n, die beschrinkte (a < =) lineare Abbildung F von m in »' zugeordnet,
80 ist fitr alle wem, accy ¥ e,

@y Fza)y = (wa®y,f> = a@ay,f> = {ay, F (o)) =y, (F(a)a),

d.h. F ist ein ¢y-(Rechts) Morphismus. Daraus folgt
= f Z Mo ®e) = 3 P lej, Fle)y = (e, Flose)))
EX] ¥
= Zz Coses Fe)y =F( D) e ®le) = f(Dar) = 0,

ein Widerspruch. Also stimmt der Kern von D, mit K, = K, .., tiberein.
Zusammengefalit ergibt sich der
Sarz. Sind m und n wesentliche opBanachideale, o eine wuniforme

a .
orossnorm, dann it m Qn isometrisch isomorph 2um abgeschlossenen linearen
a Co a
Teilrawm [e;®e¢;]; von m n.

Der Isomorphismus i,: m @n-+[¢; @e¢;); ist gegeben als die lineare
K
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Abbildung, fiir weleh@. TaDo = D und p, = iz D,. IM) j. die kanonische
Binbettung von [e¢®e¢] in m®fn, dann ist Id([e; ®e$]) Dyjo = taDulas
WOTaus Pojate = Ld(m ®fn) und Id ((m@%)) (Jula) o

KOoROLLAR 1. « eme uniforme cmssnorm. l ein cy-Banachideal, m

und n wesentlich. Dann st IA(1) ®@Ppn: LR (MmOn)—1Q(m n) dine
Quotientenabbildung. ‘o
Sind 7 und m wesentliche ¢,-Banachideale, » beliebig,  dann ist

pllméId(n): (lém)én»(lém)é% eine Quotientenabbildung.

Beweis der zweiten Beclolauptung: ﬁl,",éld(n) ist gonau dann cine
Quotientenabbildung, wenn ihre duale (p,,m®Id( ) L"'(l®m n')
»L“'(l‘(lgm, 9:0’), gegeben durch f—>fp,m, eine Isometrie ist: L"'( hH
= I ({14 mém) < I il < B (1) < 2 ()l < 21
fir jedes feLcx (t ®m n').

KoroLraw 2 (Assoz1at1vgesetz). Sind 1, m und n wesentliche cy-Ba-

o a
nachmoduln, a eine assoziative uniforme crossnorm, dann gilt 1 (m Qn)

a a . ﬂu Co
= (1 Qm) @n isometrisch isomorph.
‘o %

Beweisskizze. Wir schreiben ! als Rechts-, m als Bi- und » als
Linksmodul, soda8 die beiden Ausdriicke definiert sind. Im Diagramm
bedeutet 1 den kanonischen Isomorphismus A(2®(» ®%)) = (2 @) @Y,
zel, wem, yen.

l® m®n)——~————~> 1® (m@n) —— 1R (m@n)
WS, % Pm@n e <
‘L T . Ty iy T";l
P, ®Id(n) a a. ol@m,n . .
(l®m)® umSlA0 lem)en ——s  (1®m)®n

‘o o %

Weil "die Zusammensetzung der beiden waagrechten Abbildungen oben
eine Quotientenabbildung ist und ibr Kern im Kern der Zusammensebzung
der iibrigen Pfeile enthalten ist, gibt es eine lineare Kontraktion 1,
welche das Diagramm kommutativ erginzt. ¥benso ergibt sich die Existenz
einer dazu inversen linearen Kontraktion A7

Ist;a = %q, dann gilt fiir beliebige A-Banachmoduln ein Kommuta-
tivgesetz fiir das (¢ —A)-Modultensorproduks.

KoroLLAR 3. Sind m wund 7 wesentliche ci-Banachideale, dann ist
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die kanonische Abbildung @, : m @n—m@n injektiv. Ebenso gibt es in-

00 CD
™ a &
jeltive kanonische Abbildungen von m @n—m @n und mQn—>m n.
¢ €y ¢ cg

Beweis del ersten Behauptung. Die identische Abbildung von
(m ®n 7) in m@n 148t sich zu einer linearen Kontraktion ¢ von m®'n
in m®'n, forth(,tzen (e < 7). ¢, ist die eindeutig bestimmte lineare Abbil-
dung von m®n in m®fn mib g P = P, und g, |l = lp.@l < 1. Da m
oder n die Apprommatmnsmgensaha,ft besitzt, ist nach einem Satz von

Grothendieck ¢ injektiv, daher auch @, = ¢|[¢;®6,]. Sind D, und D;
die jeweiligen Projektionen, danm ist D,p = @;0D,, und, sind 4, und

i, dic zugehorigen Isomorphismen, @i (8) = @i(D.(2)) = D,p(2) =

iPu(p(2)) = 8,05,() Bl & = p.(e) em@n, QD @iy = gy, Woraus die
Injektivitdt von ¢, folgt. %

KOROLLAR 3-DUAL. Sind m und n wesentliche cy-Banachideale, dann

ki
hat die Hinbetiung qac von I(m, n') in H(m,n’) '(H“ﬂ(m n’),m@n) —
dichtes Bild. (I%( , ) steht fiir die c,-(Rechts) morphismen in I ( , 1)

Seien jetzt m und n wesentliche ¢,-Banachideale, soda8 m' wesentlich
ist (zum Beispiel m reflexiv). Da m' oder » die Approximationseigenschaft

besitzt, kann man m'®n mit dem Raum der a-nuklearen linearen Ab-
bildungen L,(m,n) via die kanonische Abbildung ¢, identifizieren. Wir

behaupten: Den Elementen von [eiéef] entspricht dabei die Menge
Ly, {m, m) der a-nuklearen c,-Morphismen. Ist néimlich 2 e [e; éei], dann
gibt cs eine Folge (&), sodaB z = D7'e,@e m’én und  @,(2) (%)
= J#<®, ey, fix jedes ® em, d.h. izp,,(z)(w) = ('), Ist, umgékehrt,
fe i,, o (m, n), dann gibt es ein o € 1% mit f( } = xa fir ¢ € m und anderer-

geits oin Blement z = >47¢,@¢ in m' ®n mit ¢,(2) (2 Zz’% ¢; fir

Y

s em (die Reihe konvergiert in n, weil ¢, (%) ®Id(n): m’ ®fn~>n stetig
ist). Fiiv @ = ¢, k=1, ergibt sich Yeele; = YoM¢; = a’e;, woraus
1 a i

& = a¥8y, Ah. 2 = Zzﬁei@e,. ist in [e;®e;]-

Daraus folgt
KOROLLAR 4. Sei a eine Tensornorm. Sind m und n wesentliche ¢y
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Banachideale mit m' wesentlich, danmn ¢ibt es eimen isometrischen Isomor-
phzsmus zwischen de'm, (@ — 6o)- Modultensorprodult und den a-nulklearen

¢y~ Morphismen: m' ®n = Ly (M5 7).
L]
BEISPIEL. m, m’, n wie oben, 1 <7 < oo,

‘l'r k3
m' ®@n = L, o (m,n) = N, (m, n) uwnd ' ®n = N (m,n),
S o .

&
m @n =L, ,(m,n) =
S
KOROLLAR 5. Sei a eine Tensornorm. Sind m und n wesentliche ¢,-
Banachideale mst m' wesentlich, dann gilt Lo (m,
metrisch isomorph.

BEISPIEL. m, m', n wie oben, 1< r < oo, Lfr+1/r' =1,

N (m,n) wnd  m' @n = K, (m,n).
Co

-Nf-z,co(mi n)' = I:(']('m’ n') und Kco(mi n)' = I%(m’, v'),

Ny oo (0, 0)’ = A2 (m',n") und Ny (m, n)" = Ho(m', n').

Vergleiche damit Theorem 8 und 7 in [1].

KoRrOLLAR 6 [3]. Sind m, m’ und n wesentliche ¢,-Banchideale, m
oder n. reflexiv, dann gilt K, (m, n)’ = N°(m/, n) Sind m und n reflevive,
wesentliche co-Banachzdeale, daﬂm gilt K, (m,n)" = H, (m, n).

[8] Hs ist NO(®, %) = [palpa—aip fwr I<p< q< s 'Lmd Neo(i?, 1%
=0 fiir co>p=q=1 (.

Sind m, m' und n wesentliche cy-Banachideale, m Fkontraktiv enthalten
i n, dann gile K, (m, n) = c, und, wenn m oder n reflewiv, N(m', n') = I

Wir brauchen nur die vorletzte Behauptung zu beweisen: m ein
wesentliches, n ein beliebiges Banachideal, m’ oder n wesentlich, m < n
kontraktiv. Dann gilt K, (m, n) = ¢,.

Beweis (8. [1], Theorem 5). Fiir @ € ¢, ist d,: m—n Grenzwert der
endlichdimensionalen ¢,-Morphismen d,, , in der Supremumnorm, d.h.
d, kompakt, und |d,| < lal.

Sei f von m in n ein kompakter ¢,-Morphismus und &> 0 gegeben.
Es gibt ein ¢ €?® mit |a]| < ||f| und f = d, und eine endlichdimensionale
lineare Abbildung 2 voun m in » mit |h—f} < & Dazu kann man a, ..

ya, em’ und ¥y, ..., ¥, €n finden mit » = Z,‘cn ®v,. Sei, zum Beispiel,
n wesentlich und N (¢) so gewa,hl'b daf sup |]yi UnYll < & fiir N > N(e).
Sei N > N (¢) festund by, = Za Uy Y;. Da.nn ist [y —fll < 8L +2|[a¢||m,)

(3 Vgl. W. H. Ruckle, Studia Math. 38 (1970), 8. 43-49. Tabelle auf §. 48
und 3.3. .

n)' = L% (m', n') iso-

[
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— ¢'. In der Matrixdarstellung beziiglich der Basis (¢;) in m sind alle Zeilen
ab der (N -41)-ten null, sodal die Diagonalmatrix von

1
hy = by =5y Zd,,hNda,
geG

wo G diec Menge aller N-tupel von ;{: Bingen bezeichnet. Daraus folgt

Zd (hy — @) &

D.h. @ ist im Abschlufl der endllchen TFolgen in der Supremumnorn
enthalten, oder a €¢,.

Versteht man unter cinem vollstindigen Operatorideal (Pietseh) (4, a)
cinen fir jedes Paar von Banchriumen (X, ¥) definierten, in der Norm a
vollstindigen, linearen Raum von beschrinkten linearen Abbildungen,
A(X,¥), welcher alle Abbilduigen der Gestalt o' ®y, o’ €X', ye¥,
enthilt, mit a(s’®y) = l’llyl, sodaB fir alle Banachraume X, Y,
wnd SeL(X,,X), fed(X,Y), TeL(Y,Y,), TfSeA(X,, ¥;) und
a(Tf8) < |ITja(f)|I8] gilt — und filhrt man den obigen Beweis einen
Schritt weiter, dann erhilt man

ProposiTIoN ([1], Theorem B). Sei m ein wesentliches und n e
beliebiges cq-Bamachideal, (A, a) ein vollstindiges Operatorideal, in dem die
endlichdimensionalen Tlinearen Abbildungen dicht sind (also eine “Se-
galalgebra” in K (-, -)). Sind m’' oder n wesentlich, dann ist A, (m,n)
ein wesentliches cy-Banachideal. -

Die entsprechende Aussage fiir ¢-Modultensorprodulkte lautet allge-
mein: Sei A eine Banachalgebra mit einer beschrinkten appr oximierenden
Einheit, a eine uniforme crossnorm, V ein 4-Rechts- und W eine A-Links-
banachmodul. Ist V em wesentlicher A-Linksmodul, soda8 V ein A4-

Bimodul ist, dann ist V®W ein wesentlicher .4-Linksmodul. Der Beweis

le— all < I, —dyll = ——j < My —dgll < &

4
verlguft wic der von 3.9 Theorem in [6].

3. In leichter Verallgemeinerung der Definition 0.1 in [9] haben wir

DEFINITION (3). Sei o eine Tensornorm. (a) Hine Banachalgebra A
LeiBt eine a-Algebra, wenn ihre Multiplikation von (A4 ®A4, o) in A stetig
ist. (b) Sei 4 cine Banachalgebra. Bin A- Banachmodul ¥V heiflt ein (a-4)-
Modul, wenn die Wirkung von (4 @V, q) in V stetig ist.

T o = ¢ erhilt man in (a) die Definition der injektiven Algebra
in [9]. Unter der punktweisen Multiplikation sind 7' (s. [9] und unten)
und I (daher aunch o) s (= &,)-Algebren. Hs gilt jedoch

(8) Diese Definition wurde auch von A. M. Tonge in Proc. Cambridge Phil. Soc.

. .80 (1976), 8. 465-473, gegehen.
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PROPOSITION 1. a. Fiir kein 1 < p < oo ist I cine e Algebra.

b. Fiir 1< p<2 ist 1P eine ¢,-Algebra fiir jedes 1 <r < oo,

c. Fiir 2<p< oo ist I? eine s,-Algebra, aber fiir kein &> 0 eine
&y o~ Algebra.

T
Beweis. Die zur punktweisen Multiplikation m: 7 @ F—1I", m(x Qy)
T

= wy, duale Abbildung m': ¥'—(1? @)’ == L(I#, ") fiihrt & e}’ iiber in
m'a: P>, m'a(@) = oo fir wel. DL m': W-H, (1",17). (Wi
unterscheiden nicht mehr zwischen e,-Rechts- und Linksmorphismen.)

2. Ware 1P cine s-Algebra, dann beséBe m cine stetige Fortsetzung
von ¥ @I in 1%, sodaB m’ von I in I, o (7 7'y fihrte, Tiir L < p < 2 ist
aber nach Korollar 6 aus 2. I, (17, ') = W2 S5 ist 2<p < oo dann
lieBe sich fiir ]edes acl® m'a von Ir in ¥ o, emem 111togmlon ¢y-Mor-
phismus von 1" in I* fortsetzen. Bs ist aber I, ( 2) w, (l‘ l) = ll S,

bh. 1< p <2 2<p < oo. Fir alle ¢ el’“ [a,ktorlswm m'e¢ von l” in

7 durch die Jdentlsche Abbildung I?" von 7' in 17, welche nach [4], Satz

55 #-integral ist fiir alle 1 < #'. Daraus folgt: m'e = I¥ -d, ist r'-integral
; .

fir alle 1 < #" und I(m @) < I(I?) lally, dh. m's (1P @) = L.(17, 28]

und damit m: Z”@l"—#” ist stetlg fir 1<<r < 0.

¢. Zunéichst zeigh man fir 1 <p < ooz 4, . (7, ) e o i)
= I?, woraus mit Hilfe von [4], Satz 34 und 40 Ip PN 7y = Z" folgt:
die Mulmphka,uon mit einer Folge o ist genan dann p’-integral von I¥ in

W, wenn ¢ e 1, und es gilt I,.(m'a) = ||of,. D.h. m' ist eine Isometrie
von ¥ in I,.(P, ') und insbesondere m stetig von PRI in V. Sei
2 < p < co. Gibe es ein ¢ > 0, mit welchem m von (I” @17, ¢, 5) in I” stetig
ware, dann wére, fiir jedes a &1¥', m’a eine (p+ 8)’-integrale und daher
absolut (p+ §)'-summierende Abbildung von ¥ in I*". Dag hieBe nach [1],
Theorem 9, (i), daB fir jedes a ¥’ 2 |at | l+logl

der Fall ist.
PROPOSITION 2. a. Fiir L<p < oo igt 1P kein (e-c,)-Modul.

b. Jedes wesentliche oy-Banachideal st ein (e-1')-Modul wunier der
punktweisen Multiplikation.

Beweis. a. p = 1. Wire m: (oo®ll, .e)~>l1 stetig, dann wire Id(ll)

m((1,1,...)) e(6®1) =I{, 1), was nach [4], Satz 19, 20 und
Lemma 9 mcht moglich ist. Fur 1< ;p < oo ergibt sich die Behauptung

aus Proposition 1.a, weil lp®ll’ in 00®Z¥’ kontraktiv enthalten ist.
Zum Beweis von b verwendet man das

< o0, Was nicht
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LEMMA (3. [9], S.8). Sei & eine nativliche Zahl, Z(k) die addi-
tive Restklassengruppe modk, G (k) ihre Charakierengruppe. Filr jedes
= (f(L),..., f(k)) em’ (m das wesentliche c,-Banachideal) besitzt die

L, .o 1
Funktion T, definiert durch F(i,j) = A Zx(i)f(j)x'l(j), iy j € Z (k) die

xeG(k)
Tigenschaften: F(i,§) = 0 fir i = j, F(i,i) = f(@) wnd [Fl| . < [|fllw-
1 @m

Ingbesondere sieht man (m == Zl), daB 1 eine g-Algebra ist, was schon
von Grothendieck in Boletim Soc. Math. Sao Paulo 8 (1956), Seite 95,
Corollaire 3, bewiesen worden ist nnd zur Aussage dquivalent ist, daBl die
identischoe Abblldung von 1" in ¢p integral ist (ebendort 8. 93. Slehe aueh

Ende jenes Beweises.). Daraus folgt zum Beispiel r ®Z =1 und .7 ®l
7 éll o

]
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