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Sur le minimum des fonctionnelles dans les espaces de Banach
par

T. LEZANSKI (Lublin)

Résumé. Soit @ une fonetionnelle continue sur 'espace de Banach, remplissant
Vinégalité; @(iw+ (1—1)y) < 10 () + (A~0P(y)—I' ¢ lm—yl) ol I'(t,s) satistait
aux certaines conditions spéeiales. On montre Pexistence d’un seul point minimal
de @: ldi(.fE) = inf@(x): xeX et on &tablie une limitation pour la distance lz —2]|

Soit ¥ une autre fonctionnelle, continue, convexe et non-négative; 4 tout 1> 0
on fait correspondre un élément 73 tel que & (x;) + A(xy) = inf( P () +A¥(@)): vxe X.
La fonction »; posséde la limite 7 (si 1> o0) et on a: @ (7) = inf®(z): ¥(x) = 0.

Enfin, on présente une application de la théorie exposée ci-dessus 4 la calculation
numérigue d’un point minimal absolu et relatif, en se servant d’ainsi dits espaces
des suite concordantes [2].

Ce travail comprend trois parties; dans la premiére, nous considérons
le probléme du minimum “absolu”

() infd(a): we X,

X étant un espace de Banach (non réflexit), @ une fonctionnelle définie
sur X. Nous montrons I’existence d’une solution 7 unique de (%) et dédu-
isons quelques limitations pour lle—2Zll, # € X — arbitraire. La deuxiéme
partie contient la solution du probleme du minimum “relatit?, c.-a-d.
du probléme consistant & trouver 7 € Z tel que

*k) infd(2): 2 €2 = ®(z),

Z étant un sous-ensemble fermé convexe de X. Bofin, dans la troisidme
partie, nous appliquons les résultats des parties 1° et 2° aux problémes ()
et (*+) dans des espaces spéciaux, appelés “espaces de suites concordantes”
ou bien espaces du type {X,}. Expliquons-le plus en détail: soib {X.}
une suite d’espaces de Banach et considérons les suites {@,}: w, e X,.
Certaines d’elles sont digtinguées comme “concordantes” (corrélatif
des suites de Cauchy); les suites concordantes forment un espace de Banach,
appelé espace du type {X,}. Voici Pordre des idées de la troisiéme partie:
on représente I’espace donné X comme un espace du type {X,} (ce qui
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est possible dans plusicurs cas), on met la fonctionnelle @ et le sous-ensemble
Z sous la forme {&,} et Z resp., &, étant détinie sur X, et Zy = X, enfin
on remplace le probléme (##) par une suite de problémes du méme type,
mais, chacun d’eux, dans espace X,,:

(%) infd,(2): 22, n=1,2,..).

Soif 2, la solution de (%*). Nous déduisons dans la troisidme partie
les conditions suffisantes pour que la suite (,} soit concordante et que
D,(z,) — ®(7), ol Z est la solution (supposée unique) de (sx). Alors % est,
dans un certain sens, approché par les “z,”; si los X,, sont de dimengion
finie, les 2, peuvent &tre calculés numériquement, de sorte que la troigiéme
partie constitue une justification théorique de la solution numérique du
probléme ().

I1 existe un grand nombre de travaux concernant les problémes ()
et (#x), en particulier leur solution numérique; nous en citons quelques
uns. Les idées qui se rapprochent le plus de celles qui sont exposées dans
ce travail sont contenues dans [3] et [4], mais les hypothéges sont plus
fortes (Vespace X est réflexif, & admet une dérivée de Fréchet). M. M.
Vainberg [7] démontre lexistence d'une solution du probléme (x),
cependant sans déduire des limitations pour la solution % D. Morrison [6]
présente une méthode récurrente pour calculer inf®, Lia plupart des au-
feurs se bornent & ramener le probléme (%) & un probléme du type (w:x)
avec une autre fonctionnelle, le plus souvent dans Pespace euclidien.

’

1. Le minimum absoln des fonctionnelles.

L.1. Notations, definitions et hypotheses. Soient: X un espace de Ba-
nach, X* son adjoint. Les éléments de X (resp. de X*) seront désignés
par «,y,2, h, a (resp. f, g). Si fe X* et w e X, on écriva souvent (f, ®)
au lieu de f(»). Certaines fonctions réelles fixées seront désignées par
Y2 Y1y Wos Y1, @, Iy leurs arguments réels par 1, 4, p, &,

Soit y(¢) (¢>>0) une fonction réelle fixée, continue, strictement
croigsante vers -+ oo si¢-» - co, telle que ¥(0) = 0. Posons:

i 1
1.1.1. DEFINITION. y, (1) = [ p(t)dt = A [ y(tA)d.
0 1}

1.1.2, DERINITION. wo(4, &) = y,(4)— A (A4, £=0).

Il résulte des hypothdses faites sur la fonction y(.) que pour tout
&> 0l existe exactement un nombre ¢ > 0 tel que p(4,) = & On en tire:

113 wo(4, &) = in‘E%(l, £) (£ fixd),
>

2 ‘
vu que —67%(/1, §) = y(A)— & et que o(4, &) est une fonction convexe

par rapport & A. Posons:
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1.1:4. DEFINITION. i, (£) 2 oy HE), &) = Yolle, £) = infpy(2, &),
et établissons quelques propriétés de la fonction Pyt i
LL5. &< & =) > u (&),
¥i(0) =0, p(H > —c0 (£ +oo).
Bn effet, & < &, implique:
vilE) = wly &), &) > wly N8, &)

= inf@”o(lv &) = 1#0(3’—1(52): 52) = pi(&).

A

De plﬁs,
vilé) =infyn(2, ) = iy, ()~ 21 <pa(1)— > —o0 51 £ +oo.
Fnfin,
¥1(0) = po(y™1(0), 0) = 1,(0,0) = 3,(0) = 0. m

La fonetion -4, admet alors une inverse, que nous désignerons
bar ¢ et noterons comme il suit:

1.1.6. DEFINITION. p(s)= 53%(5) = =8 6-a-d. y,(&) = —p7l(g),
8 £€<0, + o). :

1 est facile de voir que toutes les fonetions y, yy, ,, Y1, @ sont conti-
nues. De plus, ona:

L1.7. 9(0) =0, op(s)— +oo g g + oo,
Définissons enfin Ia fonction I':

L.1.8. DEFINITION. I'(3, 5) = ty;((1—1)8) -+ (1 — &) y, (1)
On vérifie immédiatement que

1
1.1.9. I(0,s) =0, I,s) =TI((1—1),s), lim:]“(s, 8) = p4(8).
e}

Soit @ une fonctionnelle réelle continue, définie sur Pespace X tout
entier, et satisfaisant anx hypothéses:

1.1.10. HYPOTHESE. 11 existe une Jonction véelle f(r) croissante, conti-
nue et positive, telle que

® TeX, ol <7 (i =1,2) = |D(@,) — D(wy)| < B(r) ll2y — @,

1111, HyroTHESE. D (@ +th) — D () < t[B(z+h)— D(z)]—1I'(¢, ||B])
pour te0,1>, v, heX.
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1.2. Propriéiés de &.

1.2.1. Levmvme. Soient ¢ e X un élément fixé, M un nombre posmf
vérifiamt (i):

i) lim ——L(D( +th)— D (@)} | < MB||  powr tout he X,
tlo

Alors on a (ii):

(i) - 7/}(‘13(“— h)— @ () 2 py(lIBl) — M. ] = v, (M).

Démonstration. Soit te((),i); divisons les deux membres de
1.1.11 par #; nous obtenons, tenant compte de 1.1.11:

0 . Bt~ @) > 1[G+ )~ )]+, [h)

=

’

re, thl)—‘%[@(th)—@(W)]

d’ou l'on tire |

®) ¢(w+h)~d5<w)>5§rﬁru, nhmdi?"nH[fb(wﬂh)—@(wu!
> 72 M) = .14 > 0 7, (1) = .2 = s (30).

Remarque. Un nombre M satisfaisant 3 1.2.1 (i) existe pour tout
2eX en vertu de I’hypothése 1.1.10.

1.2.2. LemMe. Soient: 2, h e X, r e RY, r > |jz|l. Alors on a:

(i) D(a-+1)— B(2) nhu{fy HIRI @ — B (1)} = v, (8()

(définition de B(r) — v. 1.1.10).

Démonstration. Pour ¢> 0 satistaisant & [t < (r— [#[) B~ on
a aussi: [o+¢h|] <, dol, en vertu de 1.1.10 (en y posant ®; = x--1h,
2y = x), on obtient

(&) —[¢($+th D@ <) -l (powr (1] < (r— al]) [B]~Y).

Le lemme 1.2.1 nous donne immédiatement:

-

®)  Ple+h)—D(@) > pu(Ib) — B0 Y = B { [ ¥ (el ds—p ()

> gul(ﬁ(r)) (voir 1.1.1). m
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1.2.3. TeEOREME. La fonctionnelle @ est bornée inférieurement et
tend vers -+ oo, i |zl — co; on le mote comme il swit:

A VAP@=e (i) A Viel>t=0@)>s.

e>0zeX 8>0£>0
Démonstration. On tire de 1.2.2 (i), en y posant z = 0,
X 1
B(h) = B(0)+ Il { [ (1)) dt — B (1)}
0

P(0)+ . (B(1)),
d’otr (i) et (ii). m
1.2.4. LEMME. Posons & = [infd(s): s € X]. On a, powr x;€X,

(@) =l < 3y (@ () —d).

Démonstration. Posons f(t) = &(w,+t(#,—,)). Comme & est
continue et croissante vers + oo (si [z - o), la fonctlon réelle f est aussi
continue et satisfait &

(a) [f&) = 400 si |H = + oo
1l existe alors une valeur de I’argument £, soit %,, telle que
(b) f(t)) = [intf(): ¢ e R].

Posons: &, = #; + ¥, (%, — ;) et substituons dans ’hypothése 1111 % = z, —
—,. On obtient, pour ¢ e(0,1),

v&j)—l

(c) 0< % [f(te—1to) —f(2o)] = [dj (w1+ (to—‘tto)(mz“mﬂ) - qj(“’o)]

= %[@ (g 4 £ (@, — )] — P{my)

1
[ (“’)‘o'l‘ (@, “‘wo)) ~ D (@g) — 7 I(t, [l — ),

d’ol1 P’on tire, en passant & Ia limite avec £ 0 et en tenant compte de 1.1.9 :
] 0 < O(wy) — D (o) —y1 (e —@ol)-

La fonction y, étant croissante (v. 1.1.1), on tire de (d):

©) s — @oll < 7 (B(@2) — B (@) < 77 (B (@) — ).

Nous avons utilisé lidentité x,41(x— ) = &, (f— o) (@ —ay); en
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faiyant wusage de lidentité pareille: Do+ (o — o) = @y~ (g -+1—1y1) %
X (%y—m,) et en substituant dans 1.1,11 Ty—awo au liow de A, on obticng
tout comme auparavant:

tl

00 [fllott—tut) —f(10)] = = [B{o+ to+— 1) (0 —,))] — D3y

[d) (mo A mo)) - (D(m,,)]

< @ (o0t (@ =) — 000~ L I, oy a),

d’olt, comme plus haut,
(g) o, —oll < 977 (B () — B (@) < 97 () — d. -
Or, (e) et (g) entrainent la coneclusion du lemme. m

1.2.5. THEORBME. Il emiste ewaciement un élément 5 eX tl que ()
=d = [infP(z): v X On a, de plus:
(@ Bl <7 B(0)—d)  powr tout w e X.

8i le nombre M satisfait & Vhypothése (i) de 121, on a

(ii) P(2)—d < —yp, (M),
(i) Il =2l < y7 (—py (M),
(iv) 7 < v (=, (B(r))  powr tout r> 0.

' Démonstration. & étant bornée inférieurement, il existe une
suite d’éléments: @, , @,, ... telle que D(m,)| infd = d. Bn verty de 1.2.4
on a @, — @)l = 0 (n, m - o). I existe alors un % e X tol Z

) = 1s . ) que ”mn_x” - 0’
d’ot &(Z) = hinqj(mn) =d. 8i pour wn #' ¢ X on a: D(2") = d, il vient,

en vertu de 1.2.4, [[o'—%| =0, d’ou résulte Punicité de 1’élément mini-
mal Posons dans 1.2.4 #, =7, ¥y = &, nous obtenons ainsi (i). L’inégalité
.(11) résulte de 1.2.1 si Pon y pose & = Z—a. (i) est une conséqﬁonce
immédiate de (i) et (ii). Pour établir (iv), on pose dang 1.2.2 o == 0, hh = &
et on obtient, pour r > 0 arbitraire, ’ ’

(@) P(0)—d = B(0)— B(7) < —yp, (B(r),
d’oli (iv), en tenant compte de (i). m

1.2.6. LeMME. Soient 2,9 e X; supposons :
1.2. que pour tout te (0,1

on ait (1): B(w+i(y—z))—d(z)>0. 0
Conclusion: |z —y| < PP y)— O (x)).
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Démonstration. Posons dans 1.1.11 % = y—a et divisons les
deux membres de 'inégalité obtenue par ¢ > 0; nous obtenons ainsi

1 1

@ 0< [Pty —o) - @] < Oly) — Bla) ~ T, ly—al),

d’ol, en passant & la limite avec ¢} 0,

(b) 0 < B(y) — D () —yu(lly — ) '

On en tire la conclusion demandée, puisque y, est inversible. m -
1.3. Cas ow le gradient de ® existe. Supposons que pour tout couple

1
%, heX existe I'expression: &'(z, h) 2 im— [P(z+1h) — D ()] et que

a0 b
@'(w, k) soit une fonctionnelle linéaire bornée par rapport & h, pour tout
» e X. 1l existe alors un seul élément F(z) € X*, nommé grad @ (x), tel que

1.31. (F(x),h) =@'(z,h) (2,heX).

1.3.2. HYporHESE. Pour @, h,fe X la fonction réelle de te R f(1)
< (B (@+1h), f) est continue par rapport & 1.

1.3.3. THEOREME. Chacune des conditions suivantes: (i), (ii) équivaut
a Vhypothése 1.1.11:
) P(@+h)— (@) = »([bl)+ (F(w), k),
(i) gp(}'ml'!' (1—- Z)mz) < AP (21) + (1 —2) B(@o) — (4, |lwy— 241},

: x,0,eX, 10,1,

Démonstration. 1°. 1.1.11 = (i). Divisons les deux membres dc
1.1.11 par¢ > 0;en passant alalimite avect| 0 on obtient, en vertu de 1.1.9:

(a) (F(@), b) = &' (», b) = lim%— [D(z+th)— D(z)]
140

< O(z+h)— D (@) —py ([R]]).
2°. (i) = (ii). Posons, pour @, #, € X, A (0, 1),
(a) Ly = A+ (1 —2) .

Remplagons dans (i) « et h par @, et o;,—x, (§ =1, 2) respectivement;
multiplions les inégalités ainsi obtenues par 1 et 1—1 et ajoutons-les.
II vient
() DUy +(1—2)2s) — [0 () + (1 — 2) D(w)]

< Ayy (g — ll) 4+ (1~ A) p (llove — 1) +(—F(v’f’o)y Amy + (1—1)972)

= ]‘71((1_1)“9@2_’”1“) F A —=Dyi(Alwe—4])) = I'(4, jlgs—z4]),

vu que &;—%, = —(L—2A)(@y— ;) et @ —2y = A(®,—,).
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3% (ii) = 1.1.11. Substitwons dans (ii) #, -k, 1 —# au licu de @yy By, A
Tesp.; on obtient ainsi 1.1.11, vu que I'{(1 —1), s) = I'(¢, 5). m

1.3.4. Remarque. La condition: (F(z+h)—TF(x), h) = v IR) -
(@, 4 € X) entraine 1.3.3 (i). En effet, on a:

t

1
[

1
®(w+h) — B () -—-f—%di(w}-ﬂz)dt
- f (I (04 th) — F (w), th) dt+ (I (), B)
0
1

‘ > [y dt+ (P (a), ) =y (i) + (), 7). m
0

1.3.5. Pour I’élément minimal % et 1’élément @rbitralire veX la
limitation suivante a lieu:
(i) Iz —all < v — w17 (@)])).
]4?11 effet, le nombre M s llgrad & (z)|| = I]Fl(m)ﬂ satisfait & Ihypothése
(i) du lemme 1.2.1, d’ott la conclusion, en vertu de 1.2.5 (iii).

2. Le minimum conditionnel des fonctionnelles.

2.1. Introduction. Nous maintenons en vigueur toutes les définitions
et .notations des numéros précédents, aunssi bien que les hypothéses des
pon}ts 1.1, 1.2. Soit Z = X un ensemble convexe ot fer:mél ot supposons
que @ n’admette pas de minimum absolu dang Z: ¢ Z. Soit ¥ (5{;) une
autre fonctionnelle, définie sur Iespace X tout entier, satisfaisant aux
hypothéses suivantes:

2.1.1. HYPOTHESE. [, < 7 (4 = 1, 2) = |¥(2,)— ¥(.)] < _
(B(r) étant la fonction du niméro 1.1.9),. @ (@)l < Ar) oy =i

2.1.2. HYPOTHESE. ¥(2) = 0 dquivaut &: & € Z, ailleurs ¥ (x) > 0.

2.1.3. HYPOTHESE. ¥ (2+th)— V(x) < ¥ (@ k)~ W (w)] (
termes: ¥ est comveve).

2.1.4. DEFINITION.  @3(s) = @ (2)+1¥(2) (2> 0, o € X).

De ce qui a 6t6 dit plus haut il s’ensuit que toutes los hypothoses dos
numéros précédents restent en vigueur si I'on remplace ¢ mr by, f{r)

par (1--14)B(r); les fonctions y, y,, Y9, €te. ne changent pas, A tout 1>0
correspond. alors un X, € X tel que ' :

21.5..- Dy(w;) = [intd,(2): = e X].
Nous avons ainsi défini une fonection abstraite

en d’autres

o %0 (0, 0)3 >3, e X,
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2.2, Propriéiés de ,.

2.2.1. LeMME. P (2) < V(z,) = O(2) > P(x,) (en dautres fermes:
O(z;) = [infD(w): ¥(2) < ¥(2,)]).

Démonstration. Multiplions D'inégalité: ¥(z;)> ¥(x) par —1
et ajoutons-la & la suivante:

(a) D (@) +A¥ (2;) < P (@) + A¥ (),
qui découle de 2.1.5. Nous obtenons: &(2) = O(2,). =

2.2.2. LEMME. Pour tout 2 € Z Vinégalité suivante a liew:

1 1 . _

i)  ¥(w) <7[¢(z)—@(%)]<7£¢(z)—d], @ = inf @ (x) = B(Z).

Démonstration. De la définition 2.1.5 de x, on obtient, vu que
() =0 (v. 2.1.2):

O () +A¥ (@) = inf[D (@) +A¥(@)] < P(2)+ AP (2) = D(2),
z

d’oti: 'I/(mj)g—%—[qﬁ(z)——@(wa)] <%—[@(z)—d]. ]

2.9.3. Levue. Linegalité: ¥(x) < ¥(x,) entraine

() o — 2l < 77 (8(2) — B (@)

Démonstration. Soit ¥(x) < ¥(z,); ¥ étant convexe, on a, pour
te(0,1)
V(w4 t(@ —22)) < W),

done, en vertu de 2.2.1,
(a) Bl +ilo—u) —B@) >0  (te(0,1)).

Fn substituant dans 1.2.6 a,, © au lieu de , y resp., on obtient la conclu-
gion (i). =
2.2.4. TEHRHOREME. Il existe un seul flément Z € Z tel que

(1) &(Z) = [infD(z): 2 € Z].
On a, de plus,

(i) B(o) > B(E) (A o),
(iid) ley—2] =0 (A— oo).

Démonstration. Comme ¥(z;,)—~0 (v. 2.2.2 (i), il existe une
suite 1, — co telle que

(a) Wz, )10 (n—> o).
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Pour n > m naturels et pour un élément ¢, € Z Z quelconque, fixé, on a
(b) Pla) =0< Viw,) < Plo,) (0> m),

d’oli, en vertu de 2.2.1:

(c) D(wy,) < D)< P(r) (m<m, ek,

La suite @(wan) est done convergente, de sorte que 2.2.3 entraine
(d) s, — @3, || < 97" (Py,) — Dy ) -+ 0 (n > m - o).

Posons 2 = limm;L On a: ¥(z) =lim 11/(/1’,1 ) =0 (v. (a)), donc ZeZ.

L3
Soit z€Z un a.utre élément; alors ¥(e) =0 W (#3,), d’o Von tire, en
vertu de 2.2.1, @(z) —hmfb(a,, )<< D(2), de sorte que D(Z) = [infD (z):

zeZ]. Cet élément % est le seul qui jouisse de cetbe propriété, car Z est
convexe et la fonctionnelle @ est strictement convexe. Démontlom main-
tenant (ii). Soit £ > 0 et IV un nombre naturel assez grand pour que (e)
ait lieuw:

(e) 0< B(2)—B(y) <,

ce qui est possible, puisque @y, > 7 Do (@,) = P ( at D(7) (I)(aa,1 ) cn‘
vertu de (¢). Dautre part, comme Y(w,) -0 (2.2.2), il 0x1ste un g >0
tel que L

(£) : Ym,) < ‘If(wﬂN) (81 A= u).

Alors 2.2.1 et (f) entrainent

(@) D) > Blayy) (51 23 ),

(e) et (g) entrainent

(h) 0<O@)—0(@) < P(E)—B(v,,)<e  (pour 4> u),

d’ou (ii). La conclusion (iii) découle de (ii)-et de 2.2. 3 car V(3) == 0 < W(m,)
entraine D

B~ < 97" (6(2) ~ D (@) > 0. m

2.8. Limitation de |, —3| sous ume hypothése additionnells.

2.3.1. Hyporaise. Il existe une fonction réelle o(3), (t = 0), continue
croissante, remplissant les conditions: ’ ’

(M o(0) =0, A Vie—2| < o(#(a).
zeX 2eZ
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2.3.2. TurorbME, Soient: a € Z un élément quelconque fimé et Ay > 0.

Posons .
d =infd(2): veX,

ry =y (=T (B (L+A)), 72 =97 {Pla)—d),

Cela ﬁosé,- on o la condusion: |w,—Z| < 7t (P (F) — P(wy) < Vfl(ﬁ(f") X

Démonstration. En vertu de 1.1.10 et 2.1.1 on a
(a) D5, () — Py (O < BAY(L+2o) IRlE (B € X),

done, en appliquant les résultats du paragraphe 1.2, en particulier celui
de 1.2.5 (iv) (ot l'on remplace @ par @, et z par #,), on obtient:

(b) 7l < 97 (— P2 (BQ)- (L +4o))) = 71

Comme ¥(z,;){ 0, on a ¥(x,) < ¥(w,,) pour / assez grand, soit pour A > 453
on peut done appliquer le lemme 2.2.3 et on obtient ainsi:

(e) ||Wa—wz‘,“ < 'Vfl (@(wz) — ¢(mzo)|) <t (@(a) _d) = Tgy

puisque ¥(,) = P(a) = 0, done &(z;) < P(a) (a € Z!). Remplagons ;
par @ dans Phypothése 2.3.1; il existe alors un 2; € Z tel que .

1
(d) llo; — Z,l < U(T(mz)) < "(7 (‘—D(“) —d))

< a(li(ai(a)—d))) =7, (A= 1y) Ay = max (i, o)

0

en vertu de 2.2.2. Les relations (b), (¢) et (d) entrainent (e):
3

(e) lal < D=7 et fmll<ntrn<r  (A>4).
1

Fn vertu de 1.1.10 on a done, vu que 9(2) = D(2;) = P(21):
® 10(2) — & (@)] < 1B (&) — B ()]
1
< Bl —2all < B(r) o ( (®(a)— )))
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Appliquant le lemme 2.2.3, en y posant z au lieu de @ (ce qui est possible,
puisque ¥(z) = 0 < ¥(=,)), on obtient:

) 1
() nz—:van<yﬂ(@(z)—@(ml))<y;1(ﬂ(r)a(7(¢(a>—d))), A A,

3. Le minimum des fonctionnelles dans les espaces de suites con-
cordantes.

3.1. Les espaces de suites concordantes ([2]). Faisons correspondre
4 tout nombre naturel un espace réel normé X,, dont les éléments sont
@, Y, ete. et la norme est [lfl,,. Admettons qu’atout couple # < p de nombres
naturels il corresponde un homomeorphisme linéaire borné ¢, , € X, — X,
et que les g, , soient équibornés:

SLL gy (@) < Gollell, (1< p).
3.1.2. DiFmwviTIoN. La suite {m,} (n =1, 2, ...)est dite concordante

(ce qu’'on note: {z,} e {X,}) si
@)

Remarquons que si T'on pose: X, =X, n=1,2,...,9,,®) =, on
obtient la condition de Cauchy. L’engemble des suites concordantes devient
un espace de Banach sil’on y définit la norme et I'égalitié:

‘ ”(pn,p(m;z) —wja”p -0 (_’p > f = 00).

@0} = W} > [y —Yalli >0 (n—> co),

3.1.3.
e} STy, (voir [2]).

Nous appellerons cet espace: espace {X,}; on dénote souvent {w,} par .

3.1.4. LEMME. §% {wﬂ.} € {'Xn} et ”yn“ n“n—>' 0 (yn € X’IH o= 1’ 27 "'}
on a aussi: {y,} e {X,}

La démonstration est évidente.
3.1.5. LeMme. Faisons correspondre & tout 13 0 une swile {w,,,} e X,

de fagon que powur tout m naturel finé Xy, 5 tende vers um &, (88 A -> -J- 0o) uni-
Jormément par rapport & m, co que nous notons:

@) A VA= g = 0,1~ < o).
80 p>0 . 3

Conclusion: la swite {%,} est concordante.

Démonstration. Soit e > 0, ¢, la borne commune de tous les @,
(ef. 3.1.1). En vertu de Phypothése .il existe un nombre w>0 tel que

a iz —F € e -
( ) I ¢l|wn,l 'xn“n\ 2(1+(}0) (n 1,2, ...).

icm
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De 13 on. tire, en appliquant 3.1.1

¢ye

(b) “(Fn,p(wn,l) = P (E)llp < ‘2‘(1_1_00) (ny,p =1,2,...; p>n).
(a) et (b) entrainent (c):
(C) ”‘Pn;p(ﬁn) "'?6-);”)) _
<: ”an,p(ﬁn) - (Pn,at(wn,a)“p "|“ ”(Pn,m (mn,h) '—'mp,ﬂ-"p -+ II%‘ ,l“mp”p
% - s
< 2”(1"_":5;5* e, (8,2} == 2, ll - TN

(pour A 2= u).

2
La suite {w, ,} (u fixé) étant concordante, il existe un N naturel tel que
T'on a
(@)

(c) et (d) entrainent

"I" Htpn,p(wn,l) - w)),}.llf)

llq?n,m(a"n,u)_wﬁ,ﬂ”p < 6/2 (10 >0z 'N)

“‘Pn,p(?ﬁn) _En”p e pour p>nz= N.w

3.2. Fonctionnelles et opbrations sur les espaces duw type {X,}. Soient:
& une fonctionnelle réelle, définie sur Pespace X = {X,}, Py, Py, ... des
fonctionnelles définies respectivement sur Xy Xoy e

3.2.1. DEFNIION. Lo suite {®,} représente la fonciionnelle & si pour
toute = {x,} € {X,,}

()
(i)

{m'n} € {Xn,} entraine ¢({mn}) = ®(@) = l};n Dy, (),

flot, — m;LHn -0 entraine (D({mn}) = ¢({w1"¢})

(¢ogt-d-dire @, (1,) — Py, () = 0).
Soit ¥ = ¥, un autre espace de suites concordantoes, I une opé-
raor définie sur X == {X,}, & valours dans ¥; B, € X, Y, (n=1,2,...).

. . : 1
3.9.9. DHEINIMION. La suite QCopérations {1} représente Vopération i

si
(i) o} & {X,} ot 9, = F,(n,) cntrainent {y,}e {Y,.h
(ii) Hmu - m’:b”" - () = ”Fn(mn) ""Fn(mv,z)”n - 0.

3.3. Le minimam non conditionnel des fonctionnelles dams les espaces
du type {X,}. Soient: X = {X,} un espaco de suites concordantes, P
une fonctionnelle définie sur X, satisfaisant & toutes les hypoth(.%sfcs du
paragraphe 1. Soit cncore @, Py, ... UNE guite de fonctionnelles qui tepré-
sente @. Admettons les hypothdses suivantes:
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_ 8:3.1. Hyporuise. |(0,(z,)—®,(y,)l <BOY o, —Yulhy 0 = 1,2,..
St x’:w yn € Xn;! ”mn“n < ’17 ”yn”n < 7.
3.3.2. HyroruisE. Pourz, he X, ette (0,1)on a
Py, (@ +1h) — D, (2)| < [ D, (2 -+h) — B, (0)]—T'(t, IR]),
B(r) et I' Glamt les fonctions définies aum numéros 1.1.10 ef 1.1.11.

En vertu des résultats obtenus dans 1.1 e 1.2 (ol Pon. remplace X
par X, et & par &,), il existe exactement un %, e X, (mo=1,2,..) tel
que

3.3.3. @&, = [nfd,(2): e X,

Or, la que.stion S’impose si la suite {&,} est concordante ot i 7 .o {E,)
est un point minimal de @. Nous établirons ci-dessous deux groupey

) R . . .
d’hypothéses supplémentaires, dont chacun suffit pour que la réponge
soit affirmative. i )

. .3.3.4. TrBOREME. Ouire 3.3.1, 3.3.2 admettons Vhypothése swivante:
4l emiste deur suites de fonctions e (1), 0, (2), défindes pour t = 0 et satisfaisant
auw conditions; '

(1) powr n naturel finé s, (t), 9,(t) sont croissantes por rapport é& ¢,
(1) £,(0) = 9,(0) =0, ,(2) =0, &,(t) >0 si 5> oo, 1 étamt finé,

(i) D,(%,) < Dy (w,)+ ¢, (0) powr p>n, w,e X, 81 |70 < 0 % dési
le point minimal dejébnpsw 3(,,, T Wl €5 % dlsigne

1Y) By (@ () — Do (@) < Bo(0) pOUr @ € Xy Nl < 0 p > 110

Conclusion: La suite {&,} est concordante et & & {&@,} remplit la condition
@(Z) = [iInf d(x): v e X]. )

Démongtration. Posons o = v = (B(1))) (cf. 1.1). Bn vertu

bl ( ) H ” n < (ﬂ y &y ') © >
de 1.2 9 (1v) on a ||z 14 1,2,.. de SOTT ue 'on )¢ applic
( ) ( ) by 3 1tie q yeut appli ler

(a’) ¢p(mp) = [inf QII(‘E) zE Xpl < (D)) (‘pn,y(a’:?
< an(in) + ﬁn(@) < (pp(ﬁ )"" ("1;(0) .

D

)

v
t "()n ( Q) i
et, par suite,

(b) 0 < ¢1‘1 ((pn,p(in)) - ®1)(Ep) < 811,(9) + #n(\Q) ~= 0 (“’ s N) .

Posons dans 1.2.5: z b,
s 1..,.‘).. X,y Dy, Ty, (p,,tj,(mn) pour X, &, & ot m, rospoctivement;
comme &, (%,) = infd,, nous obtiendrony de 1.2.5 (i)

(C) ”(pn,zz (En) —ﬁpﬂp < 7’1—1[(¢p ((pn,p(a‘:n)) — sz(ﬁ?y))) -> 0
si f > n— oo; la S}u'te {%,} est donce concordanto. Posons % & {ti,} ob
soit # = {m,} une suite arbitraire de {X,.}; puisque Dy (7,) < D, (2,), on a:

D(Z) = lim D,(%,) < lim D, (x,) = D(x). m
n k)
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Ttablissong maintenant un autre groupe d’hypothéses, suffisant pour
que {&,} soit coneordante ¢t quo G({&,}) = inf®.

3.3.5. TuwhorbME. Outre 3.3.1 et 3.3.2 admettons los hypothéses suivantes,
(i) et (ii): ‘

(i) B = grad @ et I, == grad &, (n =1, 2, ...) ewisient (dans X ou X,
respectivement); de plus, la suite {7} est la représentation de Uoperation T
aw sens de 3.2.2,

(“) (Fn("”‘ - h) - 1”%("’")7 h’) 7(”]””71,) ”Mln ((If, he A’n; W= 17 2; . ~) .

Conelusion. La swite {8,} est concordante et G ({#,}) = [inf ¢ (x): e X].

Démonstration. Kn vertu dos résultats Gtablis dans la partie 1
de co travail, il existe un seul dlément @ e X tel que @ (&) = [inf P (2):
weX]. On en tive que B (#) = grad @ (E) = 0. Soit @, wne suite représen-
tant Pélément #: & = {o}, o, € X (n =1,2,...). On a alors

(ﬂf) : thulﬂn(w;b)”n == ”_[ﬂ(ag)” = 0.

Dlautre part, &, ¢tant le point minimal de @, on &
(b) B (@,) = grad @, (%,) =0 (n=1,2,...)
Lol en vertu de 1.3.5 (i),
) i a ot pyred y y - —
((-’) ”'X’n'_"‘r’n“n = Y1 (""'""/’1(”1’711,('7’11,)”n,)) = 0 (”’ - oo).
En vertu du Jemme 38.1.4 la suite {&,)} est concordante ot {w,} = (Z,},
d’ott
BE)) = P({wy)) = D(F) = [inf P(a): 2 X]. m

3.4. Le minimum conditionnel des fonetionnelles dans les espaces duw
type {X,}. Nous maintenons en vigueur toutes les notations, définitions
et hypothéses des paragraphes précédents; admettons que les fonetion-
nelles @ ot ¥ soient représentées par los suites {@,} et {¥,}, respectivenent.
Soit, comme plus haut, Z wn énsemble convexe fermé de X tel que ¥ (») == 0
Gquivaut & la condition: @ € Z. Notre but est de remplacer lo problemeo du
minimum conditionnel de & gur A

341, B(F) == [InfD(w): weZ) ,
par une suite de probldmes analogues dans X, co qui peut &tve plus
sitnple, p.ox. i loy X, sont de dimension finie. Posons:

3.4.2. DRPINITION. Z, = [0 € X, ¥, (@) = 0] (v ==1,2,...) ot ud-
mettons que pour tout » naturel le problémo

3.4.3. D,(7,) = [Infd,(n): weZ,]

ait wne soule solution %,. Tout comme dans 3.3 la question s’impose si
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1a suite {Z,} est concordante et si élément 2 = {Z,} satisfait & 3.4.1. Adme-
ttons les hypothéses:

3.4.4. Hyrvoruise. |¥,(@)—Y, )| <B)e—yl, 2, yeX,, n = 1,
2y 80 el <7y Wl S 7

3.4.5. HYPOTHESE. ¥, (4 4 th) — ¥, (2) <[V, (w4 h) — ¥, (0) ]2, y & X,,.

3.4.5 veut dire simplement que toutes les ¥, sont convexes.

AV le—al,< o, (@), flr)et o ) dosignent
eX,, 262y,
les fomctions introduites dams 2.1 et 2.3 respectivement.

Posons:

3.4.6. HYPOTHESE.

3.4.7. DEFINITION. B, , < &, +1%, (120, n =1,2,...).

icm

Il découle des hypothéses faites dans ce paragraphe (3) que, pour

tout 1> 0 et n =1,2,..., les vésultats établis dans les paragraphes 1
et 2 restent en vigueur si ’on y remplace X, @, ¥, &, et Z par X,,, 4, ¥,,
D,, ¢t Z, respectivement. En particulier, il existe pour tout » naturel
et 4 > 0 un seul élément x,, ; € X,, tel que

3.4.8. ¢vz,(m'rz,JL) + ”-Pn(mn,l) < (Dn (wn) + ;Llljn(wﬂ)
pourtoute, e X, n =1, 2,...

En général, Ia suite {»,,} (1 fixé) n’est pas nécessairement concor-
dante; on peut 'assurer en ajoutant I'une des deux hypothdses suivantes (A)
ou (B):

3.4.9. HYPOTHESE (A). Pour tout A= 0 lo suite {®, ,} satisfait aus
conditions que Uon obtient des hypothéses (i)—(iv) du théoréme 3.3.3 en Y rem~
plagant D, par (DM et B(r) par (1+2)B(r).

3.4.10. HyroruisE (B). Les fonctionnelles @ et ¥ admettent des gradi-
ents: F et V respectivement, qui sont représentés par les suites dopérations {F,}

et {V,,} respectivement (voir 3.2.2). De plus, les opérations T, . X AV,
satisfont @&

(1) (F11,,Z(w+h) th,ll(“")? 71‘) > y(”h’”n) ”h‘”n (wi h € Xw,) 0 == 17 2) . ) N

I découle immédiatement du théoréme 3.3.3 (resp. 3.2.4), en y faisant
des substitutions-évidentes, que dans chacun des cas (A) ou (B) la suite
{#,,:} est concordante, pour 1> 0 fixé. De plus, on déduit du théordme
2.2.4 que, pour » naturel fixé et 1 - oo, la fonction &, » tend vers un élément
2, EZn tel que

3411 8,(3) =[infd,(e): 2€2,] (n=1,2,...).

Cette fois encore, on ne sait pas si la suite est concordante; mais
grice au lemme 3.1.5 il en est certainement ainsi si la COLVErgence &, , — &,
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(A= - 00) esl uniforme par pupport & Pindico n. Nous allons montrer que
cela a bien lieu.

3.4.12. TuGorivn. Admettons towles Tos hapothéses des numéros 5.8 et
3.4, ¢, de plus, Vune des hypothéses (A) ou (B).

Oonelusion: On w: [, -yl => 0 (A =» -1 00) uniformément par rapport
doms par consdgquent, la swite {2,} ost concordante; de plus:

(1) 2B} e,
(i) D(E) - [l D (2): 5 2]

Démongtration, Nous dlablivons ’whord 1o lemme (a), agses simple:

(a)  Pour tout 6lémenti e e {A,} il exivto une snite {z,} € {X,}
(e-d-d. concordanto) fielle que W, (g,) == 0 (n -5 1,2,...), Xn offet, soit
{#,} une des représontations do #5 on vertn do 3.4.6 i axiyte, pour tout »
naturel, wn z, €%, tol quo |k, —s,l, < o(¥ () (n=1,2,...). Mais
&) e, Lol W, (=) = Y({z,}) = W(@) =0, co qui veut dire que
) =) eZ m

Appliquons  maintienant & Dexpression  |ls, ;--3,/, les limitations
du théordme 2.3.2 (eo qui est possible grico & Phypothése 3.4.6). Fixons
0ot aaZ (o {ad a, 6%y, o 1,2,...) ob posons

dy, & [k b, (0): we X,

7"'1'1( iy (ﬂ( 1)( l,-|>20))), Yo == 7’?1 (djn(an) "‘dn)f
Paym 70 O ('}l' (([)wy(wn) - dn)) .

qnl‘"

On obtiont do 2.3.2:

‘ 1
5 ) o g ot -
(c) ”zn e "”N,A“n = /‘3(),”,)0‘ ry (d)(“n,) dn) (”’ == 1’ 2: -")<
A
@ Gtant roprésentde par {B,}, on w D, (a,) -+ B(a), done Ia suite {D,(a,)}
rosto Dornde si o= oo, In verbu du théordhme 1.2.8 on w d, = @, (#,).
I déeoule du théordmae 334 (rosp. 3.34.5) of do Phypothdse (A) (resp. (B)
ol Pon pore 2~ 0) que I suite {@,} vt concordante o6 quo, do plus,
T \ L. \ | o o
% == {8, owti Jo point minimal do @ sue X5 dald on tive d, = O, (#,) - B(),
do sorte que lu suite {d,} oxt aossi bornde. Par conséguent lo suito {r,}
est bornde ot on tive de (¢), en posant r == supr,,
n

(d-) ”Ew» - mn.i.”n : VTl(ff (')') [ (‘; (H}.l‘[) (d)Ia (a’k ) - dh)))) - 0’ A= o0,

e Ve e o e
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Done |2, —#,,ll, tend vers zéro (si - oo) uniformément par rappors

4 n — naturel, et la suite {z,} est bien coneordante. De plus, ¥, (3,) = 0,

&0t P () = P({z,}) = lim ¥,,(3,) = 0, done Z e Z. Soit z un antre clément
N

de Z, z = {2,}. On peut admettre, A’aprés le lemme (a), quo ¥, (z,) = 0,
d’ott il résulte, en vertu de 3.4.11, que P(z) = lim®P,(2,) == lim @, (z,)
n ¥

=@(2). m '
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Concerning some version of the Lax-Milgram Lemma in normed spaces

by
KRZYSZTOP MOSZYNSKI (Warszawa)

Abstxaet. This paper containg o generalization of classical Lax-Milgram Lemma
for the case of a complex bilincar form defined on a pair of linear normed gpaces.

Theorems concerning existence and (local) unicity of solution for the subgequent
variational and operator equations are given, as well as somo information concerning
the operator deflined by the bilincar form (in the simplest case) is joint.

The Lax-Milgram Lemma is an useful and elegant tool in the theory
of differential equations of elliptic type. It was discussed by many authors.

The classical version of this lemma tells that if @ is a bounded and
coercive bilinear form defined on a real Hilbert space V and I is a hounded
linear functional over V, then there exists exactly one v, € ¥ such that
a(vy, v) == L(v) for any v eV ([3], pp. 92-95).

A theorem of similar kind for a pair of Hilbert spaces, especially
convenient in applications to the theory of differential equations can
be found in Lions’ book [2]. The purpose of the present paper is to gen-
eralize ideas of [2]. .

Let X, ¥ be linear, complex, normed spaces. We denote by X', ¥’
their strong duals. If not necessary, wo shall not distinguish in notation
the norms in different spaces. We shall also equivalently use both no-
tations for duality pairing for any # € X and fe ¥':

F@y = <o, fox.

The following notation will be used in the text:

R — for real line,

C — for complex plane,

D(4) — for the domain of the operator 4,
R(4) — for the range of the operator 4,
Iy — for the identity operator over X

Primes will be used for duality and stars for adjointness.
Congider a bilinear form
a: X XY~ C

which we shall also call shortly the “orm’.
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