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Facteurs premiers d’entiers en progression arithmétigue
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M. LangEVIN (Lozére)

1. Mhstorique et résnltats. Une application simple de la méthode
de Baker est donuée par I’énoncé suivant o P désigne la fonction plus
grand facteur premier: '

THROREME .0, Pour fout réel i< 1,

lim{ inf P(nn')loglogn}> 0,
n—oa o<n—n<nt .
. Dénmnst_rsntion. Tcrirve I'égalité du guotient n'jn avec son expres-:
gion comme produit de puisgances de nombres premiers, former le logarithme
des deux membres et appliquer la méthode de Baker (par exemple, voir'
[51). |

Jointe & des arguments arithmétiques et combinatoires, cette technique
a permis & Ramachandra, Shorey, Tijdeman (séparément ou collecti-
vement) d’6tudier les facteurs premiers d’entiers consécutifs. Le but de
cet article est: d*6tablir un théoréme global contenant leurs résultats et
les généralisant aux entiers d'une progression arithmétique.

Notations: lalettre p est Téservée aux nombres premiers; on définit
leg fonetions = 6t o par m(n) = 31, w(n) = Y1; si X est un ensemble

L. . i . pEn nin
fini @’entiers, on éerit P(X), w(X), ... pour P{ [] =), @([]®), ...; on note
zeX aeX

leg,, log, pour loglog, logloglog;'r on abrége cardinal en ecard; (a, d)
= sup(d, dla, dPp). |

Tutorbva 1 (Théoréme global). Sotent des véels 4, < 1, 1, > 0, t, < 1,
t, > 1, t; 2> 0, 1, > 0. Soient n, k, a des entiers lels que
) n>1, azl, (e =1, k>2, a<n’
Aucune partie X de Vensemble {n-+a, n+2a, ..., n+-ka} ne peut vérifier
stmultanément: o ‘
(2) ' w(X) < jeard X,
(3) a(P(X)) <i-K7,
(4) . card X = &
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lorsgue les paramétres § 21 ol &= 2 vérifient lo condition

(8)  logm > €% Jogh-inf (%", k/£), avee, de plus, 8 j > ta+1,
(6) BIE <t 55 (logh) ‘exp((logk)““‘s)_l)

oii C ot o désignent des constanies positives effectivement calculables en fono-
ton de &y, ty, ...y b,

Exmverr: Quand #, == 1/2 by =1, & == 1[8, 1, == 3, f; == 85 =6, on
peut choisivr ¢ = expexpld’, ¢ = expl0®; &i, en outrc, k> explo‘
C = expl0® et ¢ = 2000 conviennent.

Dans Jes corollaires guivants, on emplojers sans mention particulidre
le théoréme fondamental des nombres premiers.

OoroLLARE 1. Soft & un véel positif, soit
7{s) = sup (C-C*", expexp(c+&)~7)

(resp. sup (C-CMY° expexp (L + o+ e)~Y). Pour tout triplet (n, %, @) dentiers
vérifiant (1), on @, si lognflogk = r(s),

(M =(P((n+a)(n+2) ... (n+ ka)))

= (0 + &) elog (lognflog k) (log, (log n flog I)j~*
(respectivement ‘

(8) card ¥ < sup (2, (L4 ¢)m(k)log, (logn [(log k)2) (lag(logn/(logk)z))"l) ,

ou Y désigne la partic formée des éléments vérifiant P(n-ia) < k).

Démonstration. Définir j par jlogj = ¢~ log(logn/Clogk) (rcsp
(1+¢) log (logn m( k){Cklogk)) et appliquer le théoréme 1 avec £ ==
(vesp. m(k)/j). Un cas particulier de (7) a été obtenu pour & = 1 dans le
domaine partiel # > expexp(logk)® (B > 0 donné) (resp. » > exp (logk)™)
par Shorey et Tijdeman ([13]) (resp. Ramachandra et Shorey ([8] et
(11])). Toujours dams le cas & =1, un meilleur résultat que (7) pour
n < exp(logk)™ a 6t6 prouvé par Jutila ([4]), De méme, (8) généralize
un résulbat dérivé par ’.‘[‘Ljdeman ([14]), quand & == 1, valable dans le
domaine partiel » > exp (k%) ol ' est un réel positif donné de iravaux
de Shorey ([12]) et Ramaehandra ([7]); (8) contient aussi lo corollsmro,
noté lemme 2, du principal théordéme de co dernier article.

Soit & (resp 6') l'ensemble des triplets (%, k, a) vérifiant = > 1,
az1, k=2, (n,a) =1, pour lesquels ln propriété suivante est véritide:

il exigte des mombres premiers distinets divisant respectivoment
B+, n+24, ..., n+ka (resp. lo nombre des (n--iz) (1 < i< k) composés
de factours premiers <% est au plus a(k)— 3 1). On voit aisément

ok
. . &
que G = 6. Le lemme suivant généralise un ﬂ%sultat d'Brdés et Self-
ridge ([1], s’y reporter pour I’historigue du probléme):
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ELpvme 1. Sojent des entiers tels qu’aucun dentre euw ne divise le plus
petit commun multiple (ppem) des aulres, alors, il existe des nombres pye-
miers distinels les divisant respectivement.

Démongtration. Soient ny, figy ..., n, des ent1ers, observer que
les quotients =,/(n;, ppgmn,f) sont des entiers premiers entre eux deux
4 deux. ‘ e

COROLLATRE. 8i (n,k,a)¢@, Vun des
ppem(l, 2, ..., k—1).

En particulier, (n, k, @) ¢ @ impligue # -+ & << 8% (¢f. [31); le théoréme 1
permet.- de prouver le:

CoROLLAIRE 2. Tout triplet (n, %, a) vérifiant k=3 (resp. 17), (1)

(n4ie) (1<i<h) divise

et

(9). % 2= exp(0-k"Blogh) (resp. (1) et
(9" n = exp (€ (logk)?))
appartient & Uensemble G (resp. G).

Démonstration. On définit ¥ comme dans le corollaire 1. 8i
(n, %, a} ¢ G, il existe une partie X de ¥ telle que w(X) < card X (,,lemme
des mariages’, [2]); le théoréme 1 avec j =, =1, £ = 2 et (9) conduisent
alors 4 une impossibilité. Si (n, k, a) ¢ G*, alors (2) et (3) (avecj = ¢, = 1,
X = ¥) sont vraies, en contradiction avec le théoréme 1 quand £ = =(%)
(pour % > 17, = (k)logk > k). Cette 2°°° partie se dédnit aussi de (8). Lorsque
a=1, le coro]la,l:re 2 est dG & Ramachandra, Shmey, Tijdeman ([9]
et [10])

COROLLATRE 3. Soit ¢ un réel > 1/3 (resp. ¥/, ¢’ réels tels que 0< '
< ' < L{8). Soit I, (resp. 1) la borne inférieure des quantités

7 (P (X)) (card X)™ logyn - (logym) ™

ol X est une quelcongque partie de {n+ a, n-2a, ..., n+ ka} de cardinal > 2
(resp. B'7F) et (n, k, a) un quelcongue triplet vérifiant logn = k¢ (resp. B")
el (1); alors,

limZ, 2 ¢ (1 —(1/3t))  (resp. limI; > ¢=(1

] k00

~(# "))} -

Démongtration. Appliquer le théoréme 1 avec § = 2 (resp. &),
j satigfaigant &
cjlogj = log(Clogk-int (k" k/&)),

fy =1, 8;> 3/(3t—1) (vesp. ¥/{t" —t')).
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_ 2. Lemmes arithmétiques. Soient nz1, k> 2, ez 1 troig entiers
avee (n, a) = 1. Soit
m; = ppew(n+ia, n-+-i'a) = (n+ie, ppem(n +i'a))
EAr kg
(ot 1< ¢’ < k). T esb clair quo ppemmy, divise ppem(l, 2, ..., k—1).
e Lot
Limyorm 2. Sedent dy, ds,y ..., &, dos entiers, alors, dl . @y, divise

ppemd; [T (dg, d;); i, do plus, pour &t =1,2,...,
ledsl  lsi<isl
alors dy-dg- ..

d; dese -1,

d,, divise ppomd,;-{(k—1)!.
PR L]

Démonstration. Soient v, la valuation p-adique et ¢, un indice
satisfaisant & v,(d;) = sup vp{dy). On voit que

ik
’Dp( n d't) = Ulf(d":u) +- Z 'Up(d'ir d-iﬂ)
LIk iy
d’ott le lermume. :

CoROLLATRE. Soit X wune partie de {n--a,n--2a,
notant ¢ le cardinal de X,

cony +ka}; on

my < Fint (2 o) +alz=1/2)
ntineX

Démongtration. ppom#m, est majoré par ppem (1, 2,
n+iaeX

done par inf(8%, 5*); on coneclut alors grice ou lemme 2.

veey B~1Y,

3. Methode de Baker. Une technique combinatoire analogue & celle
des préeédents aubeurs permet de ramener le probléme 4 celui de la mino-
ration d’une forme linéaive de logarithmes; & leurs minorations ad hoc,
on prétére un corollaire d’un résultat trés général ot précis de M. Wald-
schmidt que je remercie vivement de m’avoir communigué svant parution.

Lemume 3 ([157). Soient ay, tg, ..., 6, {(m=2) des rotionnels positifs
de hawteurs majorées par A,, A,, ..., A,, (cos majoranis éant = 3) respocti-
vement, b, by, ..., b, des entiers inférieurs & B en valewr absolue, Q= [ log A,

. lgdenm
Q = [ logd,;, B (e un rédl majoré par towt A, et towte quamtité

Id<m
d4log d;/loga;. Alors, on «

L= 3 blogs, > exp(~2%mi™Qlog( BEQ)M(E@ }log 25y~

PETE
o L =0.
4. Démonstration du théoréme glohal.

A. Réduction du probléme. On poub supposer sang perte de géndralité

card X = 2 == £. On alldge notations et calculs en donnant A t,, ..., %
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les valeurs numériques vues dans Pexemple gqui suit Pénoncé et en se
‘bornant & prouver ’existence de C et e

Soit %k, un entier, le théoréme 1 est vrai quand & < &, dés lors que ¢
et ¢ sont assez grands, car, pour foute partie X ayant an moins deux
éléments, on a P(X) = 2jk,log(jk,) ce qui contredit (3) (observer que
(ef. (8)),

log,n = log O+ gjlogj —~1

et (cf. th. 0)
inf P((n+ia)(n-+i'a) > logam).

1< R
B. Plan de la démonstration. On suppose trouvés: (n k, a) vérifiant
(1), j = 1, une partie X tels que (2), (3), (5} (et (6) 81 j = 4/3) soient safis-
faites et on 'va montrer qu'un choix convenable de ¢ et €' est impossible
lorsque % est assez grand (ce qui suffit d’aprés A). L’idée est de trouwver
1,1’ entiers (1 <4’ < 1< k) pour écrive (cf, notations du §2)

(L.1)

1 < log{(n +i0) (n+i'a)™") = log(mmy) + 2 b,loglg,le,) < k-n~

1=g<ch

oit les b, (resp. g, et ¢,) sont des entiers (resp. nombres premiers —éventuel-
lement éganx & 1 —) majorés par log(n+ ke)/log2 (resp. P(X)), done de
sorte qu’on puisse appliquer le lemme 3 & cetite forme lindaire de logarithmes
dans les meillenres conditions possibles. Par conséguent, on effectue le
choix du couple (i’, 1) afin que k, m;, My, G4, Gas -+ s Gn, G5 S0lent petits b
les quotients m,/my, g,/q;, ., G /g, voising de 1. Pour cela, on extrait
une partie X, de X telle que tout couple d’éléments de X, satisfasse &
la premidre de ces conditions, puis une partie X, de X, ... jusqu’a Yobtention
dune partie i deux éléments ayant toutes leg propribtéy requives.

0. Impossibilité de Vinédgalité x < ,. Dans la suite, U, €y, ... sond
des constantes positives effectivement caleulables pouvant étre fonctions
décroissantes an voiginage de Uinfini de C, ¢, ky. Le travail d’extraction
déerit en B exige que X soit assez vaste; on prouve done d’abord que
Vinégalité o < w, (@, entier donné) est mcmnpauble avec un choix con-
vom.ble de mmora.nts pour 0, ¢, ;’rﬂ Dang ce o :S, on. peut éerire &M

¢t done, 31 lowm >logl = ¢¥/d, e < 410g3fn. log,,n)‘ et ¢ilog, ik < Gyloggn.,
On reprend alors 1a démonstration du théeréme 0 avec un couple d’éléments
de X on appliguant le lemme 3 avee m < w(X) < jay, ¢ < (logP{(X)]**X
< (log(jk)2}*™, B < 2logm, B =e. On majore comme indiqué j, logk,
Hlog,dk; il vient: logn < O (logn)”#*(logn) ce qui est impossible guand
¢ > (y, pourvu que G-%® soit assez grand (of. (5)). On cherche maintenant
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A extraire de X une partie dont les éléments n 4 i 8’écrivent m,{(n-1-ia) /m,)
avec my; et w((n +1a)jm,;) petits. Pour cela, on prouve préalublement
que le cardinal f de la partie ¥ de X formée des éléments n-+ia = my
est < sup (@, 20/0).

D, Dinégalité f< sup (2™, 20/0). Bi f> a2, on peut appliguer
le corollaire du lemme 2 & une partie de F ayanﬁ 1+ [2*] éléments;
en majorant o(X)}4-z(w—1)/2 par 2jz, on obtient logn < Zjx'*logk
d'oll, grace & (), inf(k"3, kjz) < @™, i.e. inf(BM, k/@) = ktjw. Comme le
corollaire du Jernme 2 appliqué & F montre aussi I'inégalité flogn << 2klogk,

on déduit finalement de (5) que f< 20/0.

. Une partie de X dont les Gléments vérifiont ,,o((n-+ia)/m,) petit”.
On pose h =1 & §<3/2, h ==[8§/2] sinon. Boit X’ la partie de X —F
formée des éléments n-+ia vérifiant o ((n-+ia)/m)<h. Corume ¢ i’
implique ((n+ ia}/m;, (n+i'a)/my) = 1, on & (h+1}{w —f —card X') < w(X)
£ jo ot Yon déduit eard X' = {w/d) —f = e/ (cf. D).

Soit X" la partic de X' ayant [card X'/2] éléments telle qu'on aib
m, < my pour tout couple (¢, ¢') vérifiant (n-+ie, n+ée)eX”’ X (X' —X");

onposew = gup logm, (Pintroduction de ce paramaetre commode est due
n+iaeX"”

4 Mignotte ([61)).
Le corollaire du lemme 2 montre 1'inégalité

(10) : w < 20 (Tefw)logk.
Co méme corollaire, appliqué 4 une partie de X' —X" ayant 1--[a"*]

éléments (possible car on peut supposer, d’aprés €, z/10 > #'*), montre
aussi que

(11) ' w < 2§ - a2 -logh;

dloly, avee (10),

(12) w < 2052 log k- inf (K3, jo) < jk.

Soient 1,4 deux enmers tels que (n-+da,n-+i'a) s X% On applique le
lemme 3 &: _

(L2)  log((n-+ia)j(n-+i'a)) =log(mgmy+ D) blogg,+ 3 blogg,

1k 15ph

(les g, (rerp. g;) Bont les diviseurs premiers de {n--ia) jm, (vesp. (n--1'a) [my)

auxquels on adjoint éventuellement 1; les b,, b, des entiers majorés par

2logn) avee m =2h+1, 4, = dy= ... =4, _, = (jk)? 4,, = expw, B

ﬂ= 2‘10gtn, B = ¢, Hn majorant h par 3§/2, w par jk dans le terme log (BEQ),
vient:

logfn Cy'd “ (log k) logyn
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d’olr Pon déduit, en majorant logw par log,jk, pour 0, ¢, b, assez grands,

logn << Gy jcﬁ(log j k)c"w .

Cetite derniere inégalité s’écrit, pour j < 3/2 (resp. j < 8/2)
(13) logn < Cy(log k)™
(resp.
(14) logn < Cyj " (log k) Ww).

e (18), on déduit, quand j < 3,’2
(18) @ > B (logk) "  (appliquer (5) et (11))
et
(16) logn <. Oy (tog k) 26int (K12, jw)  (appliquer (12)).
De (14), on déduit, quand j > 3/2,
() § < (log k)™

(appliguer (B) et (12) & (14), choigir (> 200, ¢> 14+ Cy,, poser O
= 013(("—(1+C12))_1)-

. Passage de (1.2) & {L.1). On extrait maintenant une partie Z
de X' de sorte que soit constambte Papplication associant b n4-diecZ
Pensemble des entiers v, ({(n--ia)/m,) (p décrivant 'ensemble des facteurs

premiers de [] (n-+ia)/m;). Un majorant pour ces enticrs est Zlogn;
ntigeX
existe done une telle partie Z de cardinal 2 {%/10){21logn)~".

Quand j<3/2, (16) et (16) montrent que cette gunantité satisfait a:
card Z > Oy, (logk)” ‘910”3.

Quand j > 3/2, (6) s’écrit, pour k, assez grand (c’est le premier usage
e (6)),
Kz < 35 logk)*exp ((logk)*");

comme (17} montre que 7% est majoré par exp (6¢C,,( logl’a)c”iogak) ef;
comme on connait la forme de (), en fonction de o (cf. fin de E), on voit .
que cotte dernidre inégalité peut &tre éerite: kfw << exp(Cy (logk)*”)
(pour ¢ assez grand). De cela, on déduit:

(18.1) blo = (k"“ T fx),

et, pour %, et o assez grands, en appliquant (10) et (14),
(18.2) logn < exp ((logk)**),

(18.3) (logny* < exp ((log k)»*),

(18.4) card Z > kexp | — (logk)**).



icm

248 M. Langevin

Boient 4y, 44, ..., 4, les valeurs de 1 pour lesquelles # ~-4a apparticnt i 2
En cheigissant 4, i parmi ces valeurs, on obtient une forme linéaire de
logarithmes de type (L.l); on prouve maintenant que ee choix pout
&tre fait en sorte que les quamsités |w/log(m;/m;)| et [logP(X)/log(q,/d,)
{1 < g < k) soient minorées par #Y**® en appliquant & la matrice dont
la premiére ligne est logm, , logm; , ..., logm, ot les suivantes logg, (i),
logg,(ds), ..., logg,(i,) (L<g<h) (pour w =1,2,...,% on indexe arbit-
rairement par ¢ =1, 2, ..., b los facteury premiers {auxquels on adjoint
éventuellement 1) de (n -+ 4,a) /my; ) Jo lemame combinatoive général suivant:

Levwm 4. Soit (d,,) (avee 0 < g << b, 1 < < 2) une mairice & coeffi-
cients réels positifs on nuls. Soit D, un majorant des coeffivients de T g*™°
ligne (g = 0,1,2, ..., b). Pour tout enlier 8 < 2, il ewiste une partie 8 de
oardinal 143 de {1,2,..., 2} avec

sap D7,

’ 2 {8 /z)li(l-l-k) ]
(o2ryrelo, B] x 8% g r

Démonstratvion. Soient v = (s/z)V4*M, (g)) 1a suite définie par
g0 =2—1, 5,4, = [2(L+35,)] (P0h (8,4, /(L+8,)) <0< (L+8,,,)/(L-F3,) b
donc 1+ 8,5 > 8). En supposant traité le cas b = 0, on extrait de la pre-
midre ligne une partic 8; 4 148, éléments telle que

sup D7 dy,, — do,p| < 289 /(L+ 1)

(fr,r’)ESi
puig on itére ce caleul afin d’extraire une partie § & 18, (> §) élémeontbs
avec
fup. sup Dy |,y — ) < 20,
Issgsh (v, e

On cst done ramenéd au cas kb = 0. La suite (d,,) peut &tre supposée
non décroigsante et il suftit done de trouver un entier 4 parmil, 2, ..., 2 —8
satisfaisant i

do,a-!-s —dy,, S 2(3/2)dy -

or
D (ours— o) < do o[z —5up(8, 2—5)), -
I g8
et on conclub en observant quoe
(zws)“’"(z.-msup (8,2—38)) < 2(s/2).

G. Fin de lo démonstration. Des inégalités relatives & 2, on déduit:
(19) 3D > Oy (logky~%uiY s
(20) $2M0M > gYexy [ — (logh)™?) s

<32,
j>38/2.
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o

On vérifie aisément que poser, lorsgue § < 3/2 (resp. j > 3/2), m = 2 (resp.

1-+h), A; (vesp. Ay = ... =4,) = A = exp (3%logkinf (K3, &/v))
(resp. exp(20(k/m)logk}), B = Ols(loglr,) 1%“"' (resp. exp((logk)™*)),
B = k"'ﬁ(logk) G (resp. k5" exp(—(logk)™*)) est & Ia fois justifié (ap-
pligquer k(12), (18), (19) (resp. (17), (10), (18), (20))) et compatible avee
les hypothéses du lemme 3; ce dernier donme alors, i j<<3/2 (resp.
J>3/2):

logn < Cy(logk)inf (K, kja)  (vesp. Caud *logh{k/u))
¢e qui contredit (5) (joint & (18.1) quand § > 3/2) pour et ¢ asvez granda.
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