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ACTA ARITHMETICA
XL (1981)

Six entiers dont les sommes deux d deux sont des carrés

par

J. LAGRANGE (Reims)

L. Introduction. Lo probléme suivant a été posé indépendamment
par . Hrdés (Probléme 40 de [2]) et L. Moser (Probléme 94 de [6]):

Soit & un entier posilif; peut-on trowver % entiers distincts Noys Thny oo
ooy iy tol8 que foutes les sommes M+ 0y (6 = J) saient des carvés?

En fait pour % = 5 le probldme est assez ancien, il a été résolu par
Baker [1] et Gill [3]; des références récentes sont Lagrange [4] et Thatcher
71 ‘
Nous proposons ici une étude du cas % = 6. On doit trouver six
entiers tels que les quinze sommes deux & deux soient des carrés; on dira
qu’on a une psendo-solution g seulement quatorze sommes sont des carrés.
On. va montrer existence d’une infinité de pseudo-golutions, une famille
simple étant donnée par (9), et fournir une solution exacte:

—15863902, 17798783, 21126338, 40064546, 82221218, 447422078.

Bien que nous ne connaissions pas d’autres solutions, il semble raison-
nable de faire la :

ConrBoTuRE. Il emiste une infinité de sembuplets dentiors dont les
sommes dowx & doux sowt dos carrés. o _

Dans In suite nous chercherons des solutions en nombres rationnels;
par multiplication par un carré on rendra les solutions entidres.

2. Caxrés wagiqnes. On remarque &’abord quavec les six entiers
on pent former dey carrés magiques tels que

ﬂla’+‘"'4 'n‘z "+‘ 'n6 'rh _}"'ns
1)

oy ity Mg~y g oty
Rl T ok R O

dont tous les éléments sont des carrés.
Pour obtenir un tel carré, on utilise I'identité:

(8 b e 0 e a®)? = (0 — 00— w0P)? 4 (0 — w0)® - 4 (to +uw)E.
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Par échange des gignes et permutation dog lettres on obficnt le cur-
ré magique:

(% |- u? — 92 —w?)? 4 (fw - ww)® 4 {tv —ua)*
(2) 4(tw — uw)? (82 = u® -} p? - ¥)? 4. (fu - mw)?
4 (to - ww)? 4 (fu — mw)? (82— %® —p? - 9p?)?

On identifie los enrrés magigues (1) ot (z}), of: par lo ehoix de 4, on obticnt
six ontiers avee neuf carrés. o . :
La somme des six enfiers esh 8 = (24wl 02 w%?, Avee cotte
méthode en ne peut obtienir que dos entiors dont la sorwme onb un carré.
Pour obtenir un nutre carré fiagique on romplace 3, 4, v, w par v,
w', v, w' el on pose:
Voesty ' ssap, 0w d, 0 A
Par division par 2* on obtiont le carré magique:

(3)
148 —gp? Y t 2 ‘ ]
(—w;i— »~J~l(fu,2~—_fv2)) .y ( Y. »va) (b ~—wap)?
o P * ; .
4 (—A_ - Mw) (-m v -—A(uauvz)) 4 (tw --vw)?
R 2 J.qpd Bt
(kw4 (“Aw (uﬂlwﬂ)) .

quion 1(1on131f10 anl umé mmglquo 3§
L B N 7S ”z“l"”fa ’??‘1 - 7’-"5
(4) - My g g gy |
: KRl T Sl Y
La condition de compatibilité entre les carrés magiques {1) et (4)
g'éorit: - . L .

12 4o g ¥ L
T Alwt}- 'u“)) i (12 0% o g e )2,
Rejetant la solution friviale 4 =1, on prend
‘ - } 2.4 g8
B g B
R u* - 8

Done donmant quatre rationnels 4, w, v, w les formules (1), (2), (3), (4), (5)
permettent de enleuler gix ontmrs tels que trolze dos sommes doux & deux
solent des currds, Soules deux s;ommos ne sont pas dos carrés h savoir:

2
mwn-z(uﬂ+v=)(wa+ﬂ)+(4wv= ("” A*ﬂ))w D,

(6) :
LMy +n5 = 2 (w4 o?) (w? ta)""(41&2v2 (.,_.%ﬁ )(2” M)
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3. Une premiére famille de psendo-solutions. Il est facile de trouver
des valeurs numériques des paramétres telles gue ny-+ny 00 %, -+ n; solent
des carrés. La méthode la plog simple congiste & prendre:

toe= 200, w= —ui20,
On o done 4 = 5. On calcule ensuite les n; et aprés réduction on obtient:
fny = 20—~ B6uv-- 88w’ Béuv’ +20t,
My = Out 256000 3880 --256u0° +204,
fg = 2u*+1ddu’y 388ut0® —Ladur® 420t
ny == 98wt 1256wy —~188u%s" —256uv® -980°,
ny = 234+ 56uv — 3Byt~ 56ur® 2301,
g = 93u* —144ulo ~188u? +144uv® 980",
Seuls n1+fna et m—f-ns ne sont pas des carrés:
My =4 (' —78%% —§-119u2v”+78w3+v‘)
Ny + 1y = 1210* 431 2up® —226ut? —312uv® +1210° .

Les deux formes quartigues des seconds mernbres sont équivalentes
(remplacer % et v par u-+o et w-—v); il exigte une infinité de valeurs de

% ot v telles que n,- %, soit un carré,
Pnr eéxemple la méthode d’]]uler consiste & éerire

(fnl—l—fn,a /4 (u? —39uv -+ v*)*? ——156%@3(%——-15)
Le couple (w, 0) = (1,9)’ fourmt d,onc une pseudo-golution :

~—14782 15143 26882 57218, 110882, 182882
senl 26882 +110882. n’est pas urie carré,

4. Upe seconde famille de pseunde-solutions. Cette seconde famille
est obtenue par la méthode suivante.
Dans égalité (5) on prend 4 = u*/2, cetle ogalité ss’é_crit alors:

Folan\2 ap\E o

(tlw) -I—(t w) — ity
# M

dont la solutlon générale ont - C

fﬂ == wy+1, ==y —1.,
P : ‘

(M) -
——=ad~y, ©=v+y

[
aves a el y rationnels,
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Les égalités (8) s'écrivent:
oty = pA(0R LY L)+ (4 +4) oy (0 1) (y2 1),
My 0y = pB (et +1)2 (g2 +1)2 —4 (- 4) ay (0* —1) (y2 —1).

On écrit ensuite m, +#; sous la forme

4

e

%4 '+‘ ’ns =R (m2 +1)(?/2+1) mzmy ,“'2

w4
ul

Les solutions de cette équation sont rationnelles; une solution est

N0y 8t on carré pour 2w —py 292 = 0,

— o
(8) =

Les formules (1), (2), (3), (4), (B), (7) et (8) donnent une famille de
pseudo-golutions dépendant des deux paramétres u et ®; seule n,-- Ny
n’est pas un earré. Plus préeisément pour x constant on obtient une psendo-
solution dans Panneaun des polynémes & coefficients entiers. Le cag parti-
culier x ~ 1 donne la pseudo-solution suivante:

ng = 20" —240” +1000° —240° —334a* + 484° 440028 +1922 +32,
My = 20" +24a" +1004° 240 —3340* — 48p® 44000 —1920 32,
Ry = Zgb — 4048 +258a* —160x* +32,
Ny = 20" 80" — 602° —88a° 4662° —1760° ~240at -+ 64 -+32,
22 — 84" — 602°--880° --4662* 11760 ~2400% — 6432,
-+ 50xt —225x* 20023 —18.

Seule n, -+n, nest pas nn carrd

(%)

i

Ry

g = —a*

Myt gy = (@ 4 502" —1872* 120002 4-16).
Pour » == % on obtient ln psoudo-solution
5662, 5762, 11138, 28463, 41762, 226502,

Seul 11138 4-220862 n’est pag un carré.
Pour obtenir une solution exacte on essaie la méthode A’Buler:

(Mg +7g) 4 == (0 -+2Ba® —4)* —16a2 (490 —25).

Liéquation 492* —26 = 0 a la vacioe rationnelle §; on obtient alors la
golution exacte

—15863902, 17798783, 21126338, 49064546, 82221218, 447422078,

icm
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5. Quelques résuliats numériques. Les rvésultats de ce paragraphe
sont dus & J. L. Nicolas [5] qui a fait un programme permettant d’éerire
systématiguement les pseudo-solutions (calenls effectués sur I'I.B.M.
370/168 du O.LR.C.E.). On trouvera ci-contre les 24 premiéres solutions
ordonnées par rvapport & la somme § des six entiers, Pavant-derniére
colonne donne la racine de cette somme et la derniére colonne les indices

i el j tels que n;4-1; n'est pas un carré.

Psendorsolutions en 6 mombres

1 g fy My N5 g V8 i, g
1 — 5662 5762 11138 28463 41762 | 226562 | 556 3,6
2 — 14782 15143 26882 57218 110882| 182882| 6815 . | 3,5
3 —~ 40822 50498 63746 78383 1143381022018} 1131 2,6
4 - 62782 62882 | 135143 280882 5612187 854882 | 1335 3,6
5| 556318 | —530782 | 550343 751682 1180418 | 1675682 1755 1,2
6 —118782 119682 | 161218 | 750807 ] 083682 | 15444181 1858 2,5
7. 9122 104447 | 208034 | 848482 | 1205042 | 2807362 | 2067 4,6
8| ~164302 173698 | 275202 | 405423 728802 | 2838802 2075 3,6
0 — 380142 424242 | 440658 | 620242 | 1438083 | 2541042 | 2255 3.6
10 -~ 654042 101042 | 285842 | 515183 [ 2179088 | 2520842 | 2365 4,5
11 —20398 22888 61202 | 241298 | 1820423 | 7321202 | 3075 3,6
12 | —302494 335618 | 583698 | 1377863 | 23818458 | 5491778 | 8111 2,86
13 | —2408382 | —2176867 | 2452482 | 3032482 | 3510882 | 5670018 | 3176 1,2
14 —~ 286177 369698 | 458402 | 1507202 | 2005202 | 6844898 | 3315 3,6
16 | —2873368 | 2446642 | 2022642 | 3723442 | 4861458 | 6167583 | 35816 | 1,2
16 — 267598 304322 | 513442 | 800279 | 2028482 | 8374562 | 3567 2,6
17 | 627262 832738 | 802487 [ 1180762 | 4420762 | 6263188 | 3575 4,5
18 — 38485868 354312 | 307377 | 1684872 | 5348232 | 6678702 | 3757 3,6
19 | —2453742 | — 1049358 | 2514258 | 4355383 | 4614642 | 7789842 | 3805 1.2
20 | 8160984 849218 | 1150178 | 2640063 | 3369698 | 3422658 ; 3039 2,6
21| —103198 132098 | 580402 | 1858823 | 2656802 10665698 3975 3,6
22 334220 §15858 | 6410187 3155198 | 3835538 | 7620458 | 4014 3,4
23| --247518 320418 | D36482 | 2634543 | 4287618 | BT16618 | 4082,64...) 2,5
24 | 597888 665288 | 1170737 | 1851112 | 4087112 |11753288| 4293 3,4 |

On notieen quo oy donx premidees pseudo-solutions ont 666 oblennes
précédemment, gue les pseudo-solutions 7 of 22 sont positives et que
pour la preudo-golution 28, § nlest pas un carré.

Au bout do huit heures do ealend, In solution exacte déjh connue o 668
obtenue, le programme n’a pas encore fourni d’autre solution.

Terminons par une remarque; chercher cing entiers dont les sommes
deux & deux sont der carrés oit dgquivalent & la recherche de cing entiers
dont les somines trois & trois sont des carrés. Olest ce dernier probléme
qui g é66 résolu par Gill [3), mads il n'est pas faeile Aéerire des solutions
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positivey. Un sous-produit du programme de J. L. Nieolas cst le soiva
les ecing entiers

02763, 4914963, 7559209, 9945963, 16308963

ont des sommes trois & trois qui sont des earrés et c’esh la plus pe
solution.

{1]
[2]
[3]
(4]

(6]

[6]

(71
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1. Rar mue coofmn r. mpod. A. A. Kapauy6a, s paBore [4], cogep-
PHETCA CHETYIONAA 0WmMiKa : Ha ccrp 41 ymepmuaema, 910 nocnien;maa'rem:.—
HOCTD 4 , .
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