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Extensions normales de demi-groupes inverses
par

Mario Petrich (Montpellier)

Abstract. The concept of a normal extension of an inverse semigroup is formulated in analogy
to Schreier group extensions, and a general extension problem is posed. As a means of a study of
these extensions the normal hull is introduced. Certain properties of this hull concerning congruences
are established. The problem posed is then solved in two special cases. The paper is concluded by
the construction of the normal hull of the Reilly semigroup and of its centralizer of idempotents.

1. Infroduction et sommaire. Les demi-groupes inverse représentent un des
domaines de recherche les plus fructueux dans la théorie des demi-groupes. La
grande variété des résultats concernant la structure des demi-groupes inverses fait
qu’il est nécessaire d’avoir une théorie systématique qui couvrirait le plus grand
nombre possible de résultats déja existants. Une approche susceptible d’étre utile
dans cette direction est basée sur la notion d’extension normale d*un demi-groupe
inverse. Cela donne un autre point de vue concernant les congruences sur les demi-
groupes inverses, et représente une généralisation de la théorie de Schreier des exten-
sions des groupes.

Nous rappelons quelques définitions et un résultat concernant les congruences
sur un demi-groupe inverse dans le paragraphe 2. Dans le paragraphe 3, nous intro-
duisons la notion d’extension normale d’un demi-groupe inverse par un autre et
formulons un probldme général. Le paragraphe 4 contient la construction de 'enve-
loppe normale d’un demi-groupe inverse. Les résultats principaux se trouvent dans
le paragraphe 5: le premier concerne une propriété intéressante des congruences sur
Penveloppe normale, le deuxidme et le troisiéme donnent des constructions des
extensions normales dans deux cas particuliers. Le paragraphe 6 contient des con-
structions de I'enveloppe normale d’un demi-groupe de Reilly et du centralisateur
de ses idempotents.

2. Rappel. Soit S un demi-groupe. Si a, b & § sont tels que a = aba et b = bab,
alors b est un inverse de a. Un demi-groupe inverse est un demi-groupe dont tout
élément posséde un seul inverse (linverse de « sera noté a™*). Le demi-treillis des
idempotents de S sera noté Eg.

Une relation d’équivalence ¢ sur S régulidre & droite et & gauche est une con-
gruence; on définit le demi-groupe quotient Slg de fagon naturelle.
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L’approche courante dans I’étude des congruences g sur un demi-groupe inverse §
est de considérer les classes de g contenant les idempotents de S. Un point de vue
différent a été récemment adopté par Scheiblich [12]. Il s’agit d’associer & chaque
congruence ¢ sur un demi-groupe inverse S 'ensemble kerg = |J ep et la relation

ecks
trg = glg,. Nous appelons ker ¢ le noyau et tr ¢ la trace de g. Scheiblich [12] a donné
des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une paire (K, £) définisse une con-
gruence g sur S telle que K = kerg et ¢ = tro. Nous donnons ci-dessous une autre
variante de ses axiomes.

Soit § un demi-groupe inverse. Un sous-demi-groupe inverse K de S plein
(Cest-a-dire Eg=K) et auto-conjugué (Cest-3-dire s™*KscK pour tous seS) est
dit un sous-demi-groupe normal de S. Une congruence & sur Eg est normale si pour
tous e, fe Eg, s€S, la relation e f implique s™esés™ 1.

La paire (K, £) est une paire en congruence de S si K est un sous-demi-groupe
normal S, £ est une congruence normale sur Eg et les conditions suivantes sont
satisfaites:

() aeS, ecEs, aeeK, eta™'a = ack,
(ii) ae K, ecE = a~teata *aqe.
Dans un tel cas nous définissons une relation %y g sur S:

axgeb <> a”lalb™'h, ab 'eKk.

Nous avons démontré dans [10] le résultat suivant.

THEOREME. Si (K, &) est une paire en congruence de S, alors %,z est lunique
congruence x sur S telle que kerx = K et trx = £. Réciproquement, si % est une
congruence sur 'S, alors (kerx,trsx) est une paire en congruence et Hikerg, trx) = %o

Cela donne une bijection entre Pensemble de toutes les paires en congruence
et 'ensemble des congruences sur S.

3. Extensions normales. Nous donnons ici la définition d’une extension normale
et posons le probléme correspondant.

DermITION 1. Soit K et Q deux demi-groupes inverses et soit & une congruence
sur le demi-treillis Ex. Un demi-groupe inverse S est une extension normale de K
par Q avecla trace £ $’il existe une congruence g sur S telle que les conditions suivantes
soient satisfaites:

(1) il existe un isomorphisme ¢ de K sur kerg tel que pour tous e, feEg,ona
elf + eptro fo,
(i) Sfe = ‘

L’objet (K, 6 Q) est un triple d’extension. Le triple (¢, S, @) est une solution
du probléme d’extension pour le triple (K, &, Q).

On peut souvent identifier kerg avec K, et dans ce cas on a

K =kerg, ¢=trg, ShoxQ
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et on peut parler du couple (S, ¢) comme une solution du probléme d’extension.
11 y a des conditions nécessaires évidentes pour qu un tel couple existe (par exemple
Exl¢ = Eg).

DEFmaTION 2. Soit (K, ¢, Q) un triple d’extension. Les solutions (@, S, @)
et (¢, S, ¢") du probléme d’extension pour (K, &, Q) sont équivalentes §’il existe
un isomorphisme ¥ de S sur S’ tel que pour tous a,be S, on a

(ON

et oY =

Une classe % de solutions pour le triple (X, ¢, Q) est dite compléte si toute solu~
tion du probléme d’extension pour (K, &, Q) est équivalente 4 une solution dans &
si, en plus, aucune paire de solutions distinctes dans 4 n’est équivalente, ¥ est dit
irréductible.

Si on fait I'identification comme ci-dessus, on a: (S, @) est équivalent & (S, ¢”)
si et seulement s'il existe un isomorphisme  de S sur S’ satisfaisant 4 la condition (1).
On peut & présent énoncer le probléme suivant.

ProOBLEME. Pour un triple d’extension (X, ¢, Q), trouver une classe compléte
de solutions du probléme d’extension et donner un critére d’équivalence pour ces
solutions. .

aph <> ayio’ by

Des solutions pour des divers cas particuliers de ce probléme ont &té donné
par Chiriafev [1], Coudron [2], D’Alarcao *[3], Green [4], McAlister [5] et
O’Carroll [8]. Soit (K, &, Q) un triple d’extension. Il est facile de voir qu'une condi-
tion nécessaire d’existence d’une solution du probléme d’extension est que & doit
étre normale dans K. Dans ce cas, la relation 5 définie sur X par

anb < aa~'Ebb1

est une congruence qui est 'extension unique de ¢ en une congruence en demi-treillis
de K. Réciproquement, si 7 est une congruence en demi-treillis sur K, la restriction #lz,
est une congruence normale sur Eg. Il en résulte qu’on pourrait se donner un triple
(K,n, Q) ol 1 est une congruence en demi-treillis sur K.

4. L’enveloppe normale. La construction ci-dessous joue un réle important dans
une solution (au moins dans les cas particuliers) du probléme d’extension.

Notation. Soit S un demi-groupe inverse. Désignons par $(S) I'ensemble de
tous les isomorphismes entre les sous-demi-groupes de S' de la forme eSe pour ¢ € Eg,
avec la multiplication des transformations partielles sur S (écrites & droite).

On voit sans peine que @(S) est fermé pour cette multiplication. Il forme donc
un demi-groupe, et de plus un demi-groupe inverse. Dans le cas d’un demi-
treillis E, @(E) coincide avec le T de Munn [7].

DERINITION 3. Pour un demi-groupe inverse S, #(S) est l’enveloppe narmale
de S.

Le noyau d’un homomorphisme ¢ d’un demi-groupe inverse S est, par défini-
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tion, le noyau de la congruence sur S induite par ¢; de plus, on dit que ¢ sépare les
idempotents si pour tous e,fe Eg, e¢p = fip entraine e = f.

PROPOSITION 1. Soit K un sous-demi-groupe normal d’un demi-groupe inverse S.
Définissons une fonction 0 = 0(S: K) sur S par 0: s— 6 ot 6" est la fonction définie
sur sKs™* par 6°: k — s~ ks. Alors 0 est un homomorphisme de S dans ® (K) séparant
les idempotents et dont le noyau est donné par

(¢)) ker0(S: K) = {se S| ss” ks = sks™1s pour tout ke K} .

Démonstration. Soit se€S. Notons d’abord que sKs™* = ss™!Kss™* et
que & applique sKs™*! sur s Ks = s~ 1sKs™1s. De plus, pour k, k' e sKs™%, on a

KB (K'6) = (57 ks)(s™k's) = s k(ss™ ks = 57 kk's = (kKk') 6" .

Il est évident que 6° est une injection. Par conséquent &' € ¢(K).
Pour tous s,7€ S, on a

sETIEs A tKtT s = sKsT A (st) K (st) Tt = (st) K(se)?
ce qui montre que les domaines de 6°6° et de 6*' sont égaux.

On montre de méme que les images correspondantes sont aussi égales. Enfin,
pour tout k e (st)K(st)~ !, on obtient
] kO =t (s k)t = (st) " Lk(st) = kO
ce qui montre que ¢°9" = 6*.
. Sie,feEg sont tels que 6° = ¢, on a eKe = fKf ce qui entraine e =f
puisque K est plein dans S. Il s’ensuit que 8 sépare les idempotents.
Pour tous s€ S et ee Eg on obtient

6 = 0° <> sKs™! = eKe et s~ ks = eke pour tout k € eKe

1

< 5571 = e et s7'ks = k pour tout k e eKe

1

< sl =e=1s5""s et s ks = eke pour tout ke K.

Supposons que ss~ 1 ks = sks™'s pour tout k € K. Pour k = ss~, on obtient s € 528,
et de fagon symétrique, s € Ss2. Il en résulte que s appartient & un sous-groupe de S,
done ss™* =515 = e pour cettain ¢ € Es. D’aprés I'hypothése on a pour tout & & X,
s ks = 57 (ss ™ ks) = 57 (sks™1s) = eke .
ce qui implique 6° = 6% Il en résulte que s'e ker. Réciproquement, si s e ker 9,
on a ss~! 15 = e et pour tout ke X,
§(s71ks) = s(eke) = (se)ke = sks™1s .

DErNITION 3. Soit S un .demi-groupe - inverse. Alors M(S) = ker6(S: S)
est le métacentre de S; on dit que M(S) est idempotent si M(S) = Eg. Le sous-
demi-groupe de &(S) donné par

0(S) = {#] seS}
est la partie interne de ®(S) (ici 8 = 6(S:S)).

=8
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Le métacentre apparait dans un travail de Melnik [6] sous le nom de quasi-
centre; il introduit aussi les fonctions §°. Dans un demi-treillis de grouf)es S, le meta-
centre coincide avec le centre de S. Ce n’est pas le cas en général. Par exemple, soit
S = #°U, G, I, 4) un demi-groupe de Brandt. On calcule facilement que

M) = {G,g, D 9€ZG} U0 et Z(S) =0
si T a au moins deux éléments, od Z(T) est le centre d’un demi-groupe T. Il est aussi
facile de voir que

B(S) = H°(I, #4(G), I; 4)
oll &/ (G) est le groupe d’automorphismes de G.
Nous aurons besoin du lemme suivant.
LemMe 1. Soit S un demi-groupe inverse. Pour tout s€S et ¢ € $(S), on a
0”0 = 0 oit @ = 6(S: S) et le domaine de ¢ est eSe, e Es.
Démonstration. Si x est dans le domaine de ¢~ '6°¢p, on obtient
x(ese) pl(ese)p]™* = [(xp~He(ses Vel
= [(xp™")e(ses™ ]
= [(ss™ ) (xp ™ s(es Mo
= {s[s" (@~ Nsles™ o
= [ss g~ s @
=xp lo=x
et de fagon symétrique x = (ese)o [(ese) 9] !x ce qui prouve que x est dans le
domaine de §**9?. Réciproquement, soit x dans le domaine de 0% 11 en résulte
x(eg) = x(ese) p [(ese) ] " (ep) = x(ese) pl(es™ e)e]o
= x(ese)pl(ese)p]™* = x,
x¢p~t = {x(ese)plese) ]} o™t = (xp~V)eses e
= (xp~Veses™Le(ss™) = (oo~ Vs,
s ) s = s (xp P ese(s 7  es) = s (xp " )ese(s ™ es)e
= s~ Y(xp " V)se .

On montre de fagon analogue que
L

x = (ep)x, xp~'=ss"lxpY), T @THs = esTixeTY)s

ce qui entraine que x est dans le domaine de @ '6°p. Par conséquent les deux
domaines sont égaux.
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Pour tout x dans le domaine de 0%, on a
xp 100 = [s"Hxe sl = {e[s™ e(xp™esle}p

= [(es)) ™ (xp ™) (ese)] ¢ = [(ese) o~ x [(ese) ]
xe(eu)v

ce qui achéve la démonstration.

5. Le cas de métacentre idempotent, Le premier résultat de ce paragraphe con-
cerne les congruences sur des extensions normales d’un type différent. Voici les
définitions dont nous avons besoin.

DErINITION 4. Un demi-groupe inverse S est une extension normale d’un demi-
groupe KX si K est un sous-demi-groupe normal de S. Si de plus, la seule congruence
sur S dont la restriction & K est la congruence identique est la congruence identique
sur S, on dit que Sest une extension normale essentielle de K. Les extensions normales
de K sont ordonnées par la relation d’inclusion.

Nous commengons par un résultat auxiliaire.

PROPOSITION 2. Soit K un sous-demi-groupe normal d’un demi-groupe inverse S.
Alors 6(S: K) est injective si-et seulement si le métacentre de K est idempotent et S
est une extension normale essentielle de K.

DEMONSTRATION, Supposons d’abord que 6(S:K) soit injective. Puisque
O0(K:K) = 0(S: K)|g, il en résulte que 0(X: K) est injective, donc le métacentre
de K est idempotent. Soit ¢ une congruence sur S dont la restriction & X est la con-
gruence identique. Soit agb poura,beS.On aa™tgb™!, dot a™ kagh™ kb pour
tout ke K. Comme a *ka, b~'kbe K, hypothése donne que a~‘ka = b~ *kb.
De fagon analogue, on a aussi aka™! = bkb~' ce qui entraine aKa~! = bKH™ L.
Il en résulte que 8° = 6° et 'hypothése implique @ = b. Par conséquent g est la con-
gruence identique et § est une extension normale essentielle de K.

Réciproquement, supposons que le métacentre de K est idempotent et que S
soit une extension normale essentielle de XK. Soit ¢ la congruence sur S induite patr
8(S: K). L’hypothése M (K) = Eg implique que la restriction de g & K est la con-
gruence identique. Comme S est une extension normale essenticlle de X, cela entraine
que g est la congruence identique. Par conséquent 6(S: K) est injective.

Le premier résultat principal de la présente note est le suivant.

TrEOREME 1. Soit S un demi-groupe inverse & métacentre idempotent. Alors & (S)
est une extension normale essentielle maximale de @ (S). Tout sous-demi-groupe inverse
de ©(S) contenant O (S) est une extension normale essentielle de ©(S), Toute extension
normale essentielle de S est isomorphe a un sous-demi-groupe de ®(S) contenant © (S).

Démonstration. D’aprés le lemme 1, &(S) est une extension normale de
©(S) (sans I'hypothése sur le métacéntre). Soit ¢ une congruence sur $(S) dont la
restriction & @(S) est la congruence identique. Soient ¢, € #(S) tels que ¢ gy.
Comme dans la démonstration de la proposition 2, nous obtenons

¢~105(p = l/j—-l 9:1/1’ (P61¢-1 — lﬁaxl//—l
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pour tout s & S. Le lemme 1 implique
glesede — glsiv plesede™t U st

ol @ eSe— ¢'Se', i fSf— f'Sf' et ¢, €, f,f € Eg. Par hypothése le métacentre
de § est idempotent et ceci entraine

@) (es))p = (f3f ), (€)™t = (f'sfWp™"

pour tout s€S. Si x € eSe, on a xp ee'Se’ et la relation (2) donne

x = (x@)p™t = [f'Gep) ST~ = F{Lf o) f I} = fof

¢est-d-dire x e S/, Par ailleurs eSeSfSf, et par symétrie nous déduisons que
eSe = fSf. La premiére partic de la relation (2) entraine que ¢ = . Par con-
séquent P(S) est une extension normale essentielle de O(S).

Soit 7' une extension normale essentielle de © (S) contenant $(S). Comme par
hypothése le métacentre de S est idempotent, 6(S': S) est un isomorphisme de S sur
©(S). Par conséquent le métacentre de @(S) est aussi idempotent.

Soit 1&T. Alors ¥ e #(©(S)) ot = 6(T: O(S)). Grice & Tisomorphisme
0 =0(5:5): S— 0(S), ¥ induit un élément ¢° € (S) ol le domaine de ¢ est

{sesS| ¢ = t~16" e}

et ¢ 58 si 't 0~ a7 10%a = ¢°. 1l en résulte que Py =yt ot ¢, ted.
D’aprés la proposition 2, ¥ est injective ce qui implique @' = t. Cela signifie que
te &(S), donc T = ®(S) et B(S) est bien une extension normale essentielle maximale

de O(S).

Si P est un sous-demi-groupe de @(S) contenant O(S), on démontre que P
est une extension normale essentielle de ©(S) par la méme méthode utilisée précé-
demment pour &(S).

Si R est une extension normale essentielle de S, les propositions 1 et 2 donnent
immédiatement que O(R:S) est un isomorphisme de R sur un sous-demi-groupe
de @(S) contenant O (S).

Les propositions 1 et 2 et le théoréme 1 montrent qu’il y a une analogie trés
forte entre les extensions normales des demi-groupes inverses et les extensions idéales
des demi-groupes quelconques. Dans cette analogie, on a

extension normale — extension idéale,

essenticlle — dense,

I'enveloppe normale — I'enveloppe de translations,

métacentre idempotent — faiblement réductif.

On peut pousser cette analogie plus loin en introduisant les notions dans les
extensions normales analogues 3 celles de la théorie des extensions idéales. On
“démontre des résultats pour les extensions normales tout & fait analogues & ceux
de Ja théorie des extensions idéales. En s’inspirant de cette théorie, nous proposons la

CoNJECTURE. Si un. demi-groupe inverse S a une extension normale essentielle
maxiinale, alors le métacentre de S est idempotent.
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Pour la théorie des extensions idéales, consulter Petrich [9].
Nous caractérisons maintenant d’une fagon assez explicite une solution compléte
du probléme d’extension pour le triple (K, ¢, Q) ou K est & métacentre idempotent.

THEOREME 2. Soit (K, &, Q) un triple d’extension et supposons que K est @ méta- -

centre idempotent. Soit \y un homomorphisme de K sur Eq dont la congruence induite
restreinte a Ex coincide avec &. Définissons une application ¢ sur K par

0 k— (6% k)
ot § = 6(K: K). Pour tout sous-demi-groupe inverse S de ®(K)x Q tel que
3 S0 (#(K)%Ep) = Ko

et la projection S— Q est surjective, soit ¢ la congruence induite par cette projection,
Alors la collection de tous les triples (¢, S, @) ainsi obtenus est une solution compléte
du probléme d’extension pour le triple (K, &, Q).

Démonstration. Adoptons la notation de la premiére partie de 1’énoncé du ‘

théoréme., Remarquons d’abord que S/g = Q. Comme M(K) = Eg, il sensuit
que @ est injective.

Soit ke K. Il existe ec Ex tel que ky = ey ce qui entraine que k¢gep;
c’est-a-dire k¢ € kerg. Réciproquement, soit («, g) e kerg. Comme & (K) est plein
dans @(X), le demi-groupe @ (K) x E est plein dans &(K) x E,, et la condition (3)
implique que K¢ est plein dans S. Par conséquent il existe ee Ey tel que
(e, )0 (6" ey). Cela entraine que ¢ = ey d’olt (x, )& S N (B(K) x Ep), et la rela-
tion (3) donne (x, g) € K. Il en résulte que Ko = kerp.

Pour tout e, fe Ex, on a

eoafp <= (0, Ve, 1) < e =f < elf.

Par conséquent (@, S, @) est une solution pour le triple (X, &, Q).

Pour la réciproque, il suffit de considérer une solution du probléme d’extension
de la forme (S, g). On a alors K = kerg, £ = trg; soit T un homomorphisme de §
sur Q induisant ¢ et.posons ¥ = t|x. Définissons une application y sur § par

x: s— (6, 57)
ou 8 = 6(S: K). Désignons par 8 la congruence induite sur § par 6. Nous déduisons
tr@@ n @) = trd N trocstrd = égalité sur Eg

parce que X est un sous-demi-groupe plein de S et g est la congruence identique
sur K & cause de I’hypothése que M(K) = E;. De plus;

ker(8 n @) = kerd N kerg = kerd n K = Ey

parce que B|x est la congruence identique sur K. Par conséquent, ¥ est une injection
et donc'un isomorphisme sur Sy. Il est évident que la projection de Sy dans Q est
surjective.
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Soit («, g) € Sx N ($(K) ~ Ey). Puisque (%, 4) € Sy, nous avons («, ) = (6", ar)
pour un certain aeS. De plus, (x, g) € $(K) x Ey entraine que atv € E;. D’aprés
la définition de 7, il s’ensuit que aekerg = K, donc (%, g) = (8°, ay) ot ae K.
En posant ¢ = y|x, nous obtenons («, g) € Ko. Réciproquement, soit k€ K. On a

ko = (8" k) e Sy n (B(K) x Eg)

parce que ky = kr, T induit ¢ et K = kerg. Cela vérifie la relation (3).
Désignons par n la congruence sur Sy induite par la projection de Sy sur Q.
Pour tous ¢, be S, on a

aymby <> (6° ar)n(6®, br)
< at = ft < agb.

En particulier, on obtient kern = K¢. Par conséquent le triple (¢, Sy, 7) est une
solution du probléme d’extension équivalente & (S, p).

COROLLAIRE. Soit (K, &, Q) comme dans le théoréme 2. Toute extension normale
de K par Q avec la trace ¢ est produit sous-direct d’une extension normale essentielle
de K et de Q.

Démonstration. Cela découle sans peine des théorémes 2 et 1.

Notons que 'homomorphisme y dans I'énoncé du théoréme 2 existe d’aprés
la remarque 4 la fin du paragraphe 3.

Nous pouvons améliorer la description des demi-groupes S dans le théoréme 2 en
imposant une restriction sur Q. Afin de faire cel3, nous rappelons la notion suivante.

Un demi-groupe inverse § est dit Jondamental d’aprés Munn [7] (ou c’est un
anti-groupe d’aprés Wagner [13]) si 8(S: Es) est une injection, ce qui équivaut a la
condition que la congruence identique sur § est la seule congruence sur S contenue
dans la relation # de Green.

Avec cette définition, nous avons le résultat suivant. )

THEOREME 3. Soit (K, &, Q) un triple d’extension et supposons que K est @ méta-
centre idempotent et que Q soit un anti-groupe. Soit S un sous-demi-groupe inverse
de ®(K) contenant @ (K) et soit { un homomorphisme de S sur Q. Notons par g la
congruence sur S induite par { et posons 0 = 6(K: K). Supposons que kerg = O (K)
et

el f < 0007
pour tous e, fe Eg.

Alors la collection de tous tels triples (6, S, ¢) est une solution compléte irréduc-
tible du probléme d’extension pour le triple (K, &, Q). ’

Démonstration. Si (8, S, g) est comme dans I’énoncé du théoréme, il est clair
que c’est une extension normale de K par Q avec la trace &

Réciproquement, soit (¢, S, ¢) une solution pour le triple (K, £, Q) construite
dans le théoréme 2. Soient. (a, g), (6,7r)e S et ke K. On obtient

(6, 9) 7@ K)o, @) = (67260, a7 (k)q) € S N (B(K) X Eg) = Ko


GUEST


196 M. Petrich

ce qui implique, d’aprés le lemme 1,
(6“7, ™30} ) = (eke)op = (64, (ekee) o)

oll le domaine de o est eKe, e € Eget 0 = 0(K: K). Par ailleurs, on a ¢~ (ky) g =
(eke)oy. On démontre par la méme méthode que r~i(ky)r = (cke)ayy, ce qui
entraine ¢ *(ky)q = r~*(ky)r. Comme k parcourt K, ki parcourt Ej,. Il en résulte
que 67 = 6" o0t 0 = 6(Q: Eg). Puisque Q est un anti-groupe, la fonction 0 est injec-
tive, ce qui donne ¢ = r. Par conséquent, la projection n: S — & (K) est un isomor-
phisme de S sur sa projection P dans @ (X). Cela permet de définir une fonction £

sur P de la fagon sujvante:
{:o0—q s (0,9)eS.

1] est immédiat que { est un homomorphisme de P sur Q. Soit A la congruence sur P
induite par ¢. Ainsi nous avons obtenu le triple (8, P, A) ol 8 = 6(K: K).
Pour tout ceP, on a .
cekerl < ol e Ey < (0,00 e S n (BK)xEp)
< (o,060)eKp < ce O(K)
c’est-d-dire kerd = O (K).
Siee Eg, ona (8 efh), (6° 6°0) € S ce qui donne ey = 6°¢ d’aprés ce que nous
avons vu ci-dessus. Pour tous e, fe Ex, on obtient
elf < epofo < (6° eh) o0, fih)
< af =f « 0°0 =07 « 0°40".

Nous avons démontré que le triple (8, P, 2) satisfait aux conditions indiquées

dans I’énoncé du présent théordme. De plus, 7 est un isomorphisme de S sur P

pour tous ¢,0'€P, on a
(6,000(c",0'0) & ol =o'l « gid';

!
et pour tout ke K, kon = 6. Par conséquent, les deux extensions (¢, S, ) et (0, P, 1)
sont équivalents. Cela démontre que les triples (9, S, ¢) du présent théoréme
représentent une solution compléte pour le triple (X, &, ).

Soient (0, S, o) et (8, S’, ¢’) deux solutions équivalentes pour le triple (K, &, Q)
indiqué dans le présent théoréme, et soit y Iisomorphisme correspondant. Par
hypothése 0y = 6 et
(1) oot < oxo' 1y

pour tous o,z € S. Soient o€ .S et ke K. Soit eKe le domaine de o 1y ol e Fy,
et soit k dans le domaine de ¢~'. En utilisant le lemme 1, on obtient

07" = 07y = (0607 = (@D E' D@D = (o) op) ™" = geto@n

ce qui implique ko~' = (eke) (o) ™. Comme k parcourt le domaine de 071, k™!
parcourt le domaine de o, ce qui entraine que le domaine de ¢ est contenu dans le
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domaine de o). Par symétrie, on obtient que les domaines de o et oy sont égaux.
Si k est dans le domaine de @, le méme procédé montre que ko = k (o), donc o = oy.
11 en résulte que y est I’application identique ce qui donne S = S’ et ¢ = o’ d’aprés
la relation (1). Par comséquent, Pensemble de tous les triples (@, S, @) est bien
irréductible.

COROLLAIRE. Avec les hypothéses du théoréme 3, pour toute solution (¢, S, o)
du probléme d’extension pour le triple (K, &, Q), si K<S, alors S est une extension
normale essentielle de K.

Démonstration. Ceci découle directement du théoréme 3 et de la propo-
sition 2.

6. L’enveloppe normale de deux demi-groupes concrets. Nous construisons ici
une copie isomorphe de.I’enveloppe normale du demi-groupe #(G, &) de Reilly [11]
et ensuite 'enveloppe normale du centralisateur des idempotents du demi-groupe
B(G, o).

Rappelons la définition de S’ = %(G, ). On se donne un groupe G et un endo-
morphisme o de G. Posons N = {0, 1,2, ..}. Alors § = NxGx N avec la multi-
plication

(m,g,m)(p, h,g) = (m+p—r,(ge" ) (ha"™"), n+g—r)
ol of est I'application identique sur G et r = min{n, p}, est un demi-groupe de
Reilly, noté §' = #(G, «). Le théoréme de Reilly affirme que, 2 un isomorphisme
prés, les demi-groupes % (G, o) sont précisémment les demi-groupes bisimples avec
les idempotents {e,>e; >...} (une chaine dénombrable). Notons par « (G) le groupe
d’automorphismes de G, et par &: g— z”'gz I'automorphisme intérieur de G
induit par zeG.

THEOREME 4. Soit S = %#(G, «) un demi-groupe de Reiily. Posons
H = {(0, 2) e & (G)x G| awe, = wx}
avec la multiplication’
(@, ) (@', 2) = (2, (200))2) .

Définissons sur H une application § par
B: (@,2)—

Alors H est un groupe, B est un endomorphisme de H et
(BG, 0) =BH,P.

Démonstration. Soit H comme dans I'énoncé du théoréme. Nous vérifions
d’abord que H est un groupe. Pour (w, ), (o, v) € H, nous obtepons

(we,, zor) .

a(wo) Euay = (0ewe,)8y~168458,
= (wa)e,~10(0 e, 0)8,

= o(aoe,) = (wd)a
3—F ta Mathematicae CXII
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ce qui montre que (w, u)(o,v) € H. Notons que (1, €) est I'élément neutre de H,
ol 1 est 'autormorphisme identique de G et e est 'élément neutre de G. Si (w, 2) € H,
on a

07t = 0" awe) 810"t = o~ wo)e,-10~1

= o0~ 0e,-107Y) = aw ™ e-1q-1
ce qui entraine que (w,2)™! = (0™, 27w~ *) € H. Par conséquent H est un groupe.
Soit f 'application définie dans I'énoncé du théoréme. Soient (o, z), (@', ') € H,
Notons d’abord que
(awe)e,, = w0k, = (we)o

d’olt (ws,, z0) € H et f applique H dans lui-méme, De plus,

(@, 2) (o, 2') B = (we, 20} (0'ey, 2')
= (wew's,, (zun'e,) (7))
= (00'e,8,, (z00) (2'a))
= (00 8 (e, [z 2'] )
= (we’, (zo") 7)B
= [(@, 2)(@', 2)| B
et f§ est bien un endomorphisme de H.

Nous pouvons donc construire le demi-groupe T'= #(H, f) de Reilly. 11 reste
4 démontrer que &(S) = T.

Soit ¢ € B(S). Alors ¢ est un isomorphisme de fSf sur f'Sf’ pour certains
f>f' € Es. En notant f = (m, e, m) et f' = (n, e, n), nous obtenons que

E={m+i,g,m+j) 1,j>0,9€G},
F= {(n"”i: g:n+j)l i,j}O,geG}

sont, respectivement, le domaine et image de ¢. Il est clair qu’on peut représenter E
et F comme des demi-groupes de Reilly, isomorphes 4 S. D’aprés les isomorphismes
de E et F, calculés dans [11], en posant, pour tout g e G,

n,g,me = (@m,go,n), (m,e,m+1)p =@,z n+1),

il en résulte que o est un automorphisme de G tel que awe, = we. De plus, la fonc-
tion ¢ est donnée par les paramétres m, o, z, n de la fagon suivante:

) @: On+i,g, m+j)— (n+1, 27 {(gw)z;, n+j)
ol z; = e et )
2z, = z(z0)(zo?) .. (z"7Y)  si p>0.

Avec les notations introduites, nous définissons la fonction X sur &(S) par

x: @ (m, (@,2),n).

- ©
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Si de plus x: ¥ —(p, (o, v), ¢), un simple calcul Iﬁ,ontre quavec r = min{n, p},
on obtient pour le domaine et I'image de ¢y, respectivement,

{n+p—r+i,g,m+p—r+j)| i,j>0,9€G},
{n+g—r+i,g,n+q—r+j)| i,j=0,g € G} ;
de plus
2 (m+p—r+i,g,m+p—r+j)oy
= (+p—r+i, 2,211 i(§O) 2y iy, nAP =TIV
= (1+g—r+i, 0,427 1 10) (OO Zpmr 4 §O) Oy p 5 N+ —T )
= (n+q—r+i, [(Zp=r+16) persi] " (g00) [(Zp—-rwa')?n-ru], n+g—r+j).

En comparaison avec (1), on en déduit

® X QY — (mtp—r,(0,u),n+q—r)
pour certains 6 et u. En posant i = j = 0 dans la relation (2), on obtient
(4) ge == [(ZP_,O')UH_,]“I(Q(DO’) [(ZI,_,G')D,,_,.]

pour tout ge G, et avec i =0, g = e et j = 1 dans (2),
0] u=|[(z —7a)vn—r]_1(zp—r+IU)Dn—H—1 .
1l résulte de (4) que
0 = woes,_0p,-.
et de (5),
u = Un_-lr(zp—ra-)“l<zp—r+la)vn~r+1
= D;—lr(z——lrzp—r-bl)avn—r-i-l
0,2 (20T 0) By a1
[on (207" 6) 0y J (00" ")
= (z0" "o, ) (va" ") .
On déduit de (3), (4) et (6) que

) 22 oY — (m+p—r, (00q, _ op,_,» (20" " 08, Y02 ")), ntg 7).

I

Un argument simple par récurrence montre que
® (@, )" = (e, 2)
pour tout k>0, En utilisant (8), nous calculons
(oD@ = (m, (@, 2),n)(p, (0, 1),9) -
= (m+p—r, (@, D" (6, )", n+g—r)

= (m+p—r, (we,,.,, 2 )08, " "), n+q~r)
"
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= (m+p—r, (we,,_,08,,_,, (7o "08,,_ ) (00" "), n+q—r)
= (m+p—r, (068, ayon-ps (20 08, ) (00" ")), e+ g—r)
ce qui entraine, d’aprés la relation (7), que y est un homomorphisme.
L’injectivité de y résulte du fait que les paramétres m, z, w, n déterminent ¢ de
fagon unique par la formule (1). Réciproquement, soit (@, z) € &/ (G)x G tel que
awe, = wo. Une vérification directe montre que la fonction ¢ définie par la for-
mule (1) est un élément de @(S) tel que ¢y = (@, z); nous oimettons les détails. Cela
implique que x applique ®(S) sur Z(H, f). .
COROLLAIRE. Avec les notations du théoréme 4, les assertions suivantes sont
vraies:

@ 25 6™ — [m, (g,, g *(ge)), n)
pour tout (m,g,n)eS.

(ii) Posons K = {(g,, g"l(ga:))l geG} et vy = Blg. Alors K est un sous-groupe
de H, v est un endomorphisme de K et (% (G, w)) = B(K, ). .

(i) M(B(G, &) = {(m, g, m)| g« = g € Z(&), m=0} .

Démonstration. (i) Pour tout (1, g, n).€ S, on calcule facilement le domaine
et I'image de 6" comme suit:

{n+1, h,m+j)| 1,j>0, he G},
{(n+i, b, n+p)| i,j=0, he G},
respectivement, et pour tout s e G,
(m’ g’ n)—ll(m5 h’ n1)(m’ g! n) = (n, heﬂ’ n) 2
(m,g,m) " (m, e, m+1)(m,g,n) = (1,97 (ge), n+1)

ce qui implique la partie (i) en vue du théoréme 4.
(ii) Ceci découle de la partie (i) sans peine.
(iii) Ceci découle de la partie (i) car

(20> 87 (@)1 = (ter €) < g2 = g € 2(G).

He est bien connu que le centralisateur des idempotents du demi-groupe
S = #(G, o) de Reilly est de la forme '

{tn,g, m)f m>0,geG}.
On calcule la multiplication de ce demi-groupe comme suit:
(m,g,m)(n, h, n) = (max {m’ n}’ (gan-vmln(ln,n)) (llam_mm(m'")); max {m, n}) .

On peut construire un tel demi-groupe de la fagon suivante.
Soit G un groupe, « un-endomorphisme de G et N = {0, 1,2,...}. Pour chaque

e ©
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neN, posons G, = Gxn avec la multiplication (g, n)(h, n) = (gh, n), et sur G,,
définissons une fonction o, par
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% (g,n) = (g, my+1) . .

I} est évident que a, est un homomorphisme de G, dans G,., et que le systéme
{ots}nen permet de construire un demi-groupe 7T = [N; G,, ], ot

() N est muni de P'opération (m, n) — max{m, n}, .

(ii) T est le demi-treillis de groupes G, déterminé par N et les «,.

Il est aussi clair que T est isomorphe au centralisateur des idempotents de
%(G, «). Nous allons construire I'enveloppe normale de T Désignons par o (G)Y
le produit de N-exemplaires de & (G).

TaEOREME 5. Soit T = [N; G,, ¢,] le demi-groupe construit ci-dessus. Posons
M = {(p)e @G| ¢,a = a9, pour tout ne N}

avec la multiplication du produit direct o (GY”, et définissons sur M une application &
par

8: (P05 15> P25 ) ™ (@15 925 @3, ) -
Alors M est un groupe, § est un endomorphisme de M, et
OT) = BM, ).

Démomnstration. On vérifie sans peine que M est un sous-groupe de & @
et que ¢ est un endomorphisme de M. .
Soit @& #(T) avec pour domaine |) G; et pour image iU G;. Posons
izm zn
@; = @|Gm4; pour tout ie N. Nous déduisons, de résultats connus sur les isomor-
phismes de tels demi-groupes, que @, est un isomorphisme de G, ; sur G,,; et que
le diagramme

Gas———> Gy
lll lﬂl'}l
Grriry ———> Ghiits

Pi+t
est commutatif. Pouy tout i e N, définissons une fonction ¢; sur G par la formule
(g, m+D)p; = (gps, n+1).
Alors ¢, #(G) et la commutativité du diagramme ci-dessus donne
. (gpi, nt+i+1) = (gg;, n+i)o; = (g, m+i) ;o .
= (g, m+D)o; @iy = (got, m+i+ 1P,y
= (gagys 1, n+itl)

pour tout g € G, ce qui entraine ¢;u = a@;4, pour tout ie N.
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Avec cette notation, nous pouvons donc définir une fonction = sur &(T) par
2 @ — (1, (@0, @1, P25 )5 1) = (m, (@), 1) .

Il est clair que = applique' $(T) dans #(M, 8). Avec les notations évidentes et
r'=min{r, p}, on obtient

((07"') (l//n) = (ma ((P‘)i n)(p’ (ll/i), Q)
= (m+p—r, @)WY, nt-g~r)
‘% (m‘l"p"‘r’ (gop"l" Pp—r+1> --‘)(‘//w—n an-r-i-la ---), n+4"‘r)
= (m+P"‘r: (Q’p-—r-!-i‘z[’u—rﬂ)y n+q—-r) .
De plus, le domaine et I'image de ¢y sont
G e U G,

iZmtp-r iZnt+q-r
respectivement, et

@, m+p—r+iD) Q¥ = (g@pmpsi, n+p—r+i)y
’ = (g(Pp—r+ill’n—r+bn+q—'r+i)

ce qui entraine que m est un homomorphisme.

Soit maintedant * (m, (¢,), n) € B(M, §). Définissons une fonction ¢ sur
U Gy par

izm .
(g, m+i)o = (9o, n+i).

On vérifie sans peine que ¢ est un isomorphisme de |J Gy sur ) Gy en utilisant
izm izn

Phypothése suivante: ¢,a = oP;4q1, pour tout ieN. Par conséquent: ¢ e &(T)
et évidemment @n = (m, (¢,), n); ceci prouve que 7 est surjective.

De l'unicité de la représentation de ¢, on en déduit que. 7 est injective. Par
conséquent, 7z est bien un isomorphisme de &(T) sur B(M, 5).

COROLLAIRE. Avec les notations du théoréme S, les assertions suivantes sont
vraies.

@) 7z 097 - (n, (g, 8405 ) n) = (n, (), 7).

(i) Notons par #(G) le groupe des automorphismes intérieurs de G. Pour chaque
neN, posons H, = S(G)xn avec la multiplication (e, n)(ey, ) = (&, 1), et défi-
nissons une fonction B, sur H, par

(&g W) By = (Bge n+1).

Alors @(T) est isomorphe au demi-groupe P = [N; H,, B,] qui est un demi-treillis N
de groupes H, déterminé par les homomorphismes P,

(iii) M(T) = {(9,n) e T| go' € Z(G) pour tout ie N}.
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Démonstration. (i) Pour tout (g,n) €T, le domaine de 6™ est U G,
izn
et pour tout heG, i€ N,

(h, n+0)89™ = (g, W)~ Y(h, n+i)(g, n)
=197 M)yt g vor Fggm1 18, D) (G, M)yl g wvn Oy ]
= (g~ ta!, n+i)(h, n+i)(go', n+i)
= ((g7*a)h(gd), n+i)
= (hegy, n+1)
ce qui démontre la partie (i).
(i) On vérifie sans difficultés que la fonction o définie sur @ (T) par

o1 (1, (&5 Egas oo)s 1) = (&, 1)

est un isomorphisme de @ (T) sur P.
(iti) Cela découle directement de la partie (i).
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