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STUDIA MATHEMATICA, T. LXXI. (1981)

Ein Beitrag zur Lipschitz-Saturation im unendlichdimensionalen Fall
von

HANS-JORG REIFFEN und HEINZ WILHELM TRAPP (Osnabriick)

Abstract. We study the problem of Lipschitz-saturation in the complex Banach
analytic case. In codimension 1 relative Lipschitz-saturation and absolute Lipschitz-
saturation are equal; the results of Stutz on equisaturation are also valid in the Banach
case. We uge only geometric methods and a simple power series calculus.

Von Ramis [4] wurde die Theorie der C-analytischen Teilmengen
endlicher Definition von C-Banachmannigfaltigkeiten systematisch ent-
wickelt. Schickhoff [6] hat die Geometrie dieser Ramisschen Mengen
untersucht. Wir setzen in dieser Arbeit wie in [5] die Untersuchungen
von. Schickhoff fort; insbesondere benutzen wir die Bezeichnungen aus
[6], [6].

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die von Zariski [9], [10],
gowie von Pham, Teissier [8] begriindete Theorie der Saturation. Da wir
die endlichdimensionalen algebraischen Methoden nicht verwenden kénnen,
folgen wir dem geometrischen Ansatz von Stutz [8].

In §1 treffen wir Vorbereitungen; insbesondere fithren wir die Beg-
riffe der Lipschitz-Holomorphie, der Puiseux-Regularitit und der Lipschitz-
Regularitit ein, Wie bei Stutz gehen wir dabei von der Situation aus, daf
die Singularititenmenge die Codimension 1 hat.

In § 2 filhren wir aus, daB in geeigneten Fillenr elative und absolute
Lipschitz-Holomorphie iibereinstimmen. Daraus leiten wir Sitze iber
Lipschitz-Regularitit ab, d.h. iber die Existenz von Produktdarstellun-
gen im Sinne der Lipschitz-Biholomorphie.

In § 3 beweisen wir, daB die in § 2 angegebenen hinreichenden Bedin-
gungen fiir Lipschitz-Regularitit auch notwendig sind. Unsere Brgeb-
nisse sind also scharf. .

In § 4 zeigen wir, daB in der von uns betrachteten Situation “fast
immer” Lipschitz-Regularitit vorliegt. Ferner erhalten wie eine Verallge-
meinerung einer von Stutz bewiesenen Aussage iiber den Cs-Tangenten-
kegel.

Insgesamt stellen unsere Ergebnisse Verallgemeinerungen Stutaz’
geher Resultate fiir den unendlich-dimensionalen Fall dar. Wir kinnen
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sie jedoch ohne Rickgriff auf die Arbeit [3] von Pham, Teissier heweisen.
Aus unserem Satz 2.1 lassen sich vielmehr sehr leicht zentrale Krgebnisse
aus [3] gewinnen. Leider ist nicht zu erkennen, wie die von Bdger [1], [2]
gewonnenen weitreichenden Aussagen im unendlichdimensionalen Fall
abgeleitet werden koénnen.

Unter dem Aspekt der Whitney-Regularitéit haben wir in [5] die
Zusammenhsinge zwischen Whitney-Regularitit und Puisenx-Regularitiit
analysiert. Die Beziehungen zwischen Lipsehitz-Regularitit wnd Whitney-
Regularitit werden wir an anderer Stelle hehandeln.

§ 1. Vorbereitungen. In dieser Arbeit sind X, ¥ Ramische Teilmengen
parakompakter analytischer C-Banachmannigfaltighkeiten U, U. Die Nor-
men auftretender Banachriume bezeichnen wir mit {-|.

Die Abbildung f: X — X heit holomorph, wenn es zu jedem Tunkt
we X eine offene U-Umgebung W:und eine holomorphe Fortsetzung
g: W— U von fIXNW gibt.

Die Abbildung f heiBt Lipschitz-stetig, wenn o zu jedem Punkt » e X
Kartenumgebungen W von # in U und W von f(«) in U gibt, so dafB bei
Tdentifikation von W und W mit den entsprechendon offenen Teilmengen
von Banachriumen ¥ und B gilt: f(W) < W. '

Ifw)—f@) < Clu—n| Vu, veW.

Dabei ist ¢ > 0 eine geeignete Konstante.

Ist : X — U’ eine stetige Abbildung in einen topologischen Raum U,
80 heilBt f relativ & Lipschitz-stetig, wenn es zu jedem Punkt » ¢ X Karten-
umgebungen W von x u~nd W von f(x) gibt, so daB mit den Bezeichnungen
wie oben gilt: f(W) <= W,

If(w)—f) < Clu—o]  Vu,

. Ei.ne C[:‘eilmenge A von X heiBt eine Ausnahmemenge, wenn A4 analy.
tigeh ist, die singuldren Punkte von X umfaft, und X —4 in X dicht ist

1.1. DErFINITION. Die Abbildung f: X — X heibt sohwach holomorph
(s-holomorph), wenn f stetig ist und es zu jedem Punkt z ¢ X eino offene
X-Umgebung W sowie eine Ausnahmemenge A in W gibt, demrt daB

|W — A holomorph ist.

Ist f schwach holomorph und Lipschitz- ﬂtemg 80 heifdt f L -
holomorph (L-holomorph). , d wsomm

Ist f schwach holomorph und relativ z Lipschitz-stetig, so heiBt
f relativ m Lipschite-holomorph (L-holomorph relativ ).

Die Abbildung f heiBt schwach biholomorph (s-biholomorph), wenn. f
topologisch ist und es zu jedem Punkt # € X eine offene X-Umgebung W
und Ausnahmemengen 4 in W, 4 in W: = F(W) gibt, so daB f eme biho-
lomorphe Abbildung f: W— A - W —A induziert.

v e W mit mﬁ(u) =‘n(fv).
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Ist f schwach biholomorph, und sind f und -1 Lipschitz-holomorph,

80, heiBt f Lipschitz-biholomorph (L-biholomorph). ®

Ist f schwach holomorph, so ist f auf der Ma.nmgfaltlgkelt der regu-
liren Punkte von X holomorph.

Tm weiteren setzen wir X, ¥ als rein p-codimensional voraus. Im Falle
p = 1 heiBt X eine Hyperfliche.

1.2, Bs sei p > 2, %, € X und U eine offene Teilmenge eines Banach-
raumes F. Dann gibt es cine Darstellung

E=F®I®'E
mit B € 92(B), Be %,(B), "B € ¥9,_,(B) ([8], 1.1), und (nach eventueller
Verkleinerung der Umgebung U von ) eine Darstellung
UT=U+ T+"T
mit Gebieten U’, ﬁ, U in B, F:’, "%, so daB die Beschrénkung der kano-
nischen Projektion .
Py g: BQE'»E, FE'":
auf X eine analytische Uberlagerlmg 7: X — U’ liefert.
Wir setzen

=‘:EV®IIE

‘B = E’G—)E, 7= P.g glX,
"X:=n(X), ‘mi= Py glX.

Dann ist ‘X < U+ U eine Hypéﬁliche und ‘n: ‘X — U’ eine analy-
tische Uberlagerung. AuBerdem ist

ein TFaserraumhomomorphismus (d.h. 7 = 'mow). Wir nennen  eine
Hyperﬂaehendarstellung von X in .

Genau dann ist & schwach biholomorph, wenn 7 injektiv ist.

.1.3. DEFINTIION. Im Falle p>2 heiBt X  sohwache Hyperfliche

(s-Hyperfliche) bzw. TLipschite-Hyperfliche (L- Hy;pe'rflache wenn es zu

]edem Punkt von X lokal eine Hyperflichendarstellung z gemif 1.2 gibt,
wobei 7 schwach biholomorph bzw. Lipschitz-biholomorph ist. m

Wie in [8] zeigt man:

1.4. Genau dann ist die Hyperflichendarstellung 7 in 1.2 (nach

eventueller Verkleinerung von U) L-biholomorph, wenn gilt:
"Bnls(X, ) = {0}.
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Daraus folgt:

1.5. SATZ (C;-Bedingung). Im Falle p>2 ist X genau dann eine
Lipschits-Hyperfliche, wenn gilt:

codimC(X,z)>p—1 VeeX.m

Im weiteren gei ¥ eine analytische Untermannigfaltigkeit von X,
die alle singuliren Punkte von X enthilt; fir jedes y € ¥ liege der Keim
7, in jeder Komponente des Keimes X,. i

Der Lipschitz-Regularitéit liegt lokal folgende Situation zugrunde:

1.6. U ist eine offene Teilmenge eines Banachraumes H. Xg existieren
Darstellungen B = HQH wit B, ¥ e 9(B), U = U+T mit zusammen-
héingenden offenen Nullumgebungen U, U von B, B, so daB gilt:

Y =U+{0} =1T.

Ferner gibt es eine Darstellung H = Bk mit}"ﬁ’ €% (H), und eine
rein p-codimensionale Ramissche Menge Z in einer zusammenhingenden
offenen Nullumgebung V von F sowie einen L-biholomorphen Faserraum-
isomorphismus

I

X ————YxZ

%

iber den natiirlichen Projektionen mit

fT) = Tx{0}.
‘Wir nennen f eine Lipschitz-Darstellung von X. m
1.7, DerNItioN. X heiBt lings XY Lipschitz-regulir, wenn es zu

jedem Punkt von Y lokal eine Lipschitz-Darstellung f von X gemas
1.6 gibt. m '

) Bei der Puiseux-Regularitit beziehen wir uns lokal auf folgende
Situation (vgl. [6]):

1.8. U ist eine offenc Teilmenge eines Banachraumes H. Es existioren
Darstellungen

B=HEoploen
mit B e ¥°*(B), B e 9, (1), B" € %,(B),
U=U+U+0"

mit offenen Kugeln U, U, U” in B, B, B um den jeweili
T eon St , U, , b, en jeweiligen Nullpunkt,
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Wir setzen

B:=Hpbh, U:=U+T0.

Die kanonische Projektion m: X — U’ ist eine analytische Uberla-
gerung; es gilt: a~(Y) = X, X enthilt die Verzweigungsmenge von 7,

Oo(X,9)nB" ={0} VYyelX.

Bs gibt dann zu jeder irreduziblen Komponente X° von X eine posi-
tive ganze Zahl 4 und eine topologische holomorphe Abbildung

' UxEK-»X°
(B*:={teC: [#*® < 7}, ¥ = Radius von U) der Form
@ (y,1) =y+1"6+9°y, 1)

(e e B, o) = 1), wobei 9°: U x KB durch eine Potenzreihe 3 v}(y)t
Dbeschrieben wird. 3=t
Die Zahl p° ist die Multiplizitét von X° in den Punkten von Y. Die
s-biholomorphe Abbildung &° heiBt eine Puisenx-Normalisiering von X°.
1.9. DErINITION. X heiBt lings ¥ Puiseum-reguldr, wenn X in jedem
Punkt vor Y lokal eine Darstellung gemaf 1.8 besitzt.
In [6] wird gezeigt:
1.10. Sa1z (O Bedingung). Sei Y rein (p +1)-codimensional. X ist
genau damn lings ¥ Puiseun-reguldr, wenn gilt:

codimC,(X,0) =p VeoecY.m

GemaB [6] gilt ferner:

1.11. SATz. Bs sei X eine (P +1)-codimensionale Zusammenhangs-
komponente der Menge der reguldren Punkte der Singularititenmenge von X.
Dann ist X lings Y in allen Punkten auferhalb einer abgeschlossenen vernach-
lassigbaren Teilmenge von Y. Puiseux-regulir. m

1.12. Setzen wir unter den Voraussetzungen von 1.8

B:=H@E",
X, = Xn(y+E),

50 erhalten wir eine eindimensionale analytische Menge X,,inE', die hoch-
stens in 0 singuldr ist. =

Folgende Aussage ist offensichtlich:

113. Bs gei U = U, wnd fiir X und X sei die in 1.8 beschriebene
Situation gleichzeitig erfilllt. Dann gilt:

ye¥,
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Die Faserraumisomorphismen -

! o
XX
Ul
stehen vermoge f f [ X, in bnektwor Bemehung zu den ]‘a.qormumlsomor~
phismen ‘

Alle Faserraumisomorphismen sind s-biholomorph. m

Bs ist klar, wie in der Situation von 1.13 der Begriff der Lipschitz-
Biholomorphie relativ » zu verstehen ist. Tm weiteren setzen wir ¥ als
rein (p+1)-codimensional voraus.

§ 2. Relative und absolute Lipschitz~-Holomoxphie, hinreichende Bedin-
gungen fiir die Lipschitz-Regularitiit. Zuniichst setzen wir X als ITyper-
fléiche voraus. )

2.1. Barz. X sei eine Hyperfliche; die Sitwation aus 1.8 liege vor.
Dann ist jede relativ m Lipschite-holomorphe Abbildung f: X - I in einen
Banachrauwm I bereits Lipschitz-holomorph. m

Beweis. Wir identifizieren # und B’ mit € und zeigen: Seien X, x¢
mredumble Komponenten von X (X' = X? ist zugelagsen) und seien

: U x ch - X%,
o0

Py, 2 D v
Jmplt

(F=1,2) die zugehongen Puiseux-Normalisierungen.

Selen ferner f*: UxK"—»F (k =1,2) holomorphe Abbildungen
mit den Eigenschaften:

2.2 f'(u,0) =f(u,0) Yuel,
und fiir eine (geeignete) Konstante ¢ > 0

= ('Z/, zu", '/’k(yv z))r "/)’;(yi 2) =

2.3 [ (uy 0) =12 (u, w)| < O ly*(u, v) —y2 (u, w)|
Vuel,vek',w e K* mit o* = w.
2.4 | (w, 0) —* (0, w)| < O'l9* (4, 0) — ¥ (u, w)|

VueU,veR, wek mit v = u* (o =1,2).
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Dann gilt £ir eine-Konstante ¢ > 0 (bel eventueller Verkleinerung von U):

I (1, 0) =¥, 2| < oflu=g|+ " =2+ [y (u, ) —p2(¥, )
Yu,yel,vek', zeK:

Tm Fall X' = X* gei f' =% Dann ist 2.2 selbstverstdndlich und 2.3,
2.4 sind Aquivalent. Bine elementare Uberlegung zeigt, daB. wir statt 2.5
nur folgende spenelle Abschatzunv zu zeigen haben:

2.6 lfl(?/:’v)"fz ¥, )| < o’ —e I+ vy, v)— Z(y,z)[)‘
‘ C VyeU,veKy},ze K mit o] >

2.5

S
21
Tm weiteren lassen wir kommentarlos Verkleinerungen von U zu. Wir
fiihven folgende Bezeichnungen ein:

e

=0

My, 2 = (B =1,2);

u sei kleinstes gemeinsames Vielfaches von u?, u?
A= ful/‘k (k=1,2),
K:={teC: t'e Uy,

W:=Ux{aeC: lo|<1}x K;
p: W— Cmit
w(u,a,t):=1p1(u,t‘l) 2w, (at)” 2%(“ a)t
J=u
f: W F mit

Fuy 1) 1= F(u, ) —F(u, (@) = ij(u, a)¥;

M:= {(u,0,t)cW: 11-—a“||t|“—i—[w(u a,1)] = 0},
= W —M — R mib

flw o]
L —a| [t -+ (%, a, )]

(U, @, 1) 1=
Wir miissen zeigen: V
‘ 2.7 o: W—M — R ist beschrinkt.
Zur Augnutzung der Bedingungen 2.3 und 2.4 setzen wir:
G:={aecC: & =1};
gt = min {j: (-, @) # Nullabbildung},
— min{j: f;(-, @) # Nullabbildung}.
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Ist a € G und dabei a = 1 im Falle X' = X?, so haben wir
p(u,a,t) = 0<t=0.
Deshalb sowie aufgrund. von 2.3 ist

2.8 B < o0, He < Wa3 W(ui a, t) = t""pa (’M, t)
mit einer analytischen Funktion
v: UxE~C, Va(4,0) 20 Vuel.

Die Anwendung von 2.8 auf den Spezialfall X' = X* und ein erzeu-

gendes Element von @ liefert:

i =... =fl_, = Nulabbildung.
Darum gilt:

f(wy a,8) = D'f(u, ),

F=p

] g‘fuﬂ(ﬂﬂ a)tj|
J=0

o(u,a,t) =

|1—-a"1+|§; Vuy (0, a)t’[.

Zum Beweis der Beschriinktheit von ¢ gehen wir indirekt vor und
betrachten eine Folge (u,,, a,,, t,) in W —M mit:

Uy —>0, a,—>a, |a<1L, £,-0,
0, 1= 0(Uy,, a,,1,) > oo.
Wire o £ 1, so hitten wir
1£.(0, a
- £4(0, o) # o0,

L=+ 19,(0, 0)|
also ist a €G.

Wire X' = X* und o =1, so hitten wir

#11u(0)]
p+u 9l (0)]

= X' und a # 1. Wegen 2.8 muB #< b, gelten.

Cp —>

# 00
Algo ist X' £ X* oder X*
Dann haben wir:

j%;fyq-j(“; )t =B(u, a,)+F(u, a,t),

120' Vurs (s ) = A (u, a,1)+B(u, a, 1)

e ®
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mib
Har it 152 1;2 125
B, a,t) = Y fulwy o)t = > (@ —a" ) futmr,
Jm0 I‘<’~I’~2i<!‘a
tal 1,2 1 ALz
Ay ay) = 3 vy @ = 3 (@ e
=0 u<iliZi<p,
Aufgrund der Konvergenz
B (U Gy tn) 2o
w—- —->f,,z 0},
muf gelten
| B (s By )|

- 00,
1 —ah| -+ |4 (44, s ) - B (U @y b))l :
dann aber auch.
[T (thyy Oy )l oo
31— all+ |(1— o) ¥z (1) -+ Bty @y )l

Nun gilt:
Bl (U y Gy B) = L (05 )5
darum muB gelten
(1 — af) wia (w8 = — (0, 0).
Dann gilt aber:
F (16, Oy ty)
1—aj

a0 A92(0)
%00, 0)

Widerspruch! Unser Satz ist bewiesen. ™

Wir konnen 2.1 wie folgt verallgemeinern.

2.9. Sarz. Sei X eine Hyperfliche und U eine offene Teilmenge eines
Banachrawmes B. Es sei ferner B = B'QE" mit B’ e 94(B), B" € %, (B),
sowie U = U' 4 U" mit Gebieten U', U" in E,E".

it damn

P00, (X, 0) = {0} VeeX

wnd beceiohmet w: X — U’ die natiirliche Abbildung, so ist jede relativ =
L-holomorphe Abbildung f: X - in einen Bamachraum F bereiis L-holo-
morph. &

Beweis. Man betracht eteinen Punkt y & Y und stellt unter Zulax?sung
von Verkleinerungen von U und von biholomorphen Tra,nfsformatmnen
von U, welche die Bigenschaft des C,-Kegels u;nd- der‘ rela..tlven L-Holo-
morphie unberithrt lassen, aut kanonische Weise die Situation 2.1 her. m
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2.10. Sarz. X, X seien Hyperflichen; die Situation aus 1.13 liege
vor. Danm gilt: Bin Faserrawmisomorphismus

s /'i;
Ul

ist genaw dann L-biholomorph, wenn f|X, relativ = L-biholomorph ist. m
) Beweis. Selen X', X* irreduzible Komponenten von X (X' = X?
ist zugelassen) und seien @1, P2 wie im Beweis 2.1. Wir setzen

foi=fod*: UxE*>B (
und miissen 2.3 ableiten. Dag geschieht mit einer Argumentation, die

vollig analog ist zu der in [8], Beweis zu Proposition 3.14. m
Aus 2.10 folgt:

' 2.11. X sei eine Hyperflaché; die Situation aus 1.8 liege vor. Dann
ist der kanonische KFaserraumisomorphismus

X

=1,2)

' \_—-\7/ a
U
ZL-biholomorph. m

Wir iibertragen die Ergebnisse 2.9-2.11 auf Lipschitz-Hypertlichen.
. 2.12. Sarz. Bs sei X eine Lipschitz-Hyperfldche und U eine offene
Teilmenge eines Bamachraumes B.
Bs sei ferner B = B'® EQ"E mit B’ € 9°(H), B e 9,(B), "H € &,_,(H),
sowie U = U'+U+"U mit Gebicten U, U,"U in B, U, 8. :
Gilt dann } : . .
E'nC,(X,2) = {0} VoeX, F':=1@"HE,
"EnCy(X,x) ={0} VseX

wund bezeichnet m: ,X — U’ die navirliche Abbildung, so ist jede velativ n
L-holomorphe Abbildung f: X -~ F in einen Banachraum I bereits L-holo-

morph. m
. Beweis. Sei @ e X. Wir gehen von der in 1.2 dargestellten Situ-
ir 4?1;)11{11 aus  — was wegUen CiX y )N = {0} moglich ist — und lagsen
kleinerungen von U zu. Aufgrund von 1.4 ist 5 L-bi uBer-
M g 1.4 ist v L-biholomorph. Auﬁer

EnC,('X,’s) ={0} Vwe'X.

Aufgrund von 2.9 ist fox™!: ‘X — F L-holomorph, dann aber a.uéh fom
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. Analog zeigh man mit Hilfe von 2.10:
2.13.8a17. X, X seien Lipschite-Hyperflichen; die Situation ous
1.13 liege vor. Hs gelte:

B =Re"E mit Ec9(B), "Ec%, (B,
und
"BnCy(X,s) ={0} VoweX,
"Bnl,(X, 5 ={0} VaeX.

Dann gilt: Bin Faserraumisomorphismus

YT s ¥
/L .
ist genaw damm L-biholomorph, wenn f|X, relativ = L-biholomorph ist. m
Aus 2.13 folgt:

9.14. X sei eine L-Hyperfliche; die Situation aus 1.8 liege vor. Dann
ist der kanonische Faserraumisomorphismus

X ———=YxXy

ZL-biholomorph. m

2.11 und 2.14 kénnen wie folgt darstellungsunabhingig formuliert
werden:

2.15. SATz. X Sei eine Hyperfliche oder eine Lipschitz-Hyperfliche.
Ist X limgs X Puiseus-reguldr, so ist X lings Y Lipschitz-reguldr. &

Tm folgenden Paragraphen zeigen wir die Umkehrung von 2.15

§ 3. Charakterisierong der Lipschitz-Regularitit.

3.1. SaTz. Ist X langs ¥ Lipschite-reguliir, so ist X limgs ¥ Puiseua-
reguldr. ®

Beweis. Wir diirfen davon ausgehen, da die Situation 1.6 vorliegt,
und folgen der Argumentation ans [8]. O.B.d.A. besitizt Z hochstens eine
isolierte Singularitdt in 0.

Wir betrachten die Abbildung

g:=f" ¥YxZ-+X.

Sie ist eine s-biholomorphe Abbildung mit den Ausnahmemengen Y % {0}
und Y; g bildet Komponenten auf Komponenten -ab. Wir betrachten
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eine Komponente Z° von Z, eine Puiseux-Normaligierung &°: K°~
(K° Kreis um Null in €) von Z° und die Bildkomponente X° := g(¥ x 29,
¢ UxE°=X°  ¢u,z2):=gu, @),

igt ecine holorhorphe topologische Abbildung. Wir haben

Py e) =(u,§°u,2),  §°(u,2) = D FHw)e;
G0
P°(2) = y P, B # 0.
f—#
Wir vergleichen fiir u U die Zahl
wo(w) 1= min{j: gH(u) # 0}

mit der Multiplizitit uo.

Es gilt:
9200, ) =90, O = BI) 3 G (0],
[2°() — °(0)] = [e}*] Z%W’l-

Axus der L-Biholomorphie von g folgti:

wo(u) = VYuel,

und daraus folgt:

codimO (X% o) =p VeeXY.m

3.2. Sarz. Ist X limgs Y Lipschitz-regulir und p > 2, so 18t X eine
Lipschitz- Hyperflache. m

Beweis. Wir gehen wieder von Situation 1.6 aus., Wie in 1.12 gei
X, i= XN (y+1H) fiir y ¢ Y. 0.B.ALA. ist ' = 1,7 =X, f1X, =idg;
a.uBerdem sel X, hochstens in 0 singulir.

‘Wir lassen kommentarlos Verkleinerungen von U zu. E§ existeren
Zerlegungen

I = BoE®"E, B,Be9,(0), "He9, (B);

U=U0+U+U+"T,
‘wobeil wir ii', ﬁ, DV', "U als Ku.geln‘ um 0 in H , B , f], ""H -voraussetzen
diirfen, so da8 fir E':=EQE, B":=H®"F wd U :=U+T,
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U= lv7+”U gilt:

0:=ppplZ: Z>U, ni=pgplX: X>TU

sind analytische Uberlagerungen,
ZJ "7 = p"E,E@E(Z)

(vgl. 1.2) ist eine I-Biholomorphie. Wir betrachten zwei Komponenten
Z', Z* von Z (Z' = Z* ist zugelassen) und die zugehorigen Komponenten
X', X* von X, und zeigen, daf die Vektoren v e B, zu denen Folgen ()
in X', (#) in X* (e,) in C existieren mit

33 >0, a0, e,z —a)—>0,

eine Ramische Menge (X, X3, 0) einer Codimension > p—1 bilden.
DaB (X', X2, 0) eine Ramische Menge ist, sieht man wie in [6]; es geht
um die Codimensionsaussage. Wir zeigen, daB (X1 X% 0N (0+E")
in endlich vielen Gemden enthalten ist. ‘

Wir identifizieren B und ¥ mit ¢ und betrachten Puiseux-Norma-
lisierungen @*: K* - Z* (k =1, 2). Es ist

ok (1) = (%, ¥4 (1), £5(0) e EQE®"E,

yh() = 2 vt

Wir betrachten einen Vektor v = (0, 'u”) eB'@E" aus CO(X, X2 0)
und dazu Folgen gemil 3.3.

Wir gehen im weiteren kommentarlos zu geelgneten Teﬂfolgen iiber.
Insbesondere diirfen wir dann annehmen, daf fiir die korrespondlerenden
Folgen (y%,2.) e ¥ x 2, (42, 2) € ¥ X Z° gilt:

(0+8y.

CulYn—Yns 2 — ) = w = (0, ),

wel,(¥Yx2 ¥ xZ*, 0)n
Wir setzen nun fir ¥ = 1, 2:

g :=fto(idg, ¥¥): Ux EF— X,

g, ) = (u, §%u, 1), §5u, 1) = 2 O
| j=uk
GEu, 1) = (§%(u, 1), g (u, 1)) chon”,
§*(u, 1) 2 FEwr, ¢t = D) g e
Jult j=pk

3 — Studia Mathematica 71.2
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Bs ist:

§0, 8 =1, g0, 1) = (v*(0), 2" (1),

und wir haben‘ Darstellungen
g (ys, o8 =7 (s #
‘Wir diirfen annehmen, dad fiir alle # gilt:
| > o2l
Dann existieren Zahlen t,, a, in C, |a,| < 1, mit

=t"1 v = (a,t,)";

nn

o) = ok,

wobei wie im Beweis von 2.1 folgende Bezeichnungen benutzt werden: u
ist das kleinste gemeinsame Vielfache von u', p?, 2 t= pu®. 'Wir haben:

c’n(Jn_yn) "“)'O’
0u 7 Whs ) =G (82, (0,8 )) > (0,0 e BB
Dann ist 0.B.d.A. y) = 9}, =: Uy,

t,—+0, @a,—~a, Jaf/<1;

Wir setzen weiter:
K:={teC: t“ei]},
p: W— C mit

={aé0: lo| <1} X K;

(@, 1) 1= v (") —v2((at)")

2‘!’1(“

J=p
g: U xW — B mit
§u, a,t):=g" (u, *y— -4

Z’g,u ayt

J=n
Nach Voraussetzung existiert nun eine Konstante ¢ > 0 mib:
1§ (w, a, )] < O(L—a?| [t* + [y (a, 1)),
ll"“a"‘i W+ lp(a, )| < Glj (u’ a,t)|

Tm Falle ¢,t* — 0 gilt dann v = 0; darum gebe es bei den weiteren Betra-
chtungen eine Konstante ¢> 0 mit

34 Y(u,a,t)eW.

le,#51>¢ VYmeN.

Dann mub gelten: a e G := {z eC: 2 = i}, weil wir anderenfalls hitten.:
w

1 —a*

0§ (ttny )= (ttns (0 1)")) > (G52(0) — G2 (0))- = #0,

icm
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wobei allgemein die B- Komponente durch Anbringen des Zeichens™
angegeben wird. Bs gilt:

] op(a* —af)th —w.
Darum haben wir im Fall X' = X2, g — 1:
' 6. (U Oy 1) > G (00
und damit » = 0.

Tm weiteren sel nun X' = X2 oder X!

= X* und a % 1. Wir setzen
dann wieder:

pro=min{j: p;(a) %0},
Aufgrund von 3.4 mull gelten:

w4(u) 1= min{j: g(u, a) # 0}.

Ha = wa(u) Yue ﬁ;

auBerdem ist u, < oo.
Im Fall 4 = u, haben wir:
v = 7(0, .‘;p(O’ a));

y 1= lime,t5.
Nun sei p < p,. Dann haben wir: '

g (u, a,t) = E(u, a, 1)+ F(u, a, ),
g1 B
By, a,1):= D) gilu, o)t = (@ — a? )2 (),

Jm=p

¢, B(u,, a,

p<alaticp,

oy

y 1) = 0g,2(0) = w(ly g 2(0))

0B (Upy @y 1,) Vgpa(oy a),  y:=lime,te;

v = (0, g, (0, a) —§,,(0, a)-¢,(0)),
wobei im allgemeinen die E’-Komponente durch Anbringen des Zei-
chens "’ angegeben wird.
Wir haben gezeigt, da8 C,(X', X% 0
Geraden liegt. m

‘Wir erhalten zusammentassend folgende Charakterisierung der Lip-
schitz-Regularitit.

3.5. Sarz. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(1) X st lings Y Lipschitz-requlir.

(2) X dst lings Y Puiseus- regular und Hyperﬂache oder Lipschitz-
Hyperflache.

(8) codimC,(X,x) =p Vo e ¥, codimOs(X,#) >p~1 Ve ¥.m .

yN(0-4-E") in endlich wvielen
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§ 4. Lipschitz-Regularitiit von Singularitiiten. -

4.1. Sarz. Sei X langs Y Puiseus-regulir und p > 2. Dann gibt es
2u jedem Punlty € X eine offene ¥-Umgebung W und eine Ausnahmemenge A
von W, derart dap X in allen Punkien von W-A eine L-Hyperfliche ist. m

Beweis. Wir gehen von der Situation 1.8 aus, betrachten zwei Kom-
ponenten X', X* von X und zeigen, daf C;(X", X% y)n (0 +B") (X' = X*
ist zugelassen) fir alle Punkte y ¢ ¥ auBerhalb einer Ausnahmemenge A
von Y in endlich vielen Geraden enthalten ist. Dazu betrachten wir einen
Punkt y € ¥, einen Vektor » = (0,v"') e W@E" aus (X', X? 0) und
Folgen gemifB 3.3:

1 2 b W2
L —>Y, Ly~ Y, an(‘vn_a‘n) .

Wir identifizieren H mit ¢ und versehen die GroBen der Puiseux-
Normaligierung, die sich auf X* beziehen, mit dem Index k. Die GroBen
w, A5 K, W,y seien wie im Beweis von 2.1 gebildet ; nur da8 nun 1p W—E"
eine Abblldung in den p-dimensionalen Raum B’ igt.

Analog zum Beweis von 3.2 haben wir korrespondierende TFolgen

(y%, k) e Ux E* zu 4f, und wir diirfen wieder annehmen
1,4l 2
CH = ]

go daB wiederum Zahlen 1, a,in C, |a,| <1, existieren mit

2

L=, 0l = (g,t)".

Wir diirfen fernér davon ausgehen, daf gilt:

t, > 0, a,—~a, - o] <1 y,lb-:yfb =:!U,.

Im Fall ¢,t — 0 gilt v = 0; darum gebe es bei den ‘weiteren Betra-
chtungen eine Konstante ¢ > 0 mit

leyte] = VneN.

N

Wegen c,,(l—a")t“—+0 muB dann a eine u-te Elnheltswurzel aem‘ Sei
G wie im Beweis 2.1 definiert. Bs ist o € G.
Im Fall X' = X?, a =1, haben wir

(U, Ay t,) >0, alio v =0.

Tm weiteren sei X! # X? oder X' = X* und a =* 1. Wir dcf)moren fha
wie im Beweis von 2.1 und wiblen y auBerhalb von

Agi={veX: y, (4,0) =0}.
Wir diirfen dann annehmen, dal 4, = @ und y = 0 ist.
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‘Im Fall p. = g, haben wir v € C- (0, v,(0, a))
Ist < fhay 80 S0l

w(u, a,1) = B(u, a,t)+F(u, a, 1),

E(u, a,t) = 2 (¥ — g ¥ gy ()7 .
<t <p,
Dann gilt:
6, B(thy,, a,,1,) >0, Cp B (U5 n)”q’ 3 "760'(01"/);:“‘(05 a))- L

Wir fassen 4.1 und 1.11 zusammen:

4.2, 8ATZ. Bs sei Y eine (p-+1)-codimensionale Zusammenhangs-
komponente der Menge der reguliren Punkte der Singularititenmenge von X.
Dann gibt es eine abgeschlossene vernachlissigbare Teilmenge A von Y mii
der Bigenschaft: X — A ist lings ¥ — A Lipschite-reguldr. m

Aufgrund von Lemma 4.6 [6] gilt:

4.3. Zusarz zu 4.2. Es ist

codimO,(X,z) =p VoeX¥Y-—A4,
codimC,(X,s) =p—1 Veze¥Y—-A. =

Dies ist eine Verallgemeinerung von Proposition 3.6 in [7].
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Positive operatorwertige MaBe und
banachraumwertige stationiire Prozesse auf LCA-Gruppen

von

F. Schmidt (Dresden)

Abstract. It is well known that a stationary process admits a representation
in moving averages iff his non-randon spectral measure is absolutely continuous with
respect to the Lebesgue measure. In this paper we generalize this theorem to statio-
nary processes having as set of parameters an arbitrary locally compact abelian Ty-
group and as set of values an arbitrary complex Banach space (more exactly, we are
coneerned with stationary mappings of the group of parameters into the space of all
bounded linear operators § — $ where § is a Banach space and § is a Hilbert space).
In -the proof we make use of a decomposition theorem for the spectral density of
the process which is also proved here and which was proved formerly for the group of
the integers under a separability and a boundedness condition by Miamee and Salehi.
Besides, two isomorphic theorems for the treated class of stationary processes are
given.

0. Einleinmg. Bekanntlich gestattet ein stationdrer ProzeB auf
der Gruppe Z der ganzen oder der Gruppe R der reellen Zahlen genau
dann eine Darstellung durch gleitende Mittel, wenn sein nichtzufalliges
SpektralmaB beztiglich des Tebesgueschen MaBes absolutstetig ist. Wie
in [1] gezeigt wurde, bleibt diese Aussage fiir beliebige lokalkompakte
abelsche T'-Gruppen richtig, wenn man nur den Terminus ,, Lebesguesches
MaB” durch ,Haarsches MaB auf der Charaktergruppe” ersetzt. Sowohl
fiir den Fall der Gruppe Z bzw. der Gruppe R als auch: fiir den in [1]
betrachteten allgemeineren Fall wird im Beweis dieses Kriteriums die
(triviale) Tatsache benutzt, daf jede nichtnegative integrierbare Funktion
als Betragsquadrat einer quadratisch integrierbaren Funktion darstellbar
ist. Betrachtet man statt nichtnegativer Funktionen solche, deren ‘Werte
nichtnegative beschriinkte lineare Operatoren in einem Hilbertranm
sind, :so folgt die Existenz einer entsprechenden Darstellung sofort aus
der Existenz der Quadratwurzel fiir solche Operatoren. Wesentlich kompli-
zierter liegen die Verhiltnisse jedoch, wenn man Funktionen untersucht,
deren. Werte michtnegative beschrinkte lineare Operatoren von einem
Banachraum in seinen dualen Raum sind. Dennéch kann man auch. in
diesemn Fall mit Hilfe einer sogenannten »Quasi-Quadratwurzel” die
gewiinschte Darstellung erhalten (Miamee, Salehi [8], fiir einen einzelnen
Operator — oder ecine konstante operatorwertige Funktion — wurde die
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