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In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir, welche Anforderungen
an die Geometrie eines Riemannschen Raumes sich aus der Existenz
paralleler Spinorfelder ergeben. Bereits Hitchin (vgl. [5]) bemerkte (al-
lerdings unter einschrinkenden, topologischen Voraussetzungen), daB
aus der Existenz nichtverschwindender, paralleler Spinorfelder erhebliche
Bedingungen an die Metrik des zugrundeliegenden Riemannschen Raumes
folgen. Indem es uns durch eine geeignete Kontraktion im Spinorbiindel
gelingt, den Ricci-Tensor des Riemannschen Raumes im Spinorkalkiil
natiirlicherweise zu reproduzieren (Satz 1), sind wir insbesondere in der
Lage, aus der lokalen Existenz paralleler Spinorfelder das Verschwinden
des Ricci-Tensors zu schlieBen. Im letzten Abschnitt der Arbeit geben
wir fiir eine kompakte Spin-Mannigfaltigkeit mit nichttrivialem, paral-
lelem Spinorfeld eine Abschitzung der Dimension des Kerns des Dirac-
Operators von unten durch die Hilfte der ersten Betti-Zahl der Mannig-
faltigkeit an. '

1. Vorbereitende Bezeichnungen. Sei e,,...,¢, eine orthonormale
Basis des euklidischen Raumes (R", {,»>) und bezeichne Cliff(R") die
Clifford-Algebra der Bilinearform (R", —(,>). Ihre Komplexifizierung
Cliff°(R") ist isomorph zur Matrizenalgebra C(2*), falls » = 2k, bezie-
hungsweise isomorph zu C(2%)+C(2%), falls n = 2k+1. Wir wihlen
jeweils eine solche Isomorphie und bezeichren sie mit ». Der Totalraum
der universellen Uberlagerung o : Spin(n) - S0 (n) der speziellen ortho-
gonalen Gruppe SO(n) ist'in Cliff(R") enthalten und wird hier von allen
Produkten z-y mit @,y € R" und || = [y| = 1 multiplikativ erzeugt.
Schrinken wir » auf Spin(n) ein und projizieren wir im Fall » = 2k+1
noch auf die erste Achse, so erhalten wir eine komplexe, 2(*2)-dimensionale
Darstellung 4, der Gruppe Spin(n)

(%) %x: Spin(n) > GL(4,),
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welche fiir n = 1 (mod 2) irreduzibel ist und fiir n = 0 (mod 2) in zwei
irreduzible Komponenten 4, = 4} 4+ 4, (n = 2k) zerfills. Die Multi-
plikation 4 : R"® 4, — 4,, eines Vektors mit einem Spinor ist ein Homo-
morphismus der entsprechenden Spin(n)-Darstellungen und fiir u(v®y)
schreiben wir einfach v-y. Die Lie-Algebra spin(n) der Gruppe Spin(n)
kann mit der linearen Hiille der Menge {¢;¢, : ¢ < j} in Cliff (R") identifiziert
werden. Ist B, die Standardbasis der Lie-Algebra so(n), so ist unter Ver-
wendung dieser Identifikation das Differential

0« : Spin(n) — 80 (n)

durch p.(¢;¢;) = 2B, gegeben. Fiir das Differential der Darstellung (x)
gilt », = x (vgl. [6] und [7]). .

Wir betrachten nun eine parakompakte, orientierte Riemannsche Man-
nigfaltigkeit X™ der Dimension n > 3 und bezeichnen mit (P, 7, X"; SO(n))
das assoziierte SO (n)-Hauptfaserbiindel. Eine Spin-Struktur ist ein
Hauptfaserbiindel (@, », X"; Spin(n)) und eine Uberlagerung 4:Q — P
derart, daf

@ X 8pin(n) ——> @~
l Axe Al \;:X“
P x 80 (n) P/

kommutiert. Wir setzen voraus, daf die betrachtete Riemannsche Man-
nigfaltigkeit eine Spin-Struktur besitzt und fixieren eine solche. Der
Levi-Civita-Zusammenhang Z:TP —so(n) hebt sich dann zu einem

Zusammenhang Z: TQ — spin(n) derart, dag
TQ —% , spin(n)
l"‘ I Qe
s v
TP ————>s0(n)

ein kommutatives Diagramm ist. Im zur Spin-Darstellung 4, der Gruppe
Spin(n) assoziierten Spinorbiindel

& =@ X 4,
Spin(n)

induziert der Zusammenhang Z eine kovariante Ableitung
Ve : ') - (T*X"QY).

Sei 8 = (84,...98,): V > P ein lokales Reper von orthonormalen
Vektorfeldern iiber einer einfach-zusammenhingenden, offenen Menge
¥V ¢ X*. Der Zusammenhang Z induziert eine lokale Zusammenhangsform

Z* = Zos,: TV —so(n).
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Mittels

Z’ = Z w‘jE“
i<j
erhalten wir dann 1-Formen w;; (¢ < j) auf V, welche wir durch Antisym-
metrie wy;+ wy; = 0 fiir beliebige Indizes definieren koénnen. Fiir die
kovariante Ableitung V' im Tangentialbiindel gilt dann

n
V,isj = 2 wﬂ(s‘)s‘.
=1

Der Schnitt s: V — P hebt sich zu einem Schnitt §: ¥V —Q und
wir konnen die lokale Zusammenhangsform Z® = Zo§, betrachten. Fiir

sie gilt
2;——1 W;:6;€
2 2: 156495 ¢

Ist nun «(¢) eine Basgis des Spin-Moduls 4,, so erhalten wir durch
n(e) = [¢, u(e)] linear unabhiingige Schnitte 7(¢) in & iiber V. Dann gilt

1
VEn(e) =5 ) om(t)ism) ().

I<m

Abschliefend bemerken wir noch, da der Zusammenhang Z in Q
eine absolute Differentiation D* im Biindel & induziert, welche jeder
p-Form mit Werten in & eine (p+1)-Form mit Werten in & zuordnet
(vgl. [8]).

2. Wodurch tritt der Ricci-Tensor im Spinorbiindel auf? Wir ge-
hen von einer parakompakten, Riemannschen Spin-Mannigfaltigkeit X"
(» > 3) mit ausgewahlter Spin-Struktur sowie dem assoziierten Spinor-
biindel & aus. Den Ricci-Tensor Ric des Riemannschen Raumes fassen

wir als (1, 1)-Tensor auf, welcher jedem Vektorfeld ¢ ein Vektorfeld Ric(t)
durch

n "
Ric(t) = D Ry, 808 mit By'= D Ry,
$,j=1 =1

zuordnet. Ist y € I'(¥) ein Schnitt im Spinorbiindel &, so kénnen wir
v zweimal absolut differenzieren und erhalten eine 2-Form D¥D%y
mit Werten in &. Durch

HY(1) = D)8 D" D p(t, 5,)

=1

definieren wir eine 1-Form mit Werten in &.
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Satz 1. HY(1) = —,}Ric(tj y.
Beweis. Sei Q = dZ+1[Z, Z] die Krimmungsform des Zusammen-

hanges Z. Betrachten wir die lokale Kriimmungsform Q% — .Qos,., 80
erhalten wir

08 = 2 Z dw;,e;e,-l— 3 Z 2 Wi A wpq[eke“ eq].
k<l p<a

Berechnen wir die Kommutatoren und benutzen wir die Struktur-
gleichungen

. 1
dw{"l‘ 2 Wy A Wy)e = E‘Z Rijk,o"/\ OJ,
k k,l

in denen ¢, ..., " ein zu 8, ..., s, duales Reper ist, 8o ergibt sich

Q= -1-2 ( 2 RiuotA o") 6;6;.
<1 .l

Aus DDy = ua(D)p = %(2)y (vgl. [8]) folgt somit
1
D¥ D% yp(ty, t,) = Z; g: Ry o®a (11, 1,)(8;8;) v

und daraus erhalten wir

H'(t) = ) 80D D7 p(t 2)

- %Z Z 2 Ryia 0™ A () 8) (88¢8y) :

m i<j ki

= %2 Z 2 R‘jmo'k(t) (smsis.i)"p

m i<j k

2 Ry o®(t)s v+ — 2 2 2 Ry o®(t)8, v+

i<:i k

23 N Byt o) v
k  i<j m#1,5

1. 1
=—3 Rlc(t)"l’+-2—22 2 Bt 0 (1) (8,,.8¢8) .

k  i<i m#i,5
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Die zweite Summe verschwindet jedoch. Dies folgt aus der Bianchi-
Identitit des Kriimmungstensors

‘R'ijkl + 'Rj”ta + ‘Rk‘ﬂ = 0 .

3. Parallele Spinorfelder. Ein Schnitt y € I'(&) heiBt parallel, falls
V¥ = 0. Wir beschiiftigen uns jetzt mit der Frage, welche Konsequenzen
gich fiir die Geometrie des Raumes aus der Existenz eines parallelen
Spinorfeldes ergeben. Dazu beweisen wir

SATZ 2. Sei X" eine parakompakte, Riemannsche Spin- Mannigfaltig-
keit mit ausgewdahlter Spin-Strukiur sowie dem assoziierten Biindel &. Sind
y € I'(&) ein nirgends verschwindender Schnitt und w eine reelle 1-Form mit

4

VEV'P = o(l)y,

8o verschwindet der Ricoi-Tensor des Riemammnschen Raumes identisch und
w 18t eine geschlossene Form, dw = 0.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt D¥y = wy und daher
D’D%y = doy— oD%y = doy— oA oy = doy.
Die 1-Form H* hat somit die Gestalt

HY(t) = D do(t, 8,)8m"p.
Aus Satz 1 folgt dann
1
D) dw(t, sp)sm 'y = — Rio(t) p,
m

2 {pdot; s+ Y Bindty 80} sn-y = 0.
k

m

Weil pungleich Null und  eine reelle Form ist, erhalten wir daraus
2d0)(8k, 8m) = —.ka.

Die linke Seite dieser Gleichung ist antisymmetrisch in den Indizes
k und m, wihrend die rechte Seite in ihnen symmetrisch ist. Daraus
folgt Ric = 0 und dw = 0. :

FOLGERUNG 1. Sei X™ e¢ine parakompakte, Riemannsche Spin- Mannig-
faltigkeit mit ausgewdhlter Spin-Struktur. Ist v ein nichtverschwindender,
paralleler Schnitt im Spinorbiindel &, so ist der Ricci-Tensor des Riemann-
schen Raumes gleich Null.

FOLGERUNG 2. S¢i X™ eine kompakte, Riemannsche Spin- Mannigfaltigkeit
mit ausgewdhlier Spin-Strukiur und einem nichtverschwindenden, parallelen
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Schnitt im assoziierten Spinorbiindel. Ist entweder die erste Betti-Zahl von
X" grofer als n—4, .

by (X™) >n—4,
oder sind die k-ten Homotopiegruppen (k > 1) von X" trivial,
m(X") =0 (k>1),

80 ist X" eine flache Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Der Beweis der Folgerung 2 ergibt sich aus der Folgerung 1 und
Resultaten von Fischer sowie Wolf (vgl. [2]), welche besagen, dafl unter
den angegebenen topologischen Bedingungen eine Ricci-flache Mannigfaltig-
keit flach ist.

FoLGERUNG 3. Eine 3-dimensionale, parakompakte, Riemamnnsche
Spin- Mamnigfaltigkeit mit mnichtverschwindendem, parallelem Spinorfeld
ist ﬂGCh. /

Tatsédchlich, ist |Ric| die Lange des Ricci-Tensors, B die Skalarkriim-
mung und |R| die Linge des Kriimmungstensors, so besteht in einem
3-dimensionalen, Riemannschen Raum die Beziehung R?—4 |Ric|*+ |R|?
= 0 (vgl. [1]). Somit kénnen wir aus Ric = 0 das Verschwinden des
Krimmungstensors schlieBen.

FOoLGERUNG 4. Sei X* eine kompakte, 4-dimensionale, Riemannsche
Spin- Mannigfaltigkeit mit einem michtverschwindenden, parallelen Spinorfeld.
Ist die BEulersche Charakteristik y(X*) gleich Null, so ist X* flach.

Den Beweis von Folgerung 4 erhilt man aus der Gauf-Bonnet-Forme

2(XY) = [ (@& -4 gicr + BP)

32m

(vgl. [1]) unmittelbar.

Beispiel 1. Wir gehen von einer Metrik auf dem Torus I? aus,
deren GauB’sche Kriimmung nicht identisch verschwindet, und betrachten
das Produkt X* = T2 x 8. In X*® wihlen wir die kanonische Spin-Struktur.
Das orthonormale Reper 8 = (8,, 83, 8;), welches wir so bestimmen, dag
8, tangential zu &' ist, hebt sich dann global zu einem Schnitt §: X°* — @
der Spin-Struktur. Ist somit (1), »( —1) € 45 eine Basis von 4;, so erhal-
ten wir durch 5(1) = [¢, 4(1)] und 5(—1) = [8, u(—1)] globale Schnitte
im Spinorbiindel . Nun kann diese Bagis so gewahlt werden, daS8
(e164) % (1) = du(l) gilt (vgl. [4]). Dann folgt

. |
PEn) = 5 ) om(Bssninl) = 5 wulin().
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Demnach ist im Biindel & die Gleichung

Vyzp=?w121p mit y # 0
losbar, obwohl der Ricci-Tensor von X*® ungleich Null und w,, im allge-
meinen keine geschlossene Form ist.
Dieses Beispiel zeigt, daf im Satz 2 die Voraussetzung ,w ist eine
reelle 1-Form” wesentlich ist.

Beispiel 2. Wir geben nun ein Beispiel dafiir an, da8 das Ver-
schwinden des Ricci-Tensors selbst lokal noch nicht hinreichend fiir die
Existenz paralleler Spinorfelder ist. Sei X* die durch #, >0, 0 <z, <=
bestimmte offene Untermenge des R* und o,, d,, 9;, 9, das kanonigche
Reper von Vektorfeldern. Wir betrachten die Schwarzschild-Metrik g,

il 0 0
x, +e
0 & 0 0
(94) = 0 0 a?sintw, (U ’
"0 0 0 ac Sk
U

welche durch diese Vorzeichenwahl allerdings eine Riemannsche Metrik
ist. Leicht iiberzeugt man sich davon, daB der Ricci-Tensor identisch
gleich Null ist. Durch

z,+¢ 1
8 =]/ 1t 0,y 8 =—0y,
wl wl

1
—— 0, und s‘="/ %1 o,
2, 81N T, ml-{-c
3

erhalten wir ein orthonormales Reper von Vektorfeldern. Ist ¢%,..., o
dual dazu, so gilt

z,+c¢ 1l r,+o01
Wy = ]/ — o?, W3 = — a?,
% o & @O

c 1 1 COS T,
—_—— Doy =
2y (w,4¢)m, T ’ B 7 @8inz,

83 =

o

Wy =

@,y = 0 = wy,.

GemiB A, = A + 4, zerfillt das Spinorbiindel ¥ in &¥ = ¥*+o".
Wir zeigen, daB es in &* keine nichttrivialen, parallelen Spinorfelder
gibt. Auf die gleiche Weise kann die Nichtexistenz derartiger Spinorfelder
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in &~ eingesehen werden. In [4] wurden lokale Basisschnitte #(e,, &,),
& = 41, von & derart konstruiert, daB #(1,1) und 5(—1, —1) das
Biindel #* aufspannen. Schreibt man nun fiir y = fy(1, 1)+hy( —1, —1)
die Gleichung V*y = 0 aus, so erhilt man

2df+ifwn+h(—wn—i(“’u"'wzs)) =0,
2dh +f(w13 - i(wl4 + w23)) - ’ihwlg = 0.

Aus der angegebenen Gestallt der w; schlieBt man nun zuerst, da
f und A nicht von z, abhéingen und danach setzt man in dieses Gleichungs-
system 8, = 270, ein. Dann ergibt sich

20,) =~ /2L, 20,0h = ih]/ nto

&, &

woraus fiir ¢ # 0 die Identitit f = 0 = A folgt.

Wir wenden uns jetzt 4-dimensionalen Mannigfaltigkeiten zu. Das
Spinorbiindel & iiber einem derartigen Raum zerfdllt kanonisch in &
=gt +97. ,

SAaTz 3. Sei X* eine parakompakie, 4-dimensionale, Riemamnsche
Spin- Mannigfaltigheit mit ausgewdhlter Spin-Strukiur sowie dem assoziierten
Spinorbiindel & = S+ +~. Existieren zwei nichtverschwiindende, parallele
Sohnitte y* € I'(¥*) und v~ e I'(¥™) in & beziechungsweise ¥, 8o ist X*
flach.

Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, zeigen wir folgendes

LeEMMA 1. Sei X" eine Mannigfaltigkeit und a, f, y reelle 1-Formen
auf thr. Existieren komplexwertige Funktionen f, g: X" — O derart, daf
If1+1g91 > 0 und

2df +ifa+g(p—iy) = 0,

2dg +f(— f—iy) —iga = 0,
8o gelten folgende Beziehungen zwischen den Formen:
da = fAy, df =yAa, dy =aAp.
Beweis. Wir differenzieren beide Gleichungen und erhalten
idf A a-+ifda-+dga (B—iy)+g(dp—idy) = 0,
df A (—B—iy)+f(—dB —idy) —idgA a—igda = 0.

Multiplizieren wir diese mit 2 und setzen wir df beziehungsweise
dg aus den Ausgangsgleichungen ein, so ergibt sich nach Zusammenfassen

ifA+g(B+i0) = 0,
F(—B+i0)—igd =0
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mit
A =2(da+yaf), B =2(df+ary)
und
C = 2(—dy+anp).
Aus |f|+ 19| > 0 folgt nun A%+ B*4-C* = 0, und weil a, B, ¥ reelle
Formen sind, erhalten wir A = B = ¢ = 0. Damit ist Lemma 1 bewiesen.

Beweis von Satz 3. Die Aussage des Satzes besteht in einer lokalen
Behauptung. Somit konnen wir uns fiir den Beweis auf eine offene, einfach-
zusammenhingende Menge U < X* beschrinken, iiber der ein orthonor-
males Reper 8 = (8,, 8, 8;,8,) von Vektorfeldern existiert. Den Schnitt
8: U - P heben wir in das Biindel @ zu einem Schnitt §: U — Q. In [4]
wurde eine Basis u(e,, &), &; = +1, von 4, angegeben und wir betrachten
die dazu gehorigen Basisschnitte (e, &) = [8, u(e;, 85)] in &. Wichtig
ist nun zu bemerken, dag 5(1,1)und »(—1, —1) das Biindel #* aufspan-
nen, wahrend 7(1, —1) und n(—1, 1) ein Reper in &~ gind. Den Schnitt
_stellen wir in der Form
v =1, 1) 4+gn(—1, —1)

mit komplexwertigen Funktionen f und g dar. Aus V¥ y* = 0 folgt

1
0 = afp(L, 1) +dgn(—1, —1)+5f D wyseyrn(l, 1)+
i<j ’

1
+§92 wy 8;8;n(—1, —1).

i<j

Die Produkte 8;8;:n(e;ye,) wurden in [4] gleichfalls vollstindig
berechnet. Wenden wir diese Formeln an, so erhalten wir nach einigen Um-

ormungen
/

26f +if (w12 + wy4) +g((“’24 —wyg) — i (wy, + wza)) =0,
ng‘l'f(—(wu_ wy,) —i(wu‘l‘wza)) —1ig (w13 + wy) = 0.
Wegen |f|+|g| > 0 folgt dann aus Lemma 1
Ay + 8wy, = (Wag — W13) A (014 + wy5),
Awyy — oy = (0, + Wy3) A (013 + Ws4)
Awyy+ Bwyy = (@131 W3) A (054 + @3).
Wertet man analog ¥y~ = 0 aus, so ergibt sich
Awgy — Awyy = (013 Wgq) A (@33 — @),
dwyy +dw,, = (?’23—‘014)/\ (w34 — @y3),

Awyy — Aoy, = (W55 — W12) A (@13 + ).



286 TH. FRIEDRICH

Unter Vervlvendung der Strukturgleichungen des Riemannschen
Raumes schlieBt man aus diesen 6 Gleichungen unschwer R, = 0.
Somit ist X* flach.

FoLGERUNG 5. Der Raum der parallelen Schnitte des Spinorbiindels
tiber einer nichiflachen, 4-dimensionalen, Riemannschen Spin- Mannigfaltig-
keit hat maximal die Dimension 2.

FoLGERUNG 6. Hat eine 4-dimensionale, Riemannsohe Spin-Mannig-
faltigkeit einen michtverschwindenden, parallelen Schnitt im Spinorbiindel
und ein derartiges, paralleles Vektorfeld, so ist sie flach.

Beweis. Wir zerlegen den parallelen Schnitt vy = y*+¢~ gemi °
der Aufspaltung & = ¥+ +% .und konnen y* # 0 voraussetzen. Dann
ist p* gleichfalls parallel. Ist V das nichttriviale, parallele Vektorfeld,
8o ist V-y* ein paralleler Schnitt in &%~. Die Behauptung folgt nun aus
Satz 3.

* 4. Parallele Spinoren und der Kern des Dirac-Operators. Wir betrach-
ten ein Vektorbiindel F iiber einer Mannigfaltigkeit X" mit kovarianter
Ableitung V¥, Im Biindel Hom (E, E) wird dann durch

(PE A)(e) = VE(Ae)—A(VFe)

mit A € I'(Hom (E, E)) und ¢ € I'(E) eine kovariante Ableitung VE defi-
niert. Diese allgemeine Konstruktion wenden wir auf das Spinorbiindel
& einer Riemannschen Spin-Mannigfaltigkeit und die kovariante Ableitung
V¥ an. Wir erhalten eine kovariante Ableitung V¥ in Hom (¥, &).

Einen Vektor ¢ € T'(X") kann man durch #(y) = ¢-y als einen Homo-
morphismus des Spinorbiindels & auffassen, wodurch eine Einbettung
T(X") > Hom(¥, &) des Tangentialbiindels in Hom(¥, &) entsteht.
Wir konnen somit ein Vektorfeld ¢ einerseits mittels der kovarianten
Ableitung ¥ im Tangentialbiindel und andererseits mittels 7 ableiten.
Das Ergebnis ist beide Male das gleiche.

LEMMA 2. Fiir ein Vekiorfeld t € I'(T(X™)) gilt Vt = V¥t

Bewejs. Wir priifen dies lokal nach. Sei s,, ..., 8, ein orthonormales
Reper in U ¢ X™, Dann ist mit ¢ = #'s; und v e T(X")

V,t = 2 o(t%)s, + Z ' Wi (V)80
3 i,m

und demnach

(Fot) p = D 0(t)8° 9+ D) oy (0)8m" .
[ i,m
Andererseits erhalten wir
(Pt = V5 (t-9)—t:(V5y) = D) o(f)s-p+ D) #75 (30 9)—t- (V5 p).
2 Y

)
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Ist nun in einem lokalen Reper 7(¢) von & der Schnitt y in der Form
p =D v

dargestellt, so folgt .

V1) = Z'v(t‘)s, w+2 2 Fo(y)sin(e) +

+Z Dty rs, n(e))—Z v(¥")t-n(e) -
—2 ¥ t'(Vf'n(e))

= ot Z 09t 2 > () (1= 8818) 7 )

1 I<m
= Z 'v(ti)si"p'l" 2 wlm(v)tlsm"p°
i I<m

Wir erhalten also V¥t = V,¢ und Lemma 2 ist bewiesen.

Wir definieren jetzt eine Clifford-Multiplikation eines Vektors ¢ € T'(X™)
mit einem Homomorphismus 4 € Hom (%, &) dadurch, dal wir ¢ als einen
Homomorphismus von & auffassen und ihn mit A verkniipfen:

u:T(X")@Hom (¥, &) - Hom (¥, &),

p(@A)y =t:A(y).

Anstelle u(t® A) schreiben wir einfach ¢-A.
Einen elliptischen Differentialoperator erster Ordnung

P I'(Hom (¥, &)) — I'(Hom (¥, &))
erhalten wir nun a.ls Superposltlon folgender Abbildungen:

I'(Hom (&, 9’)) ——> r(r*(Xx")®@Hom(#, &))
= I'T(X")@Hom (¥, &)) - I'(Hom (&, &)).
Der Operator ist analog zum Dirac-Operator D: I'(¥) — I'(¥)

definiert, welchen wir weiter unten noch betrachten werden. In einem
orthonormalen Reper 8,, ..., 8, gilt

P(A) = D sViA.
3
LEMMA 3. Sein teI'(T(X")) ein Vektorfeld und o e I'(T*(X™))

die thm entsprechende 1-Form. Damn ist P(t) genau dann gleich Null, falls
do' = 0 = do'.
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Beweis. Unter Verwendung von Lemma 2 erhalten wir

P@t) = D) 8-V 1) = D 7,,).

Mit t = Yt's; und o = D '¥/o? gilt dann
7 7

P) = Y o (5P)sy+7 Y apm()2m)

1,J

= — D a(th— D P oy (s)+
B im

+ D) (8(8) —8y(8) + D) (1™ opng (8) —8™ wpus (85))) 848y

i<j m

= — E 8,(t') — 2 t @y (8) + Z do'(8;, 8;)8;8;
i im

i<q

St + 2 dw' (85, 8;)8,8;.
i<j

Daraus ersieht man, daB P(t) = 0 gleichwertig mit éo' = 0 = do’ ist.

Ist y e I'(&#) ein Schnitt, so definieren wir einen Homomorphigsmus
BE,:Hom(¥, &) -~ & durch E,(4) = A(y). Sei D:I'(¥)—» I'(¥) der
durch

D(y) = D) &Viy
1

definierte Dirac-Operator. Wir betrachten das Diagramm

I'(Hom (¥, &)) ul > I'(Hom(¥, ¥))
E, E,
D Y
I'(%) > (&)

und beweisen

LEMMA 4. Ist y ein paralleler Schnitt, so ist dieses Diagramm kom-
mutativ.

Beweis. Aus P’y = 0 folgt

E,(P(4)) = (PA)(y) = D) 8-V A(y)
i

= D8, (V5(Ay)— A(VE]v))

: .

= D &V (4y) = D(E,(4)).
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SATZ 4. Sei X" eine parakompalkte, Riemannsche Spin- Mannigfaltigheit
mit ausgewdhlier Spin-Strukiur sowie dem assoziierien Spinorbindel .
Seien p € I'(&) ein paralleler Schnitt und t € I'(TX™) ein Vektorfeld, dessen
entsprechende 1-Form o' harmonisch ist: do' = 0 = dw'. Dann liegt t-y
tm Kern des Dirac-Operators,

Der Beweis von Satz 4 ergibt sich aus den obigen Hilfssétzen unmit-
telbar: D(t-y) = DE,(t) = E,P(t) = 0.

FoLGERUNG 7. Ser X" eime kompakte, Riemannsche Spin-Mannig-
faltigkeit mit nichttrivialem, parallelem Schnitt y € I'(&) im Spinorbiindel &
und sei by(X™) deren erste Betti-Zahl. Dann ist die Dimension dim (KerD)
des Kerns des Dirac-Operators nicht kleiner als 3b,(X™"):

dim (Ker D) > —;— b, (X™).

Beweis. Wir wihlen reelle Vektorfelder ¢,,...,% (b = b (X™))
80, da die entsprechenden 1-Formen harmonisch und linear unabhéingig
im Kern des Laplace-Operators sind. Dann sind die Vektorfelder in dem
Sinne linear unabhingig, daf mit

b
flza‘t‘r =0
X

=1

auch alle Koeffizienten a; verschwinden. Nach Satz 4 liegen die Spinoren

t'y, ..., &y im Kern des Dirac-Operators. Wir zeigen, daB sie als solche

linear unabhéngig sind. Dazu bemerken wir, da man im Biindel & ein

hermitisches Produkt (,) mit der Eigenschaft (t-y, )+ (v, y,) = 0,

teT(X"), y, v, € &, einfiihren kann (vgl. [7]). Mit ¢ = ) a,t, folgt dann aus
[

[ (v, t9) =0
X
die Beziehung
— [@t9,9) =0.
X
Nun ist aber ¢t = —|{|2 und wir erhalten

[ 12 (v, v) = 0.
X

Weil y parallel ist, hat er eine konstante Lénge (v, y) > 0. Somit
schliefen wir

[|Yatf =0 wmd a=o.
X i
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Die betrachteten Spinoren sind demnach reell linear unabhingig
im Ker(D). Dies liefert die behauptete Ungleichung.

Beispiel 3. Sei X™ = T" der flache Torus. Mit der kanonischen
Spin-Struktur hat X™ genau 2!"?! parallele Spinoren. Liegt jedoch eine
andere Spin-Struktur vor, so gilt dim(KerD) = 0 (vgl. [6] oder [3]). Nach
Folgerung 7 existieren dann keine globalen, parallelen Spinorfelder, weil
b,(X") = » > 0 ist. Die Existenz von global-definierten, parallelen Spino-
ren hingt also auBler von der Geometrie des Raumes noch von der gewahlten
Spin-Struktur ab. AbschlieBend bemerken wir noch, da8 auf X* mit der
kanonischen Spin-Struktur dim(KerD) = 2 und

1. .. 3
ry b, (X°) = r
gilt.
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