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ACTA ARITHMETICA
XL (1982)

Uber die Verteilung der Primzahlen in Folgen der Form
[firn+x)}, 1T

von

FrEDRICHE ROESLER (Minchen)

Es bezeichne #,, die Menge aller verallgemeinerten Polynomfunk-
tionen : .
i %
F) = ay*+ Y ay”
fuxl
mit positiven Leitkoeffizienten @, reellen g, und monoton fallenden
Exponenten %>k, > -..> k, > 0. In [2] war die harmonische Dichte

Die(P, f)(x) der Menge P aller Primzablen in der Folge [f(n+@)ln
definiert worden als der {nicht iminer existierende) Limes

i/n
DE;,,“(P, f)(’w") = lim 1< N, [f(n+2))eP .
N-reo E 1}"”
Ign<N,neP .

Diege Dichte hat die Higenschaft: .

SaTz. Fiir jede Funktion f aus F , vom Grad k> 12/6 und fiir fast
alle o (im Sinne des Lebesgue-Mapes) aus dem Imiervall 0 < o<1 st

Di(P, f)(2) = L[k

Diese Behauptung wurde als Satz 11 (ii) — und zwar fie alle f ausg
F,, vom Grad k> 2 — schon in [2], § 7, bewiesen, dort aber unter der
Voraussetzung, daB der Primzahlsatz in der Form

(PZ82) nly) = liy+0(¥ylogy)

giiltig ist, nnd die Richtigkeit dieser Abschitzung ist dquivalent zur
Richtigkeit der Riemannschen Vermutung. -

Satz 11 (i) in [2), § 7, machte eine &hnliche Dichteanssage fiir expo-
nentiell wachsende Funktionen f, und zum Beweis dieser Aunssage reichte
der schwichere (und bewicsene) Primzahlsatz

(PZS1) se(y) = liy +Ofyexp(—log?y)}.
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Der Grund fiir diesen auf den ersten Blick erstaunlichen Sachverhalt
ist der, daB in beiden Fallen fiir 0 < & < b < 1 Beschr eibungen der Anzahl

(1) 7(f(n+ b)) — { f(n -+ )}
in Haupt- und O-Term bendtigh wurden, und diese sind leicht ableitbar
aus (PZS1) fir exponentiell wachsende Funktionen f, nieht aber fir
Funktionen aus F -
Hier wird nun cize Beschreibung der Differens
p(y -0 —p ()

fiir im Vergleich zu y Kleine % auns Huxley [1], Kap. 28, iibernonmen,
wic sie Anwendung findet bei den Boweisen itber die Grofle moglicher
Tiicken zwischen aufeinanderfolgenden Primzahlen. Sie liefert eine Ab-
schitzung der Differenz in (1), die E]Ohdli genug ist, {PZ852) im Beweis
von Satz 11 (ii) zu ersetzen.

Die Formeln (28.25) bis (28.33) und (13.14} in [1] zeigen fiir beliebiges
positives ¢ mit ciner von 4 abhingigen positiven Konstanten ¢

ply +h)—p{y) = h+O(hexp (—clog y) +y™+),

und mit #(y) = 1/;('y)+'0(|/§10gy) folgt auch :
(2) B+ 1) (y) = h+O(hexp( ~elogH y) - y¥¥+).

s sei nun f eine Funktion ans F,, vom Grad % > 12/56. Wie in [2],
§1, kann von f ohne Hinschrinkung gefordert werden:
(F1)  fO)=1, f(O=1, f'(0)>0,
Fiir natiirliche Zablen »n und 0 < a < b < 1 ergibt sich dann aus (2) bei
passender Wahl von § mit einem positiven e

Hf(n+ b)) — ¢ f(n+a))

= f(n-B) —F(n +a) +-0{b ~ a)n"’ Loxp( —elogn) -0,

und daraus folgt mit dem Mittelwertsats

3)  a{f(n+b)—alf(n--a)
f'(n)
= (b — a) [P
©=D Sogrim) _
Nun 1484 sich der Beweis von Satz 11 (ii) aus [2] in der Weise modi-
fizieren; daf (PZ82) durch Formel (3) ersetzt wird. GeméB [2], § 1, nimmd
die Funktion

f'" monoton wachsend.

+04{(b — ayn*~" exp ( —clog*n) 4 n*1%).

wenn [f(n+a)] Primzahl ist,
- ponst, '

rof®) = zelUtnta)) = {
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auf dem TIntervall [a, ] den Wert 1 an genau fiir die & aus einem der
paarweise disjunkten Intervalle -

188 = [f (p)—n, fH(p+1)—nl N [a,b]
mit i
(4) peP,a,b) ={peP; f(nta)-1<p<flat+b).

Alle diese I%% bis auf hochstens zwei haben die Ldnge

1 0 1
i f(?F)’

und fiir die heiden eventuell a.uftretenden Randintervalle ist jedenfalls

Izt (}—%;)—)

Diese Bemerkungen und Formel (3) zeigen
b A

(5) f 5, (@) dw

@

= ((b —a) ) +0,{(b — u)n.""i exp ( —clog n)4- rnk-—lw)) >,

logf(n)
(e ko))

. g =

b— — _ 14 [
logf ~|— O4{(b — a)exp(—clog"* n)+n~ ).
N Ny
§2hz) = Ysye) wd ()= E e

folgh daraus mit einem positiven ¢

[i]
(6) f S () dy = (b — &) [TV} +0,{(b — a) N exp( —e, log ' N) - N 7),,

«

und dag ist formal die Aussage von Lemma 1 aus [2], §2, fir die hier
behandelte spezielle Situation, Nun wird, in Analogic zu Lemma 2,

1
[8,, ()8, (¢)de nach oben abgeschiitzt: 8, (») nimmt den Wert 1 an anf

0
|P,. (0, 1)i Intervallen J, und die Linge jedes dieser Intervalle ist nach

oben. beschrinkt durch
i 1
7oy o)
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Die Integrale er' s, (¢)dz werden abgeschitzt mit (), wobei dort b—a zu
ergetzen ist durch w(J). Mit (3) und (4) ergibt sich ‘

1
., f’('m’) k-1 1/
ﬂf S0y (0380 < (L 0y m =1 cxp( —oog “m))) x
1 exp ( ~clog'*n) 1
% (= + e
(f (m)logf(n) ~ 7 ( m* B M"‘logn))
1
S
S log fimylog im)
+0 (exp( —6xlog " m) + exp { — eglog'* m) I mFl 1
! logmlogn n' ' mlogmlogn )’

und Summation zeigt fir M < N

1

(M [ S5 (o) 83 (@) dw

IT(MYIT(N)

<manmn-+ o, Sty

4 MEN 4 ST loglogM). ‘
Mit
Te

8 =2.—.
d &

folgt daraus fir
1
T : — 8% .
1(¥5 2) i) .5:,1 {(w):
1
®) S Tu(M52) T2 (V5 0) do < 1+ O {exp( — cslog™ ™ 31)
0
tir N> MY,
und das ist das Analogon »u Beﬁ&upimng 1 im Beweis von Satz 11 aus [2],

§7. Wie dort: in Behauptung 2 wird fiir & 2> s, die (-Summe

‘ 1
To(y, 85 2) =~ Z T(exp (s"); )
' : Dagynay—1

gebildet. Tiir m < n ist nach (8)

1 , .
J‘rl(exp (8™ ] )T ,(6xp (s"); @) d < 1+ Oyfexp( —0;8™)),
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und daraus folgt zasammen mit Hilfssatz 4 (1} aus [2], §6,
(9 €_fﬂ[’g(l‘T,as';:a)”olwg1-;—0).(1,‘N).
Anderergeits zeigt (6)
0fl’l'l(e:zp(as:"‘); z)dw =1+ Oylexp( — g, 8™)),

und daraus folgh
1

(10) [ T2(, 85 0)dw = 14 0,(1/N).

o

(9) und (10) ergeben Zugammen mit der Holderschen Ungleichung
1
[ 1T, 550) —1}do = 0,1V N).
1]

Das ist Behauptung 2 von [2], § 7. Von hier an 146t sich der Beweis von
Satz 1L ilbernehmen: T,(¥N,s;#) wird interpretiert als 8% (P;®) mit .
einer mmichst komplizierten. Wichtung v, in den Behauptungen 3 und 4
wird diese Wichtung vereinfacht, in Behauptung 5 dann durch Integration
iiber & geglattet nnd in Behauptung 6 als harmonische Wichtung mit
dem multiplikativen Faktor % erkannt. Behauptung 7 Liefert schlieflich —

‘ynter Verwendung von Lemma 1, und das kann ersetzt werden duarch

die hier abgeleitete Formel () — die Abschatzung

j

aus der auf DPS(P, f) (@) = 1/k fir fast alle @ geschlossen werden kann.

an

logd ¥
o = O i)

N
k 2p([f(n+2)])
loglog N ’; " —1
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